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Prologo

Lo que seoye seolvida.
Lo que seve serecuerda.
Lo que se hace se aprende.

Proverbio chino

Este texto ha sdo elaborado a partir de las explicaciones y problemas de
clase de los distintos cursos impartidos en los Ultimos afios por los autores en su
labor docente en & seno de Departamento de Matemética Aplicada de la
Universidad de Zaragoza.

Introduccién al calculo integral esta pensado para ser utilizado en un curso
inicid de cdculo infinitesma destinado a edudiantes de ingenieria,
mateméticas, ciencias quimicasy ciencias fisicas.

El objetivo de este texto docente es conseguir que € aumno/a domine €
cdculo integrd, herramienta basica en todas las ramas de la ciencia y la
tecnologia.

Sin abandonar € rigor forma en la exposicion, hemos procurado hacer
asequible cada cuestion mediante gemplos y gercicios. Desde luego, no
hacemos ninguna aportacion nueva, a no ser un pretendido cuidado en €
aspecto didactico en un intento de que los estudiantes rompan con su rol
habitual de espectadores-oyentes, cumplidores de actividades mecanicistas, y
consigan una dindmica nueva de trabgjo.

Para € estudio del contenido de este texto no se presupone ningun
conocimiento previo de céaculo integral, con lo que es asequible a todos los
alumnos/as cesde € primer momento. Es decir, un estudiante con interés puede
seguir las explicaciones con facilidad. Se han incluido las demostraciones de
aguellos resultados que consideramos formativos y gque desarrollan la capacidad
de razonamiento l6gico y de andlisis critico. A lo largo de todo € texto hay gran
cantidad de gemplos que ayudan a entender y asmilar los resultados
presentados. Cada capitulo finaliza con una lista de gercicios propuestos, que
ayudara a cimentar los conocimientos adquiridos y debe servir para comprobar
gue realmente se ha comprendido y asimilado € contenido del capitulo.

Damos las gracias a los alumnog/as, porque con su querer saber nos han
mostrado agquellas partes en las que encuentran mayores dificultades. Esperamos
gue este texto sea de ayuda para los futuros estudiantes del calculo integral.

Los autores.
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Capitulo 1
Integral de Riemann

1.1. Introduccion

El cdculo integra tiene su origen en € estudio dd area de figuras planas,
las formulas para € cédculo de las &eas de tridngulos y rectangulos eran ya
conocidas en la Grecia clésica, asi como la de los poligonos regulares previa
descomposicién en tridgngul os.

VAV

El problema se plantea a la hora de calcular éreas de figuras limitadas por
lineas curvas. Euclides (300 a.C.) sigue los trabgos de Eudoxio (400-355 a.C.)
para cacular e aea dd circulo por e método de exhaucidn, es decir,
inscribiendo en é sucesivamente poligonos con més lados. La suma de estas
areas se aproximaba cada ez mas a area dd circulo, estando en @ «limite» €

valor exacto. Demostré ademas que, dados dos circulos de areas A YA, y

Al

=L yaque A=kr?, sendo k una
2

radios 1, y r,, se verificaba que
. ) - 22
congtante que Arquimedes llamdé p y cuyo vaor dijo hdlarse entre 7> p

>%. Arquimedes (287-212 a.C.) hall6 también el area encerrada por un arco

de pardbola y la cuerda correspondiente, cosa realmente dificil en aquel tiempo,
ya que no se disponia del agebra formaizada ni de la geometria anditica. El
método utilizado era € de agotamiento, esto es, se encga e area entre dos
poligonos, uno inscrito en laregion y otro circunscrito ala region.

Desde los griegos hasta € siglo XVII poco se hizo con relacion a cédculo
de éreas y volumenes de figuras limitadas por lineas 0 superficies cerradas.
Pasca, Fermat y Lebniz comienzan un estudio engarzado con € cdculo
diferencial; asi pues, aungque histéricamente se estudian los primeros elementos
del clculo integra antes que d diferencia, en d dglo XVII se estudian y
configuran a la par, relaciondndose por medio de muchos e importantes
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14 Introduccién al calculointegral

resultados. Por esto |a mayoria de los autores empiezan exponiendo, en primer
lugar, d menos, las primeras nociones de calculo diferencial, antes de comenzar

el estudio dd caculo integral.
Veamos cud seria la metodologia a emplear para e célculo de areas de
superficies como las siguientes:

Ponemos gjes

Podemos considerar € lado curvo como la gréfica de una funcion y = f(x).
S Ilamamos A d area de lafigura, se cumplira que:

(b- ajn< A<(b- a)m
Pero esto no nos aporta en muchas ocasiones una idea suficientemente

gproximada del valor de A. Supongamos que € intervalo [a, b] lo dividimos en
tres partes:

a=t, <t <t,<t,=b
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Integral de Riemann 15

Entonces, € valor del é@ea que buscamos queda acotado entre dos
cantidades:

S= (tl - to)ml +(t2 - tl)m2 +(t3 - tz)n‘k <A
A< (tl - to)mz + (tz - tl)m3 + (t3 - t2)m4 =S
S aumentamos € numero de puntos en la divisén de [a, b], cada vez se

iran acercando més los valores de sy S, de modo que nos darén una informacion

mas precisa sobre A.
Esta seria la idea intuitiva, puesto que trabgjaremos con funciones reales de

variable redl.
1.2. Particion
Vol .. . . .
,’n%i\éeer Llamaremos particion P de intervao [a, b] a un conjunto finito de puntos

P={t,t, K t}tdque a=t, <t, <k <t, =b.
S y=f(x) esunafuncion definiday acotada en [a, b], designaremos por

im=if{f(x)' t, Ex£t})
’:\Mi =sup{f(x) I ti—1£x£ti}
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16 Introduccién al calculointegral

Notemos gue estos valores existen, pues f(x) es acotada. Ademas, a través de
estos infimos y supremos de la funcidn se definen:

P =Am -1,

i=1

S(f’P):én M. (t - t.,)

i=1

como las sumas inferior y superior, respectivamente, de f(x) correspondientes a
la particién P. Estos valores son siempre nimeros reales, y para cada particion P
digtinta existiran, obviamente, distintas sumas inferiores y superiores.

Nétese que siempre se tiene que s(f, P) £ S(f,P) parala misma particion P,
puesto que m. £ M, paratodo i.

Podriamos tomar particiones més finas y asi demostrar que cualquier suma
inferior esta acotada superiormente por cualquier suma superior. Se define a
continuacion este concepto.

1.3. Definiciones

Se dice que una particion P de [a, b] es masfina que otraQ si contiene los
mismos puntos de éstay, a menos, uno mas. Sedenota Q| P.

Dada {R}i":l, una familia de particiones dd intervao [a, b] tales que
P i P, paratodoi, setiene que
{f.R)£s(f.R,)

s(f.R)e S(f.P.)

Asi se generan dos sucesiones, una {(f,P)} crecientey otra {S(f,R )}

decreciente. Ademas, como s(f,P) £ S(f,Q) para cuaesquiera dos particiones de
[a, b], obtenemos una representacion en larectarea de estas dos sucesiones:
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Integral de Riemann 17

Intuitivamente, se ve que, S n ® ¥ y ambas sucesiones convergen,
entonces coinciden los dos limites, cuyo valor sera el del area buscada.

1.4. Integral de Riemann

S sup {s(f ,P)} =inf {S(f , P)} paratodaparticion P de [a, b], diremos que
y = f(x) es una funcion integrable de Riemann en [a, b], abreviadamente
fx) T R([a, b)), y aesevaor s le llanara integral (de Riemann) de f(x) en €
intervalo [a, b], denotandola por:

Of =sup {s(f, P)} = inf {S(f, P)}

a
Obsérvese que la integral de Riemann, caso de exigtir, de una funcion toma
un valor real.

1.5. Teorema

y = f(x) es una funcion integrable Riemann U " e>0 $ unaparticion P
Sf,P) - s(fP)<e.
Demostracion

p]Seafl R(a, b]),ysea e>0

b b

Of =sup{s(f,P)} P $ P, paticiondefa,bl* Qf - §(f,R) <§
a a
b b
of =inf{SF,P)} b $ P, paticionde[a, b] ' - Of + S(f,R,) <

a

€
2
Sumando ambas desigua dades, miembro a miembro, sellega a
S(f.R)- df.R)<e
Sea P=P,E P, entonces:
df,R)Es(f,P)£S(f,P)£S(f,P,)

con lo que tenemos que:
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18 Introduccién al calculointegral

s(f.P)- s(f,P)£S(f,P,)- s(f,P)<e (c.0.d.)

<=] Sabemos que inf {(f, P)} £ (f, P) paracuaquier P
sup{s(f, P)} 3 s(f, P) paracuaquier P

Entonces, setiene

Of inf{Y(f,P)} - sup{s(f,P)} £ S(f,P)- s(f,P) <e " e>0

por hipétesis. Lo que nos llevaa que:

inf {S(f, P)} =sup{s(f,P) b f1 R([a,b]) (cqd.)

Vorver 1.6. Algunas propiedades de laintegral de Riemann
indice 1) f1 Ra b)) U " cT(a b), f(x) es integrable en cada uno de los
intervaos|[a, c], [c, b]. Ademas se verifica que:

b c b

Of = of * o
a Cc

a

2) S f1 R(a, b]), entonces kf T R([a, b]), donde k es una constante
cualquiera. Ademés se verifica que:

b

b
oK =k of
a a

3) S f,gl R(a,b]), entoncesf+ g1 R([a, b]). Ademés se verifica que:
b b b
Adf+a)=of + ¢y
a a

a
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Integral de Riemann 19

b
4 s f1 Rlab)yf(x)30" xT [ab] P §f30

a

b
SfT Rlab)yf)£0 " xT [ab] P f £0

a

b b
5 s f,gl Rlab)yf)£gx)" xT [ab] P f £7p

6) S f1 R(a b])ysetieneque|f|T R(a, b]) también, sendo | f | la
funcion definidapor | f | (x) = |[f(x) |* xT [a, b], entonces se tiene que:
b b
Of | £ df | (Monotonia de laintegra definida)
a a

La conexion entre e clculo diferenciad y € cdculo integra se tiene por
medio de Segundo Teorema Fundamental del Caculo (conocido también como
Regla de Barrow).

1.7. Segundo Teorema Fundamental del Caculo

S unafuncién y = f(x) es continuaen € intervalo [a, b], entonces

b

Vorver of (x)dx = F(b) - F(a)
indice :

donde F(x) es cualquier funcion tal que F '(x) = f(x) " x1 [a, b].

1.8. Teoremadel valor medio paraintegrales

S y= f(xX) es una funcidn continua en [a, b], entonces existe un vaor
intermedioc T (a, b) tal que:
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20 Introduccién al calculointegral

1.9. Lafunciénintegra

Laintegral es un nimero s la calculamos sobre un intervalo [a, b], donde a

y b son nimeros reales y fijos. Ahora bien, s dgjdramos libertad a extremo b,

podriamos estudiar la integral de una funcién y = f(x) sobre € intervalo [a, X],

donde x es variable. Por lo tanto, la integra, al depender de X, seria variable

también, dependiendo a su vez de X, es decir, seria una funcion de x. Eslo que
X

[lamaremos funcion integral, denotandola F(x) = c‘)f.

a

1.10. Funcion primitiva o antiderivada

El problema de cacular Q)f (x) dx se reduce a encontrar una funcion F(x),

Ilamada primitiva de f(x) tal que F '(x) = f(X).
of (X)dx=Fx)+C o di[c‘)f (x)dx] = ()
X

donde C es una constante arbitraria

S P(X) es una primitiva de f(x), se tiene que P'(x) = f(x), o,
equivaentemente, utilizando la notacién diferencia de Leibniz, dZ—X = f(x), es

X

decir, dP(x) = f(X) dx (combina la notacion diferenciad con la integral). Asi,
of (x) dx=P(x) + C.

A pesr de la semganza aparente, €& simbolo (‘)f(x)dx, es

b
conceptumente distinto del simbolo de integracion ()f (x) dx. Los dos han
sdo originados por procesos completamente digtintos. la diferenciacion y la
integracion.

Sin embargo, estén relacionados por los teoremas fundamentales de
cdculo. El Primer Teorema Fundamental dice que se puede congtruir siempre
por integracion una primitiva de una funcion continua (dos primitivas difieren
en una constante).
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Integral de Riemann 21

Esto indica que cualquier integra indefinida de y = f(x) es también

pimitva de y = f(x). S P(X) = Qf (t)dt con X, cieto limite inferior,
Xo

oOf (x) dx= P(x) + C se puede poner como ¢f (x) dx=¢yf (t) t+ C.

Xo

B smbolo f (x) dx se puede considerar como representante de una

integrd indefinida de y = f(X) més una constante.
El Segundo Teorema Fundamental del Cdculo Integra expresa que para

Volver cada primitiva P(x) de y = f(x) y para cada constante C se tiene

Segundo
Teorema

bc‘)f (x)ax=[P(x)+C]®

S sesudtituye P(x) + C por oyf (x) dx,

of (x) dx= [(‘)f (x) dx] := F(b) - F(a), con F '(x) = f(x)

Debido a una larga tradicion, muchos tratados de cdculo consideran €
simbolo  ¢)f (x)dx como representante de una integral indefinida y no de una
funcion primitiva o antiderivada
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OK: f(x)dx =K f (x) dx

\
O \ @ sen xdx
O &

f )dx:c‘j )dx + cp(x)
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Capitulo 2
Integrales: Introduccién y propiedades

2.1. Introduccion

Una de las cuestiones esenciades que trata @ caculo integra es la siguiente:
«Encontrar las funciones F(x) que tienen como derivada una funcién dada f(x)
gue se supone continua en un intervalo cerrado [a, b]».

Nuestro objetivo es, pues, calcular funciones F(x) conociendo su derivada
f(x). Las funciones que buscamos, llamadas funciones primitivas de la funcién
f(x), verificardn, por tanto, laigualdad: F '(x) = f(X).

Ejemplo

F(x) = x*esuna primitivade f(x) = 2, yaque (xz)(I = .

Se puede verificar facilmente por derivacion que la funcion f(x) = X +5
admite como funciones primitivas digtintas a
F(x)=x?+5x ; F,(x)=x*+5x+3 ; F,(x)=x?+5x+C, sendo
C = constante.

Este gemplo nos muestra que una funcién dada puede admitir una infinidad

de primitivas. Supondremos en o que sigue que una funcién continua admite a
menos una funcion primitiva.

2.2. Teorema

S una funcion y = f(x) admite una funcion primitiva, F(x) P admite
infinitas funciones primitivas. Se trata de las funciones G(x) = F(x) + C, donde
C = constante.

Demostracion
G'=(F)+C)=F'(x)+C"'= ()
Notacion
Denotaremos a todas las funciones primitivas de y = f(x) por € simbolo
of (X) dx, que se denominaintegral indefinida de f(x).
Utilizando las notaciones precedentes se obtiene la siguiente equivaencia

of (x)ax=F(x)+Cc U f(x)=F (x)
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24 Introduccién al calculointegral

2.3. Propiedades

1) S las funciones f(x) y g(x) admiten, respectivamente, por primitivas a
las funciones F(x) y G(x), lafuncion f(x) + g(x) admite por funcion primitiva a
lafuncion F(x) + G(x).

Sean F(x)= Of (X) dx y G(x)= d;(x) dx , entonces:

[F+G()I'=F "(x)+G '(x) = f() + g ¢} f (x) + g(x)] dx = F(x)+G(x)
Luego:
d f(x)+ g(x)] dx = of (x)dx + c‘p(x) dx

2) S lafuncion f(x) admite como primitiva a la funcion F(x) y k es una
constante arbitraria, lafuncién kf(x) admite como primitiva alafuncion kF(x).

[KF)]' = kF () = kf(x) b ¢kf (x) dx = k)f (x) dx

2.4. Ejemplos

2

1) (Pxdx=3 ¢y dx=3 X? +3C= g x*+ C,

? 1

1 X
2) A—dx= X 3dx==—+C=- +C
)ox_3 ¢) -2 G
3) O/x dx= (x2dx= X vc= 274
O 3/2 3

4) opsenxdx=2 cgenx dx=2(- cosx) + C=-2cosx+ C
5 gdx= (gx=x+C
X2
6 +2)dx= xdx+ (pdx= —+2x+C
) (§x +2)dx= ) dx+ (Rox 5
5 X3 X2

7) c“3x“-5x2+x)dx:3X— -5—+—+C
5 3 2
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X+1 X 1
8 O—= dx= iy=0dx+ y=dx= "' %dx+ ¢y ' %dx=
O O O 0T Er o
X3/2 X1/2

=—+—+C=ZX3/2+Z(1/2+C
3/2 1/2 3

En muchas aplicaciones de la integracion se nos da la suficiente
informacion como para determinar una solucion particular. Para elo silo
necesitamos conocer € valor de F(x) para un cierto valor de x.

9) Halar la solucion genera de la ecuacion  F'(x) = izy cacular la
X
solucién particular que satisface lacondicidn inicia F(1) = 2.

.1 . x* 1
F(x) = O><_2dX: oK “dx= _—1+C= - ;+C
1

Ahoracomo F(1)=2b F(1)= _T+C=2 b C=3b F(x):_—1+3
X

10) Una aplicacion relacionada con la gravedad

Se tira hacia arriba una pelota con una velocidad inicid de 64 m/s, desde
una atura de 80 m. Hdlar la funcién posicion, s(t), para este movimiento.

(Recordar que la aceleracion debida ala gravedad es - 10 m/s?).
Solucion: Suponemos que t = 0 representa € tiempo inicid. Por tanto, las dos
condiciones iniciales impuestas en € problema pueden ser escritas como:

s(0)=80m dturainicia
s(0) =64 m/s velocidad inicia

Ahora, del vaor de la aceleracion tenemos que:

S()=-10m's’p s()= ¢ (t)dt= ¢y 10dt =- 10t+ C,
donde

C,=s(0)=64 b sS(t)=-10t+64

Por tanto,
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2
s(t) = ¢§ (t)dt = ¢§- 10t +64)dt = - 10%+64t+ C,

donde C,=s(0)=80
Findmente, obtenemos que la funcion de posicion queda determinada por:
t) =-5t2 +64t + 80

1) N2 dx=2 & 2dx=2 X
O/x O 12
5 3

12) ¢ +1f ax= ¢fx* +2x +1)dx = Xg T 2%+ X +C

+C=4x+C

3

x2+3 x3 3 x> 3
13) ¢ dx= O—‘ ax + O—‘ dx=—-—-+C
) X2 NG NG 2 X

X7/3 X4/3
14 Gix(x- 4oz o gk -4 o

=% x73 . 3434+ C= ; X3 (x- 7)+C

Volver 2.5. Integracion de unafuncion compuesta

Indice Sean f(X) y g(x) funciones que satisfacen las condiciones de derivacion de
la regla de la cadena para la funcion compuesta y = f(g(x)). S F(x) es una
primitiva de f(x), entonces:

of (a}))g (x) dx = F(g(x)) +C
Ejemplos

3
X2 +1
1) Ax? +1) 2xdx= +C
) e+ .

2) (pcosSxdx=sendx + C

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es


gonzález
Volver
Índice


Volver
Indefinida

Integrales: Introduccién y propiedades 27

Nota

Muchas funciones a integrar contienen la parte esencia de g'(x) pero les
fdta dguna congtante numérica multiplicando o dividiendo. En estos casos
podemos obtener la constante numérica que fata sn mas que multiplicar y
dividir dicha funcion por esa constante, para luego aplicar la propiedad de
linealidad de laintegracion, como se muestra en |os siguientes g emplos.

N N 1 1. 1 (x2 +1)
0 +1)dx=¢fx® +1)E(2X) dx:de2 +1)2xdx:E S +C=
3
_ x? +1 ‘C
6
(‘):osﬁxdxz %CﬁcosSxdxz sen5x+C

Atencion

La operacion de multiplicar y dividir no se puede redizar cuando €
multiplo que falta para tener g'(x) contiene a la variable X, debido a que no se
puede mover fuera de la integral ninguna parte del integrando que contenga a la
variable respecto de la cual estamos integrando.

Para € calculo de integraes indefinidas de funciones compuestas, hay que
tener muy presente la tabla de integrales inmediatas, e intentar llevar la funcion
a integrar a dguna de las formas que dli se ven. Para elo, basta aplicar las
propiedades vistas aqui de la integral indefinida y gjustar constantes como se ha
comentado anteriormente.
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Ejercicios propuestos
Volver
indice
1) 523 +14)'dx = 3—16 Bx® +14) +C

2) c3/5x+6 dx:%(5x+6)6/5 +C

4)

. ax 1 .3
5 =-—(3x+1 C
) e 1] 9( x+1)°+

6) Cposxsen’x dx :%sen4x+ C

. X+3 3 23
7) dx ==|x* +6x)"" +C
lx2 +6x)1/3 4( )
8) ) 77" dx = 7+ C
) O 3Log7

9) (\POSgX esenSx dX - é esenSx + C

X 2 1
10) & 5Log(3x +2) dx = 5Log(3x2+2) +C
) G512 6Log5
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. X _1
1) Gy % —ELog(xz +1)+C

12) q(;—xx = Log(senx) +C

. 72X B 1 o
1 O s * ™ o7 Log(7% +5)+C

14) arcsen(«/é X )+ C

X 1
™ dx =
O ox /6

= vt
15) OHT X—Zarctg X' |+C
16) c‘)(%dxzken& +C

Jsen(Logx)

dx = - cos(Logx)+C
X

17)

18) (Px+1- 2x* dx=- %(1 2x2)3/2 +C

X2 4 3/4
19) ¢ dx=—=|x*+2]" +C
Oz 75l *2
20) d4- x2/3)3dx = 64x+ ?x”"' - %XS/"’ - %xi“ +C

21) ¢ 2?5 2 dx = - %(2 &)3 +C
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3x* 6
2) —= dx =—+/5x° +7 +C
) V5x® +7 25

5
23) C‘gﬂ 3x3/x +75dx =2/ - 93 4734 C
X & 7

3 2 2
a +5§ 4dx:X—+5x+£+C
X X

24)
25) ¢pen3x 3/cos3x dx = - %(cossx)"”3 +C

26) c‘;yxx—lzdxz-elfuc

en3x

1
2 O\Z—d\ =-=Log(3 S3 C
/) +cosBxX 3 og( oo X)+

. X 1
28) Oﬁdxzaarcsen(xz)+c

X J3 a&x? o
29) ¢ dx =—arctge—=+C
) O3 =g T 52

30) ()¢ cotg(x? + Ljdx = %Log[sen(x2 +1)]+ C
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POR CAMBI O DE
PARTES VARI ABLE
Qudv = uv - Qvdu t = f(x)
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Capitulo 3
Procedimientos de integracion

3.1. Integracion por cambio de variable
Sea f(x) una funcion y F(x) una de sus primitivas. S x = j (u) b

F(xX) = F( (u)) = G(u), y asi, aplicando la regla de la cadena para calcular la
derivada, obtenemosque G'(U)=F'(j (u)j "(u)=1( ()] '(u).

Luego: Of ( (u))j '(u) du=G(u) + C= F(j (u)) + C. El camino aseguir seria

eegir un cambio de variable para redlizar; resolver la nueva integrd en la nueva
variable; por Ultimo, deshacer € cambio para dar € resultado en funcién de la
vaiable origind.

i ox=j(u) @ _ _

Af (X) dx={ 7= 0O "(Wdu=F +C=Fx)+C

Of (%) dx o =] f(u)dug Of G (W) "(u)du=F( () )

Ejemplos
‘2 _1: y 3/2

D a2xldx= T WA AL s s LU ol

{ 2dx = duf) 2 2 2372
1 1

== u¥’2+c==(2x- 1)*?+C
3 3

12X-1=ul_ u+1 —~du 1
2 O2x- 1 dx={ /= O——Vu—==@u*'?+u"'?)du=
) O %de:dutvj 2 \/—2 4d )

:E @5'2+u3’2@+0=iu5/z+ W2+C=
4812 3/24 10
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3¢ 23XC053xdx—\l Sensx=u l',J_l\zo|u—1us+c_
G tacosaxax=aup 39" 33

. 1(Senf:’»x)3+C
9 9

I X
4) Axesenx’dx = =¢fsenu—= =(- cosu) +C=
) O %3x2dx:du% ( )
=- Zcos|x®)+C
1 &:u [
\SeC’AX 1 L oem? o — _

5) onx_... 1 e quy = O udu=2tgu+C=2tgx+C

f 2/x b

I X=senu 0
6) (V1- x° dx= ()/1- sen®u cosu du=¢pos’udu=

T,dx = cosu dug:

-OLcosmdu- Eu+ EsenZu+C-
2 2 4

= %arcsenx+ %x N1- X +C

( SeN2u = 2.senu cosu = 2X +/1- X2 )

Nota

Se verdn més cambios de variable a resolver diferentes tipos de integrales
de funciones particulares. Como es obvio, en una misma integrd se pueden
aplicar diversos cambios de variable de manera sucesiva, hasta que se llegue a
una funcién de la que se conozca de forma inmediata una de sus primitivas.
Todos los cambios de variable que se redicen en una misma integral deberan
ser deshechos en orden contrario a como se han producido, es decir, primero €
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36 Introduccion al calculo integral

dltimo, después d anterior, y asi hasta llegar ad primero, que se deshara en
dltimo lugar.

3.2. Integracion por partes

Sea u(x)v(x) @ producto de dos funciones de x. Aplicando las reglas de
diferenciacion para el producto de funciones, obtenemos:

d(uv) =vdu+udv
0, equivaentemente,

udv=d(uv) —vdu

Integrando miembro a miembro estaigualdad, llegamos a

¢y dv= cf(uv) - ¢ydu

pero, como la diferenciacion y la integracion son funciones inversas, se tiene
que: (jj(uv) =uv, Y, por tanto, la expresion anterior queda:

(‘ydv:uv- (‘)/du

Esta igualdad entre integrales se conoce como € método de integracion por
partes. Asi, s la integrd que queremos calcular tiene la forma de un producto

c‘y dv, se puede intentar aplicar este método para obtener una parte conocida

de la primitiva, uv, y una nueva integral a resolver, y du. Se espera que esta

nueva integral sea mas fécil de calcular que la primera. S fuera més dificil, se
prueba a intercambiar los papeles de uy dv (dv debe contener siempre a dx) y
comenzar € cdculo. S la nueva integra es alin més dificil, este méodo no es
bueno y no se aplica. A veces este proceso hay que repetirlo més de una vez
sobre una misma integral parallegar a conocer la primitiva buscada.

Existen casos en los cuaes estd comprobado que e método de integracion
por partes funciona bien, no queriendo decir con esto que sean los Unicos casos
en los cuales se puede aplicar, ni tampoco que no se pueda aplicar otro método
de los que trataremos més adelante. VVeamos estos casos a los que nos referimos.
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3.2.1. Producto de un polinomio por una exponencial

Calcular: 1= ¢ye™dx
J; e =u b 2e%¥dx= dufl
12 2 &
Probamos a tomar |as partes como: ; wdx=dv b _ x7 i;

2 2
A, laintegral quedard 1=uv - ¢y du= eZXX? - C‘)X?Zezxdx

Volver Esta integra es mas complicada que la inicia, ya que hemos aumentado €l
indice grado del polinomio. Procedemos a cambiar los papeles de u y de dv, tomando
el polinomio como la parte aderivar y la exponencial como la parte aintegrar:

3[ X=u P dx= duy

1 2x
dx=dv b
T X =av Zb

Aplicando esta nueva eleccion en laintegra origind |:

2X
1= 1x e” - grerdx=Xer- leric= & 10, ¢
2 2 2° 4 2 & 24

En este caso siempre es mas conveniente elegir € polinomio para derivar,
es decir, tomarlo como u (pues en la nueva integra quedard un polinomio de un
grado menor) y la funcién exponencia para integrar, es decir, tomarla como dv
(en lanuevaintegral quedarala misma exponencia salvo constantes).

3.2.2. Producto de un polinomio por un Seno 0 un coseno
Cacular: 1= ()xsen2x dx

X=Uu =} dx=du i
lsen2xdx=dv b v:-COSZXy

t 2 b

Hacemos:
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Asi, 1=uv - éldu=x?f-}1c052x.—(:j - c\ge 1cost('—:jdx=
e 2 g € 2 7}

= - 5cost + Esean+C
2 4

De nuevo es en genera més conveniente derivar € polinomio, es decir,
tomarlo como u, e integrar la funcion trigonométrica, como dv. Ademés, es
bastante frecuente en estos casos tener que aplicar dos 0 més veces este proceso
de integracion por partes para resolver la integral origina. Veamoso con un

gemplo:
Celcular: 1= (‘{Zx2 - 1)cosBx dx

12x2-1:u P 4xdx=duj
%cosBxdx:dv b y= 23Xy

3 b

Hacemos partes:

Conlo quel queda:
1 1
| =|2x? - 1) =sen3x - (-4xsen3x dx=
(x-1)2 G;
= %(sz - 1)sen3x - g(‘)xsen?;x dx

En la nueva integrd a la que hemos llegado & polinomio no ha
desaparecido, pero se ha conseguido rebgjar su grado en una unidad. Parece,
pues, que una nueva aplicacion del proceso de integracion por partes a esta
nueva integral, con la misma eleccién de u (e polinomio) y dv (la funcidn
trigonométrica), nos conducird a una integra donde € polinomio haya
desgparecido, sendo, por tanto, inmediato cacular una de sus primitivas.
Noétese que, S en esta nueva integra intercambiamos los papeles de u (la
funcion trigonométrica) y dv (el polinomio), llegaremos a la integral origind,
puesto que estaremos deshaciendo lo redizado en la primera aplicacion del
proceso de integracion por partes. Asi pues, consideramos la siguiente eleccion:
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3[ X=Uu b dx=du i
%seandxzdv =} V:_cos3xy

b

Asi, con la aplicacion sucesiva del método de integracion por partes a la
integral origina, ésta quedara de laforma:

| = §(2X2 - 1)sen3x -

wlk

X COS3X - CT %COS3XXm7I =

H

old wlihnd
DD D

= %(sz - 1)sen3x+ — X COS3X - g(‘yos?;x dx=

= E(2x2- 1)sen3x + ilxcos’o’x - isen3x+ C
3 9 27

3.2.3. Producto de una exponencial por un seno o un coseno
Volver
Indice Cdcular: I = (p**sen3xdx

e =u b 2e*dx= dufl

.i.sen3xdx=dv b v:-COSBX.y
f 3 b

Hacemos partes:

Con estaeleccion, laintegra | puede expresarse como:
1 2X 2 N 2X
= - ge COS3X + 509 cos3x dx

Encontramos asi una integral andloga a |. Integramos de nuevo por partes'y
continuamos llamando u a la exponencid y dv a la funcién trigonométrica (en
caso contrario, volveriamos a la integra origind). Asi pues, la nueva eeccion
de las partes sera:

i e* =u p 2e2xdx=dup
%cossxdx:dv b y=3N3Xy

3 b
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Por tanto, | quedara:

= -%ezxcoﬁx+ 2el

3 8
4

| = - Ee"'xcos’o’x+ EezxsenBX- .y
3 9 9

e**sen3x - % c‘)azxsenfsx e

H

2 X .

EI - £ ggsenSX- cos3x9+ C
9 3 é3 ']
2 X .

| = ge gezsen3x- 0033x9+ C
13 3 &3 g

Esta situacion, en la cual aparece la integral | que se desea calcular en
medio del proceso de integracion, afectada de otro coeficiente, surge con
frecuencia en e cédculo de integraes, siendo extremadamente ingeniosa su
resolucion tal como se ha procedido en @ gjemplo.

3.2.4. Producto de un logaritmo por otrafuncién

Cdcular: | = (‘)%dx

X

En estos casos, la eleccion de las partes es bastante clara. Como €
Logaritmo no posee una primitiva inmediata, o més razonable es eegir la otra
funcién como dv, y @ propio Logaritmo como u, ya que su derivada S que es
fécil de encontrar. Solo en los casos en que la otra funcion tenga unaintegracion
mucho mas complicada que la de la funcién Logaritmo, se elegirén las partes de
forma contraria. Esta situacion es general, es decir, la eleccion de las partes
tiene mucho que ver con que funcién sea més sencilla para calcular una de sus
primitivas, puesto que el proceso de derivacion ofrece menos dificultades.

~Logx=u b 1dx = du-:-J
X

-

[ —

En & gemplo tomamos |as partes como:

PN
a
x |><
I
o
<
1v)

v =LogxT
p
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| = Logx Logx - (‘j_ogx%: (Logx)?- |
X

2= (Logx)> + Cb I = %(Logx)2+ C
3.2.5. Lastresfuncionesinversas arcsenx, arccosx, arctgx
Cdcular: | = é’;\rcsenxdx

Por razones similares a las argumentadas para € caso anterior, la eleccién a
priori mas sencilla sera tomar las partes como:

I acsenx=u b 1|J
! 1- x? y
t dx=dv P X=v b
Volver
indice

X 1. -2x
| = xarcsenx - (J—=0dx= xarcsenx + — (y ——=0dx=
V1- X2 27\1- x?
1 2
= X arcsenx + 52 1-x"+C

3.2.6. Algunasfunciones racionales e irracionales

a) Cdcular: | = ¢ - dX
+x2)
J}_ ()j(:u b dx =du ,},I
Hacemos partes: j_ XOX =dv b - ! =W
fla+x) 2+ ) b
_ X 1, dx _ X 1
| = - St = == - 2+—arctgx+C
2(1+x) 271+ x 2(1+x) 2
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b) Calcular: = ¢/x*- a® dx

X "
a=u b ———dx= du%J
Tomamos partes. 2

I.
t dx=dv p

2 2 2 2
l=xVx*- a° - J—x X dx=x«/x2-a2-(‘)udx=
VX - a2 Vx? - a?

x v x%- a’

2 2
CX°-a ,« dx
- =W A —"=
X% - a? AIX? - a?

X,XZ-az-\/XZ-aZdX-azc\)%:
Vix/a)* -1

X X
xx’-a’-1-a’Log|=+,—~-1 +C

a \a?

xWx?-a? a’ X [x?
N2 22 % gt -1 +cC
2 2 Oga a’
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Ejercicios propuestos
\ 1 2
1) (yrctgx dx = xarctgx - ELog(1+ X )+C

2) Jog(x+1)dx =xLog(x+1)- x+ Log(x+1)+C

2
3) Oxarctgxdx =X?arctgx- %(x arctgx)+ C

5 5 )
4) (‘)(Log(x+1) dx :X?Log(x+1)- %?7 x + Log(x +1)§+C

5) Oxsenxdx =- xcosx +senx+C
6) Oxe'dx=xe*- e*+C
7) 3% + 2x- 7)coskdx = (3x? + 2x - 13)senx + (6x +2) cosx +C

é5x? - 3 10x 10 U
8) (Jox* - 3)4¥ dx = 4% 4 - + g+ C
) d ) §3Logd (3Logd)? (3Logd) §

9) éser%xdx = - xcotgx + Log(senx) + C

10) (" cosxdx = % e*(senx + cosx) + C
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11) Cjarccosge—lgdxz xarccosge—lg- Log|x ++/ X* - 1‘+C
exg exg

12) o)<*(Logx)*dx = X (Logx)” - 2 x°Logx 22X, C
5 25 255
13) @Lj’_ﬂdx = 2/x Logx- 4/x +C
X

. ax* 30 1
14) o)Carcsenx dx = g—- —iarcsenx+—(2x2 +3)X\/1- x> +C
o €7 3 32

15) (‘j_og(x+«/1+ xz)dx = xLog(x+ 1+ xz)- J1+x2 +C

2
16) ()ccos’ oxdx = 2 - Xeenax +icos4x+C
4 8 32

17) y¢sen(Logx) dx :I—;(3sen(Logx)- cos(Logx))+C

18) g™ dx=2/xe’ - 26 +C

19) ¢yenx Log(L+ senx) dx = - cosx Log(1+ senx) + x+ cosx + C

x*+1 ®, Xe'0
20) C e'dx=¢€"- 26e” - =+C
) c1x+1)2 2% X+1g
N\ A2X 2 e2x
21) (g cos’x dx = —(2+ sen2x + cos2x) + C
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22) (‘)a%fdx:-zdl- X arcseny/x+ 2/x +C

2 - X _ L.
23) (\)se¥ dx = e gEOSZX 2sen2x 1% c
e 2 é 5 [}

. X
24) OCOS—ZXdX = x tgx+ Log|cosq + C

25) (Oxsenxcosx dx = - %xc052x+%sen2x+c
26) cjarcsenx)”dx = x (arcsenx)” +2+4/1- x* arcsenx - 2x+C

2
27) ()<tg®x dx = x tgx + Log|cosx| - X?+C

X

xe* e
28) ¢ =
8) 0(1+ X)2 dx +C

14X
N\,,2 _1 3 1 3
29) O Logxdx—gx Logx- 6x +C

30) (yosx Log|senx| dx = senx Log|senx| - senx+C

2X

68 (sen2x - cos2x) +C

31) (p**senxcosxdx =

- X

005Xy = e5 (2sen2x - cos2x) +C

32) o S

X
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arcsenx

Xe e

O e dx = >

arcsernx

)

[x- T )+

3 — a- 2x arcsenae,fa' ngx—
Vax- x° é a+Xg

= 2\Jax- X2 arcseng/a- Xg+«/§aLog|a+xj+C
a+xy

35) ‘LO?X dx=- = (1+Logx) +C
X X
2
36) 22 Xax = - L (2+2Logx+ Log?x)+C
X X

5 axrl 3
Log3 Log®3

37) ¢ dx=

39) (‘{Zx2 - 1)cos3x dx=%(2x2 - 1)sen3x +gxc053x- %sensx+c

2 X
39) (‘)ezxseni%x dx=- %e“cos3x +%%’eﬂgx +

C

40) (‘j_og(a2 + xz)dx =X Log(a2 + xz)- 2x+2a arctgge(—9+ C
eag
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Capitulo 4
| ntegracion de funciones racionales

4.1. Introduccion

Alx)

Una funcion raciona es € cociente de dos polinomios f(x) = m

X
Supondremos que los dos polinomios A(X) y B(X) no tienen ningln cero en
comun, es decir, que no existe ningin nimero, red o complgo, X,, tal que los
anule a la vez A(x0)=B(x0)= 0. En este caso se dice que la funcion es

irreducible. Paracalcular of (x) dx seguiremos los siguientes pasos.

4.2. Raices comunes

En este caso, se tiene una factorizaciéon de los dos polinomios de la forma:
A(x)z (x- XO)Al(X), B(x): (x- XO)BI(X), y asi andogamente con todas y
cada una de las raices comunes a los dos. En estas condiciones, para X # X,, la

Alx) A(x)

funcién raciond —— se reduce ala funcion smplificada——, ahorayasin
B(x) B, (x)

raices comunes (irreducible). Asi pues, estudiaremos las integrales de tipo
‘A(X) dx, donde M es unafuncién irreducible.

O8(x) B(x)

4.3. Division entera de polinomios

Se redizara en e caso de que € grado del numerador A(X) sea superior 0
igud a grado de denominador B(x). En tal caso, existen polinomios Unicos
Q(X) y R(x) tales que:

A(X) =B(x) Q(x) + R(x), con grado R(x) < grado B(x)

Asi, se puede expresar lafuncion racional f(x) como:
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f(x)—% QW) + Exg

Al polinomio Q(X) se le llama parte entera de la funcidn racional y su
integracion es sencilla. Adi, laintegra de f(x) queda de laforma:

of () o= &(x) ok + 0% o

Asi, tendriamos que integrar una funcion raciona irreducible en la que €
grado del numerador es edtrictamente inferior a del denominador. Para
encontrar estos polinomios Q(x), R(X) es suficiente con redizar la divison
entera de polinomios en la forma tradicional. Por tanto, a partir de ahora
consideraremos funciones racionales irreducibles en las que & grado dd
numerador sea estrictamente menor que € grado del denominador.

4.4. Descomposicion de un polinomio en producto de
factores

El objetivo ahora ser& encontrar una descomposicion de la funcion raciona
de la forma anterior a integrar, en suma de otras funciones racionaes que sean
méas smples y faciles de integrar. Para deducir dicha descomposicion, € primer
paso necesario requiere factorizar e denominador, o sea, calcular las raices del
mismo. Es decir, basta encontrar las raices de B(x), resolviendo para €lo la
ecuacion polindmica B(x) = 0. Estas raices seran, en general, nimeros
complgos, y dependiendo de la naturadeza y multiplicidad de las mismas se
elegird una descomposicion u otra de la funcion raciond. Para locdizar las
raices de B(x) = 0 se utilizardn los métodos conocidos (formula para polinomios
de segundo grado, Ruffini para grado superior, o cuaquier otro méodo vaido
para su resolucién).

Segln  sean estas raices, como ha quedado dicho anteriormente,
utilizaremos dos métodos para resolver este tipo de integrales. descomposicion
en fracciones smples 0 méodo de Hermite.

Antes de integrar una funcion raciona irreducible, se intenta
descomponerla en una suma de funciones féciles de integrar. Para dlo
previamente hemos calculado todas las raices de B(x) (realesy complegas). Sean

éstas @,,a,K ,a reaes con orden de multiplicided m,,m,,K ,m,
respectivamente. Si tenemos una raiz complgja, también debe aparecer

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es


gonzález
Volver
Índice


Volver
Métodos

Volver
Indice

50 Introduccion al calculo integral

necesariamente su conjugada; asi pues, seen a, *ib, K ,a  xib, las pargas
de raices complgas conjugadas con orden de multiplicided n K ,ng,
respectivamente. Asi, B(x) puede descomponerse (se demuestra en dgebra) en
producto de factores como:

B(x)=1[(c- a) ™k (- &)™ ((x- a,)? +b2)"k ((x- a,f +b2)"]

(obsérvese que [x- (a, +ib, )|[x- (a, - ib, )] =(x- a,)? +b?), donde | es
e coeficiente del término de mayor grado de B(X) (coeficiente director de B(x)).
De esta manera, de la descomposicion en factores de B(x) se obtiene la

descomposicion en fracciones simples de M :
B(x)
R(X): lg A LA .t A N S
B(x) I &x-a (x-af = (x-a)* = x-a
+ B, +o+ Mx+ N, M x*+ N, +..+

L+t -
(x-a)" " (x-a,f+bf 7 |x-a,)+b2]"

Px+T, P.X+T, u
ot — -4
(x-a,) +bl " |(x-a,) +b?|" g

donde A ,B,,M,,N,,R T, son constantes reaes a determinar.

4.5. Método de fracciones smples

Este méodo se aplicara cuando las Unicas raices con multiplicidad mayor
estricta a uno de B(X) sean redles. La descomposicién en suma de funciones
raciondles sencillas a integrar de la funcion racional irreducible origind se
realizara seguin e siguiente criterio:

- Por cadaraiz real smple x = a aparecera un sumando de laforma:

A

X-a
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- Por cada raiz real x = b con multiplicidad m mayor estricta a uno
apareceran msumandos de laforma:

B, +..+ B s + By

x- b (x-b)"™*  (x-b)"

- Cada raiz complga a+ib dmple s une a su conjugada

a - ib, adoptando la forma (x- a)2 +b®. Por cada una de estas parejas
aparecera un sumando en la descomposicion de la forma:

Mx+ N
(x- a)* +b?

Seguidamente se procede a céaculo de todas las constantes reales
indeterminadas que aparecen en los numerados de todos los sumandos en la
descomposicion, AB,...

Asi pues, la pregunta ahora seria: ¢cOmo determinar las constantes de los
numeradores de cada una de las fracciones smples? El primer paso para
responder a esta pregunta consiste en realizar operaciones con todos los
sumandos, con € objeto de reducirlos a comin denominador, que en genera
coincidird con B(X), para pasar a considerar una igualdad entre los numeradores
polinbmicos R(X) y € resultante en e miembro de la derecha de la
descomposicion, fruto de la operacion de colocar € denominador comin. Una
vez obtenida esta igualdad entre polinomios, se puede optar por d menos dos
caminos.

- ¢ primero, més generd, consiste en identificar los coeficientes de los

términos de igua grado en ambos miembros de laiguadad;

- @ segundo se redizarda dando vaores sencillos a la variable x para

ambos miembros de la iguadad (en especial, valores que correspondan
alasraices reales de B(x)).

En definitiva, e método de obtencion de las constantes puede variar, pero
todo se reduce a una igualdad entre polinomios. Por ello, cabe decir que esta
descomposicion es Unica, puesto que dos polinomios son iguaes s y solo §
todos sus coeficientes coinciden. En ambos casos, se llegard a un sistema lineal
cuadrado, cuyas incognitas serén las constantes a determinar, con solucién Unica
garantizada.
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Una vez efectuada esta descomposicién y conocidas todas las constantes
gue aparecen en €lla, las integrales que deberemos resolver adoptaran alguna de
las siguientes expresiones:

1) (‘)X'_A\—adx:ALog|x—a|+C

(x- b) B 1

B
2 ¢ dx= B———+C= C
R T R D

(Spesnaurdy p 3 2

3 ¢ Mx+ N dx:‘MX+N_ Mr+MrdX: M aws
x-r) +s? (x-r)*+s? Ox- r)? +s?
oA N+2Mr dx=MLogl(x-r)2+Szl+(‘) Mr + N dx =
X- 1) +8? 2 Lex-rg U
STg—- + 1y
€ S e g
dx
:M Logl()(- r)2+SZJ+ N+Mré SZ =
2 S Ta-rg
¢c—= +1
e S g
:MLog[(x- () +5?] SN A Mr arctg® % ¢
2 S e s

Ejemplos

1) Cdcar 1= de dx

X* - 4: G(x+2)(x- 2)

Como la funcién raciond a integrar es irreducible y & grado dd
numerador, 0, es edtrictamente menor que € de denominador, 2,
procedemos a cacular las raices de éste Ultimo. Obviamente, éstas son
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2)

X = 2, x = —2. Como ambas son reales, d método de descomposicion a
utilizar serd @ de fracciones ssimples. Por tanto, descomponemos la funcién
racional de la siguiente manera

1 __A B _Ax-2)+B(x+2)
(x+2)(x-2) x+2 x-2  (x+2)(x-2)

Igualando los numeradores de ambos miembros, una vez puesto €
denominador comun, llegamos a que:

1=A(X—-2) + B(x+ 2

Para calcular Ay B, usamos € segundo procedimiento comentado, es decir,
damos a x los vaores de las raices reales del denominador de la funcion
racional origina. Asi pues,

I x=2 p B:%, y § x=-2b A:-%
Por tanto, la integra origind quedara, aplicando las propiedades de la
integracion:

dx -1/4 1/ 4 1 1
I=¢ =C dx+ ¢ dx=- =Log|x+2/+=Log|x- 2+ C
O 4~ Oy ™+ Q= - g hogr 3 Log- 2
Caaular: 1= %2 = §—2t g
X" - X" - X+1 O(x+1)(x- 1)

De nuevo, la funcion raciond a integrar es irreducible y € grado de
numerador, 1, es estrictamente menor que € del denominador, 3. Las raices
de &steson x = -1, red y Smple, x = 1, red y doble. Como no posee raices
complgas, usaremos la descomposicion dada por € método de fracciones
smples.

3X+5 _ A N B N C _
(x+1)(x- 1> x+1 x-1 (x-12)

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es



3)

Introduccion al calculo integral

_ Alx- 1 +B(x+1)(x- 1) +C(x+1)
(x +1)(x- 1)*

Igualando los numeradores, tenemos que:

3X+ 5= AX’—2Ax+ A+ BX’°-B+ Cx+ C

Usaremos ahora € primer procedimiento sugerido para calcular las
constantes indeterminadas, es decir, igudaremos los coeficientes del
mismo grado a ambos lados de la igual dad:

grado 2: 0=A+B
grado 1: 3=-2A+C
grado O: 5=A-B+C

Este sistema contiene tres ecuaciones y tres incognitas. Su resolucion es
sencilla, obteniéndose @ siguiente resultado:

Por tanto, laintegral origina quedara como:

| = 0—‘1/2dx+ O—"llzdx+ LI
X +1 x-1 x- 1)
=L logk+1 - TLogk-1 - —1+C
2 x-1
2_
Caodar 1= & 6Xx° - 38x+ 76

x+1)(x- 5)(x- 3)
La funcion raciond es irreducible (se puede comprobar facilmente que ni

Xx=-=1Ln x=5n x=3 raices dd denominador, lo son dd polinomio que
aparece en d numerador), y ademés € grado del numerador, 2, es
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edrictamente  menor que € de denominador, 3. Por tanto, la
descomposicion através del método de fracciones simples queda:

6x° - 38x+ 76 _ A N B N C _
(x+1)(x- 5)(x-3) x+1 x-5 x-3

_ Alx- 5)(x- 3) +B(x +1)(x- 3) +C(x+1)(x- 5)
(x+1)(x- 5)(x- 3)

Como las raices dd denominador son reales smples, daremos justamente
esos valores a la variable x en la igualdad de numeradores en la
descomposicion:

= 120=24A b A=5
b 54-114+76 =-8C b 16=-8C b C=-2
b 150-190+76=12B b 36=128B b B=3

-1

X
Xx= 3
Xx=5

Asdi, laintegral | se calcula como:

__ . dx . ox L dx | x+1°|x- 5]°
I—50X+1+ 30 2 =L +

C
X- 5 X-3 | x- 3|

3 2
2x3 - IX*+9x- 5
4) Cdcular: 1= ¢y X 4X - X
x*- X

dx

Las raices del denominador son x = 0, de multiplicidad igud atres y x=
1, smple. Como estos valores no anulan a numerador, la funcion raciona
es irreducible. Ademés, @ grado del numerador, 3, es estrictamente menor
que € de denominador, 4. Esto nos lleva a redlizar la descomposicion por
medio del método de fracciones smples:

2x°- 7x*+9x-5 A B C D
=t —+t—+—=

x4 - X3 X X x x-1

:A(X' 1)+ BX(X- 1)+Cx2(x_ 1)+ Dx3
x*(x- 1)
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Aplicando la segunda opcién dada para calcular los coeficientes constantes,
daremos a x los valores de sus dos raices reales distintas y otros dos valores
arbitrarios hasta conseguir un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas:

x=0 b -5=-A b A=5

x=1 b -1=D

Xx=-1p -23=-2A+2B—2C-D
b -23=-10+2B-2C+1 b  -14=2B-2C

X=2 b 1=A+2B+4C+8D b 1=5+2B+4C-8
b 4=2B+4C

De las dos Ultimas ecuacionesresultaque: C=3b B=-4.
Asi, | quedar&

|_50— 40CE 3od—x O—dx

—Loglx—1] +C

dx

5) Cdcular: | = X-4 A X- 4
0x3-x-x 2 0(x 2)¢ +x+1)

El denominador posee una raiz real, x = 2, smple, y una pargja de raices

complejas conjugadas, que son los ceros del polinomio X + x+1. Estas
raices no lo son dd numerador, por lo que la funcién racionad es
irreducible. De nuevo, & grado del numerador, 1, es estrictamente menor
que e del denominador, 3. Aunque en este caso aparecen raices complejas,
éstas son smples, por lo que de nuevo debemos emplear € método de
descomposicion de fracciones simples:

X-4 _ A N Bx+C _
(x- 2x> +x+1 x-2 X2 +x+1

_ADE +x+1)+ (Bx +C)(x- 2)
(x- 2)x* +x+1)
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En este caso, optamos por la primera opcion para € céculo de las
constantes indeterminadas, igudando los coeficientes de los términos del
mismo grado en ambos miembros:

X—4=AX*+ Ax+ A+ BXx’-2Bx+ Cx—-2C

x*: 0=A+B P B=-A
X : 1=A-2B+Cb A:'—Z, B:E,C:E
7 7
1: —-4=A-2C
Por tanto, laintegra | quedar&
I_-_Z\dx L1, 2x+13 dx= '—2Log|x—2|+l‘2X+13
7 02770 x+1 7 70 1 x+1

Esta nueva integra |a separaremos en dos, con € objetivo de llegar en una
de dlas a obtener un Logaritmo, y en la otra un arco tangente.

< 2x+13 . 2x+1

L= O = Oidx+120—
YW x4+ X2+ X+1 %
(} +_; +_
e 2g 4
4 dx

=Log| X*+ x+ 1|+ 12 — 0 =
Sm2 10,
NERMNCY

_LOg|X+X+1|+16£éM:
2 “Eox+10

= +1

£ V3 5

= Log| X%+ x+ 1| + 8+/3 arctgéEiZX 19 ¢

Llevando este resultado alaintegra original, tenemos que:
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-2 1 ) 8 a2x +106
= “Zlog|x—2|+ = Log| X2+x+1]| + =+/3 arct Z+C
7 og | I - og| I - gg 73
4.6. Méodo de Harmite
.P(x)

Este méodo se aplicard para cacular integrales dd tipo

el

(

dx,

cuando grado P(x) < grado Q(x), y Q(x) tiene raices complgas con
P

se

multiplicidad mayor estricta a uno. Dicho méodo se basa en que M

(4

\®)

puede descomponer como sigue:

SR(x)u. A B Mx + N
+ + +ot—
(x-r)* +s?

Donde, s Q(x) =(x- a)"...(x- b)"... [(x- r)? +sz]p,entonces

D) =(x- a)™*...(x- b)™*... [(x ()2 +Sz]p-1

es decir, D(X)=m.c.d.[Q(X),Q'(X)], o, lo que es lo mismo, & polinomio que
resultade dividir Q(x) por (x- a)k (x- b)k |(x- r)? +s?|.

En resumen, D(X) es d polinomio Q(x) ya descompuesto en factores y con
cada uno de elos rebgado en uno su orden de multiplicidad.

Por otra parte, R(x) es un polinomio de coeficientes a determinar y de grado
inferior en una unidad a de D(X).
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Asi, s llamamos C(x) d polinomio (x- a)k (x- bk |(x- r)? +s?], es
Q(x)

decir, C(X) = —— , podemos escribir:

D(x)

P(x) _ d eR(X)0, B

a;)_ dxeéDIxiﬂ Clx

Integrando miembro amiembro esta igualdad,

P o R, B0

%K) o) ERK)

donde grado B(x) = [grado C(X)] -1

dx

Notese que este método de Hermite ya nos proporciona una parte del
resultado buscado, y que la integral que nos queda por calcular es una funcidn
raciona con numerador B(X) y denominador C(x), que se puede descomponer
por medio dd méodo anterior de fracciones simples, ya que las raices
complgjas de C(x), en caso de exigtir, deben ser simples. Por tanto, podemos
excribir:

C(x) x-a x-b 7 (x-r)+s?

Bx) A B Mx+ N
+ + ...+

Aunque d méodo de Hermite es largo, no sdlo porque debemos obtener
o . . _d éR(x)u
los coeficientes indeterminados sino porque h ue redizar — 1, que,
porque hay q ix eﬁ_)D " H q

aungue sencilla es muy engorrosa de calcular, e méodo es aplicable a cuaquier
funcién racional, ya que es una generalizacion del método de fracciones smples
teniendo en cuenta que afiadimos € término i ?(X)E
dx &D(x)t

Nota
Omitimos la demostracion de este método por ser muy compleja.
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Ejemplos

D

dx
e )

Cdcular: |1 = ¢

En este caso, & denominador posee raices complgas dobles, por 1o que,
como € grado del numerador, 0, es edrictamente menor que €
denominador, 6, debemos aplicar la descomposicién dada por € método de
Hermite:

1 _déac+bx+cl, A  Bx+C

g

(x+1)2(x2 +1)2 ~dx @x+1)x2 +1)8+ Xx+1 X2+l

Una vez redizada la derivada del cociente y puesto denominador comin
(como en & caso de fracciones smples), usaremos € procedimiento de
iguadar los coeficientes de los términos del mismo grado en ambos lados de
la iguadad, para obtener & sistema que nos determine € vaor de las
constantes indeterminadas:

x> 0=A+B

x*: 0=-a+A+2B+C

x3: 0=-2b+ 2A+ 2B+ 2C

X2 0=-3c—b+a+ 2A+ 2B+ 2C
X: 0=2a-2c+ A+B+ 2C

1 l=b-c+ A+ C

Resolviendo este sistema, |legamos a que:

a='—1, bzl, c=0, A= ,B:'—l,Cz
4 5 2

N |-
NG

Por tanto, laintegra origind tendralaforma:

- X2+ X 1,.dx  1.-2x+1

—_ d o
A+ +1) 201 201
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2)

- X2+ X 1 1 5 1
= + =Log| x+1] - =Log|x“+ 1] +=arctgx + C
4(x+1)x2+1 2 | | 4 | | 4 J

dx
Cdcular: 1= ¢
O (x- 1)(x? +2)°

De nuevo, & denominador posee una pareja de raices compleas conjugadas
de multiplicidad dos, y @ grado del numerador, O, es estrictamente menor

qgue @ de denominador, 8, por lo que, adicando € méodo de Hermite,
obtenemos:

1 deac+b +ox+du A B |
(x- 1) +1f dxg XK+ g ox x-1
Mx + N
+
x*+1

Notese que laraiz real x = 1 no aparece en € denominador del cociente a
derivar, debido a que su multiplicidad es uno, y a rebgarla en un grado se
convierte en cero. Redizada la derivacion y la puesta de denominador
comun, una vez més igualamos los coeficientes de los términos del mismo
grado, obteniendo € siguiente sistemallined:

X" 0=A+B+M=0

x°: 0=-a-A-M+N

X O=a—-2b+2A+ 2B+ M—N
x*: 0=2+a-3-2A-M+N
x3: 0=-a-4d+A+B-N
X% O=4d-c-A

X: O=c-2

1: 1=2d

La solucion Unica de este sistema es:
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a=§,b=§,c=1,d=1,A=1,B=1,M=j,N=1
4 4 2 4 4
Por tanto, | queda:
_5x3+3x2+4x+2+ dx 1,.dx 5, 2x s A dx
by Ok a0 1 g0 ™ Oy

5x3 +3x% +4x+ 2
4x2(x2 +1)

+ Log|x|+ 711 Log|x — 1|—g Log| x*+ 1|+arctgx +C

x*-10x3- 11x% - 24x+8

d
(x- 5)(x? +2x+2f "

3 Cdcula: 1= ¢

El denominador factorizado nos muestra la existencia de raices complejas
conjugadas dobles. Como, ademas, la funcion racional es irreducible y €
grado del numerador, 4, es estrictamente menor que € del denominador, 5,
procedemos a aplicar e método de descomposicion de Hermite:

x*-10x° - 11x* - 24x+8 _d ¢ ax+b u, A
(x- 5)(x2+2x+2) CaxBE+2x+2H x-5
Mx+ N
X2 42X+ 2

Procediendo como en los gemplos anteriores, se llega a siguiente sistema
lineal que determina las constantes:

x*: 7=A+ M

x3: -10=—a+ 4A—-3M+ N

x2: -11=5-2b+ 8A—-8M - 3N

X -24=8+ 2a+ 8A—10M — 8N
1 8=—10a+ 10b + 4A — 10N

cuya solucion es:

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es



Integracion de funciones racionales 63

a=1,b=-1,A=2,M =5, N=-2
Asi, resulta que:

x-1 . ax . bx-2

| = +20_5+ 0X2 dx=

X2 +2X+ 2 X +2X+2

= Xl ologx— 5+ Log) X2+ 2x+ 2| — 7 arctg(x + 1)+ C
X2 +2X+ 2 2

donde la Ultima integral es de uno de los tipos que hemos visto en € caso
de aplicacion del método de fracciones simples, cuando las raices de
denominador eran complgas conjugadas smples.

4.7. Problemas resueltos

Volver
Indice

D

X - XY +4AX3 - 4AX® +8x- 4

=0 (xz " 2)3 dx

Debido a la existencia de raices complejas conjugadas en e denominador,
se asegura que € método de descomposicion de Hermite va a permitir
resolver esta integral. En este caso, vamos a aplicar una generdizacion del
método de fracciones simples, que aqui va a funcionar, aunque, en general,
acabariamos por recurrir a método de Hermite necesariamente.

Vamos, por tanto, a aplicar la descomposicion de fracciones simples,
tratando a las raices complegjas conjugadas con multiplicidad mayor estricta
a uno como lo hacemos con las que son redes. En este gemplo apareceran
tres sumandos debidos a la Unica pargja de raices complegjas conjugadas
triples:

x> - x“+4x3-4x2+8x-4= Ax+B+ Cx+D N Ex+F
(x2+2)3 x* +2 (x2+2)2 (x2+2)3

S ponemos denominador comun e igualamos los coeficientes de los
términos del mismo grado, llegamos d sstemalined:

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es


gonzález
Volver
Índice


2)

Introduccion al calculo integral

X°: 1=A

x*: -1=B

x3: 4=4A+ C

X?: -4=48+D

X: 8=4A+2C+ E

1 -4=4B+2D+ F
Su solucién es.

A=1,B=-1,C=0,D=0,E=4,F =0
Por tanto, laintegral quedar&

1= 0 e P =
~ 0%

J2 @&X 0 1

1
==Log|x’+ 2| -— arctg¢~—=+ - ——+C
> og| | > g¢

&2 g (x2 + 2)2

= A dx
txz +1)2

Aqui si que aplicamos € método de Hermite, debido a la existencia de
raices complejas conjugadas dobles.

1  déax+by, Mx+N
(2 )2_d_8 2 1T
X2 +1 x 8x2+1H x*+1

El ssemalined a que llegamos es.

x3: 0=M

X =—a+N
X: 0=—2b+ M
1: l1=a+ N
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3

cuya solucion es:

:l,b:O’M :O’N :1
2 2

que, llevada alaintegral, resulta en:

= X +1\dx_ X +£arctgx+C
2he+1) 2041 e+l 2

dx
x? +1)3
Como en casos anteriores, a aplicar Hermite resulta:

Proponemos un Ultimo gemplo: | = ¢

1 _ dfx+bx®+cx+dU Mx+N
( 2 1) dxa s lf o X+l
X +1) é (x +1) 9]

El sstema queda:

x>: 0=M

x*: O=-a+N

x3: =—2b+ 2M

NG 0=-3c+ 3a+ 2N
X: 0O=2-4d+ M
1: 1=c+ N

Su solucién es:
a:§,b:O,c:§,d =0,M =0, N :§
8 8 8

Laintegra se resuelve finalmente como:
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_3*+5x 3, dx _ 3x*+5x 3
= -t 05 =" >+ —arctgx+ C
gz +1f 8X+1 g2 +1)
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Ejercicios propuestos
Volver
indice
foxP-x-1 x?

X - dx:?+2Logx-§- 2Log(x- 1)+C

1

X +3x- 4

)oidx x+4Log(x - 4)+Log(x +2)+C

3x+5 1 4
3 (‘)—dX——L x+1)- =Log(x- 1)- —+C
) O =5 og(x+1) > g(x- 1) —

2
4 ¢ 8x“ +6x+6 dx =

0x3 -3x2+7x-5

= 5Log(x- 1) +g Log[(x S22+ 4] +11arctgg—19+C
(%]

3x- 2 3 é&e 15 30 7 a@x+10
5 07‘ dx=—L x+—f +—(j- —=arctg =+C
) X2+ X +1 ogg E 3 NERY:

x2-2 1 5x%+2

N 5
6) de 2X—(X2—+1)+5Logx- ELog(x2 +1)+C

X-2 1 3Xx+1 1
7 & dx == - =Log(x- 1
) 0(X-l)(X2+x+1) " 3x*+x+1 9 (x-2)+
+—Log(x2 +x+1) 7:3@ arctggﬂxglgc
2
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x?+1 1 x-2 2 1
8) ¢ L 1)- =L 2
) 0(x-l)(x2+2)2 X2 9 ogx- 4 9 og< +2)-
5«/— ®eX 0
22 yeg®EX 24
Y2 o
. d 1 1
9 oﬁZELOQ(X- 3)-ELOg(X+3)+C
10) (‘)#dx:ELog(x+1)+ﬂLog(x- 4)+C
X - 3x- 4 5 5
x* X 4 1 1
1) ¢ dx =- X - 3x- 6Log(L- X)- = C
)QL x)? SR oglt- X 1-x+2(1- x)2+
dx 1 11 1 11
12) @& = ZLog(x- 1)- =——+=Log(x+1)- =——+C
) x2-1f 4 oglx- 1) Tyt ) g
< dx _1 _1 2 1
13) X2+1(X+1)—2Log(x+1) 4Log(x +1)+2arctgx+C

3 2 "
+
14) ¢ ) J§ xX° +10

X 1
dx==Log\x* + x* +1)- —arct ++C
Gy & =g oale 1) Sharogf= s

15 &P o1 @0 X ¢
9+x’] 54 gg3g 169+ x2)

3 2
16) (\)Zx +X°+4

4 1, axd
(4+ x2)2 o= X% + 4+ Log(xz +4)+§amtgg§7a+c
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dx _1 1 1 &2x+10
17) ¢ ==L -1)- =L 1 actgg———=+C
7 g = 5toalx- 1) Globe +xt)- Fagf=rman
18) & dx 1 X+ x+] +i a2X + 19+C
O et 1) 2 5% 5 5

19) O(X 32 8x)(xl+1) dx = Logx- 2 +Log|x- 3 +Log|x+1+C

3x+1 1 1
s dx = 2L - = .= -—+C
xz-l) " Og|x+]4+2x+1 4 Loglx-1 x-1+
x?+6x-1 1 13 3
: dx =- =Log|x- 3- ZLoglx-1+C
qX- 3 (x- 1) T3 oojx- 3 302 oglx- 4+
XA x+1 a2x- 10

2

" _X+1dx:x+Log|x2-x+:q+—arctgg 7 =+C

dx 1 1 1
o) P R A A B
X2-5x+9
Omdx— X- 3Log|X- 2|+3Log|X' 3|+C
. dx |x +«/—x+1|
25 =
)0x4+1 4—\/_ g|x J—x+1|

+ garctg («/Ex +1)+g arctg(«/ix - 1)+ C
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X _ 1 1

%) & T k= Loglt+x7) += Z(1+X2)2+c
. dx 2 11 11

’ x4(x3+1)2 ) —Log|x3|- 3%° +—Log|x3+ 341
\ ° 8

28) x3+1xx3+8 dx:-zilLog|x3+]|+zLog|x3 +8|+C

29) @de: - lLog(x4 +1)+1Log|x8 - X+l +
x?-2x*-1 2 4

1| 2x =145 o
+ L
|2x - 1- J—|
L X - x+14 |x-4 3 13
30 dx =2L + - +C
) Ax- 2 (x- 2) A P 2(x- 4)
31 ¢ o —Log|xl-—Log|x +]|+C
X(x" +1
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sen +cox= 1 m
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Capitulo 5
| ntegracion de funciones trigonométricas

5.1. Introduccion

En este capitulo trataremos & problema de la integracion de funciones
racionades que contengan solamente funciones trigonométricas. El caso mas
generd en que dichas funciones son irracionales se vera en  proximo capitulo.
A pesar de dlo, agunos cambios de variables estudiados aqui pueden ser
validos también cuando aparezcan funciones irracionales.

Para la resolucion de ntegrales de funciones racionales que contengan a
funciones trigonométricas, es necesario conocer agunas de las digtintas
relaciones mas habituales que existen entre las funciones trigonométricas, de las
gue hacemos una breve relacion:

1) sen’x+cos’x=1  1+tag®x=sec’x 1+ cotg *x = cosec®x

». _ 1- cos2x

2 sen?x ,. _ 1+cos2x

cos’X
3) sen2x = 2Senxcosx COS2X = COS*X - Sen’x

4) senx = cosga—g - XQ
@2

5) senxcosy =%[%n(><- y)+sen(x+y)]

senxseny = %[cos(x - y)- cog(x+ )]

COSXCOSY = %[COS(X - Y) + COS(X + y)]
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5.2. Cambiosdevariable

Vamos a resolver integrales de funciones raciondes de funciones
trigonomeétricas, a las que denotaremos en genera por R(senx, cosx), mediante
una serie de cambios de variable que nos mostraran que la funcion
R(senx, cosx) es integrable de manera sencilla. Con estos cambios de variable,
pasaremos a una funcion integrable de manera inmediata 0 a una funcién
raciona de las estudiadas en € capitulo anterior, quedando & problema resuelto
de una forma u otra. La eleccion del cambio de variable que resuelve una
integral dd tipo tratado aqui dependerd de como sea la funcion R(senx, cosx).
Ademas, una vez eegido € cambio de variable que parezca mas apropiado,
deberemos obtener las expresiones de senx y cosx en funcion de esta nueva
variable (ya que cuaquier otra funcion trigonométrica se puede expresar
facilmente en términos de estas dos) asi como del término dx en funcion de la
diferencial de la nueva variable. Veamos los diferentes cambios de variable que
podremos aplicar:

A) Cambio tg%9= t . Este cambio de variable sempre se puede utilizar; pero,
ecg
en genera, cuando se pueda redizar aguno de los otros cambios que
veremos mas adelante, resultara en una integral mas sencilla a resolver. Para
el cdculo de senx y cosx en términos de t, usamos las férmulas del angulo
dobley laigualdad fundamenta de la trigonometria:

_ 2en(x/2)cos(x/2) _ 2tg(x/2) 2
senx = = P senx=
sen?(x/ 2)+cos?(x/2)  tg*(x/2)+1 1+12
o5 = cos®(x/ 2)- sen®(x/ 2) _ 1- tg®(x/2) b cosx= it
sen?(x/ 2) +cos?(x/ 2) 1+tg?(x/2) 1+t2

Finamente, para calcular dx derivamos miembro a miembro la iguadad dada
por & cambio de variable y despgiamos, obteniendo que:
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20t

C1+t?
Con este cambio laintegral origina queda de laforma:

et 1-t%0 dt

OR(senx, cosx) dx =2 d?glﬂz Tr e

gue resulta en una integral de una funcién raciond del tipo de las vistas en €
capitulo anterior.

Ejemplo
| = de _ (\)1+t2 2
Senx 2t 1+t°
Nota

Para los siguientes cambios de variable necesitamos recordar 10s conceptos
de simetrias para funciones de dos variables, generalizados de manera natura de
los andlogos para una variable:

dt = (‘)‘:—t= Log|t]+ C= Log|tg(x/2)| + C

f(x,y)esimparen xd f(-x,y) =- f(x,y)
f(x,y)esimparenysd f(x,-y)=- f(x,y)
f(x,y)esparenxeysd f(-x,-y)= f(x,y)

En nuestro caso, identificaremos a la funcién de dos variables como la
funcion raciona de funciones trigonométricas, es decir, f(x , y) © R(senx, cosx).
Cada una de estas tres simetrias da lugar a un cambio de variable distinto.

B) S R(senx, cosx) es una funcion par en senx y cosx, es decir, se tiene que
R(- senx, - cosx) =  R(senx, cosx) , entonces € cambio a redizar es de la
forma: tgx = t. Utilizando las relaciones entre senx, cosx, Yy tgx, obtenemos:

P COSX =

1
COS’ X J1+12

1+ tg°x =
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t
Senx = tgx cosx p Senx =
N1+1t2
dt

Finalmente, derivando miembro amiembro, tgx=t P dx = e
+

A pesar de las expresiones irracionales que aparecen en la obtencion de las
expresiones de senx, cosx, en funcion de la nueva variable t, éstas
desaparecen en la integral que resulta una vez redizado € cambio de
variable, debido a la smetria par en serx, cosx, y d tipo de operaciones
(productos) que aparecen. Un caso particular seria:

| =cgen"x cos’x dx= (mn deigua parided) =

N tm 1 d‘t < tm
- m n = 0) m-+n dt’
0(«/1+t2) (\/1+t2) 1+t? (1+t2)1+7

+
donde m neeun entero.
Ejemplo
1
= coS’X dx= ALt a . at
Arenix O ¢ 1+ Qeziet?)
1+1 t?
+

Esta integrd es del tipo de las estudiadas en € capitulo anterior, como
cociente de polinomios en t. Aparecen dos pargas de raices complejas
conjugadas smples como ceros del denominador, por lo que, aplicando €
método de fracciones simples, resulta en una descomposicion del tipo:

1 _Mt+N_ Pt+Q
[L+2t2 J1+t2)  1+2t2  1+t?

donde, poniendo denominador comun e igualando los numeradores que resultan,
llegamos d sistema que nos proporcionara € vaor de las constantes, sin més

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es



78 Introduccion al calculo integral

que iguaar los coeficientes de los términos del mismo grado a ambos lados de
laiguadad:

t3: 0=M+2P
t?: 0=N+2Q
t: 0= M+P
1: 1=N+Q

Resolviendo: M =0, N=2,P=0,Q=-1
Asdi, laintegral queda:

s _ 2
0 01+t2_ O( ) OHT

=«/§arctg(«/§t) - arctgt+ C= «/Earctg(«/? tgx)- X+ C

C) S R(senx, cosx) es impar en cosx, es decir, R(senx, - cosx) = - R(senx, cosx)
entonces:

. R(senx, cosx)

cosx dx= R (senx,cosx) cosx dx
COSX (ﬁ( )

donde R, (senx, cosx) es par en cosx , y haciendo € cambio serx =
llegamos a la integra de una funcién raciona de las estudiadas en € capitulo
anterior. De manera sencilla, con este cambio se obtiene que:

dt

cosx = /1- t° , dx =
\1-t?

Como en € caso anterior, no aparecerén funciones irracionaes en la nueva
integral, debido alaimparidad de la funcion cosx.
Un caso particular, con n impar, seria:
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I = ¢gen™x cos"x dx= 6”‘(«/1- t2)n = c‘;m(l- tz)%ldt

1-t?

gue es integrable de manera sencilla, puesto que s n esimpar, n - 1 es par,

y asl, T es entero.

Ejemplo

I:‘dX:‘ 1 . _ . dt
Qcos'x Q(JJLT)1 e Yo)

Las raices dd denominador de este cociente de polinomios son reales
dobles, t = 1, t = -1, por lo que, aplicando e método de descomposicion de
facciones smples, llegamos a que:

1 A B C D

= + + +
b-ef Tt (-t 1t ()

Poniendo denominador comun:
1= A1- t)1+t)? +B(L+t)* +C(1- t)*(1+t) + D(1- t)’
Dando \alores a la variable t, los de las raices reaes distintas, y otros dos

més de manera arbitraria, se llega al sistema cuya solucién son los valores de las
constantes a determinar:

'R

48
4D
A+B+C+D

coa+ Jiac+ t
4 4

~ ~~ -~
TR TIT

|_\
=
TRTIT

N Q@

—
1

Resolviendo:
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Asdi, laintegral quedade laforma:

|:1‘dt+i‘ dt +E‘dt+i‘ dt =
401 40(1-t)2 40+t 4 1+t)?
1 1 1 1
- ZLog|1- t ZLlog|1l+t]-———+C=
29! |+4(1- ) 4 o=t a1+t)

1 | 1+ senx| 1 1
_Log +

- + C
47 |1- senx|  4(1- senx)  4(1+senx)

D) De forma similar a caso anterior, S R(senx, cosx) es impar en senx, es decir,

S R(- senx, cosx) = - R(senx, cosx) , € cambio de varidble a realizar sera de
laforma cosx = t, puesto que:

. . R(senx, cosx) senx
: dx = -
OR(senx, cosx) dx = ¢y .

dx= MR (senx,cosx) dx
R )

donde R (senx, cosx) es par en senx. Asi, como en e caso anterior, se
obtiene de manera inmediata que:

- dt
cosx =t , senx =4/1- t? | dx = -
1-t

Un caso particular seria, con mimpar:

I = ¢gen™xcos"x dx= (pos’xsen™"x senx dx =

R Nre) i
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que es integrable de forma sencilla, puesto que, S mesimpar, m- 1 es par,

y, por tanto, mTl €s entero.

Ejemplo
= COSX dx= o t - ot _
Oen®x+ 2c05” xeenx 0(/1_ t2)3+2t2 M- 17 V1- t2
_ s tot _ tot _
Yefeah-v) o)
- tdt

S R Ta)

Las raices del denominador son t =1, t = - 1, redles smples, y una parga
de complgas conjugadas simples. De nuevo, € método de fracciones simples
nos proporciona la siguiente descomposicion:

-t __A_ B Ct+D_
-2 fi+t2) 1+t 1-t 1+t

A e e)+ Bl tfiee e+ Dh- )
] b i)

Dando vaores alavariablet, resulta d sistema:

t=1: -1=4B

t=-1: 1=4A

t=0: 0=A+B+D

t=2 -2=-5A+15B- 6C- 3D

cuya Unica solucion es.

A=—, B

N

Nl
@)
I

N |-
O
I
o
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Por lo que, laintegral origina se puede descomponer como:

1,d 1,dt 1, tdt

=200 30 2%t

1 1 1 )
= Zlog|l+t|+ =Log|l- t|- =Log|t®+ 1] + C=
2 I | 2 11- t] 2 I |

|1-t?] |1- cos® x|
=L 4 + C=L 4— '+ C=
= |1+t | = |1+ cox’x|
2
sen’x
= Log 4/ ————+C
® 1+ cos*x

5.3. Transformacion en sumas

Estos cambios de variables que hemos visto no son, obviamente, la Unica
poshilidad que existe para resolver integraes raciondes de funciones
trigonomeétricas. En general, merece la pena estudiar de manera breve la funcién
gue queremos integrar, por S la aplicacion de aguna de las relaciones
trigonométricas conocidas nos permite reducir dicha funcion de forma sencilla a
otra funcién cuya integracion sea mucho més répida. Ademas, no todas las
funciones racionaes de funciones trigonométricas aparecen en la forma en la
gue podemos aplicar aguno de los cambios de variable comentado. Por
gemplo, s en la funcidn a integrar aparecen razones trigonométricas de angulos
distintos, un primer paso necesario consiste en pasarlas todas a mismo angulo.
En este caso, las ecuaciones que nos relacionan los productos de razones
trigonométricas de angulos distintos con sumas de razones trigonometricas
pueden resolver e problema:

a) cyen(mx)sen(nx) dx= %c‘pos[(m n)x]dx - %(‘):os[(m+ n)x] dx

b) ¢gen(mx) cos(nx) dx = %c‘pen[(m n)x] dx + %(‘pen[(m+ n)x] dx
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0) cyos(mx)cos(nx)dx= %c‘pos[(m - n)x|dx + %d:os[(m +n)x| dx

Notese que, aunque las razones trigonométricas que aparecen sumando
también se refieren a dngulos distintos, la diferencia fundamental estriba en que,
mientras las integrales de productos no se pueden separar, las integraes de
sumas si pueden hacerlo en sumas de integraes, por la linedidad de la integrd,
apareciendo de esta forma los angulos distintos en integrales digtintas, 10 que,
obviamente, no es ningn problema.

5.4. Problemasresueltos

yolyer
indice . 1+12::2 ot
D= g——dx={1gx) =t} = & + =
) SENXCOSX tx2=tr =0 2t 1-t? 1+t2
1+t 1+t°
B2+l (t+1) Jt+l

Ot 17) 2dt= Q- tz)dt: Q- t)OIt

Las raices del denominador son redles simples; por lo tanto, d método a
utilizar sera @ de fracciones simples.

+
i+l A, B b t+1=AQ-1)+BtbP A=1,6B=2
ta-t) t 1-t

Wt dt
= O—*+20—=Loglt|- 2Log|1- t|+C=
Oy * 20~ Lodltl- 2Log|i-t|

= Log| tg(x/2)| - 2Log|1- tg(x/2)| + C

1= @ dx ., cOosX
01+tgx 0senx+ COSX

dx={ tg(x/2) =t} =
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1-t°
< 1+t? 2dt PN 1-t?
=2 dt
02 11+t Qa1 ofiet?)
+
1+t%  1+t?

Las raices del denominador son dos irracionales y otras dos complejas
conjugadas, todas dlas smples. S aplicamos € méodo de fracciones
simples para descomponer esta funcién, deberemos trabajar con nimeros
irracionales. Antes de seguir adelante, probemos otro cambio de variable
distinto de este general. Obsérvese que la funcién a integrar es par en sernx,
cosx, por lo que podemos intentar € cambio de variablestgx = t.

dt R dt

= A dx = = = A 1 =
T Ohgx VYT O A+t t?)

Aunque en este caso, también aplicaremos € método de descomposicion de
fracciones simples, las raices de denominador ahora son unaenterat= -1,y
una pargja de complgas conjugadas, todas simples. A diferencia del cambio
de variable anterior, hemos salvado operar con nimeros irracionales.

1 _ A N Bt+C
(1+t)e+t?) t+1 241

Poniendo denominador comun, abtenemos que:

1=A(t’+ 1)+(Bt+ C)(t+ 1) = At’+ A+ Bt>+Bt+ Ct+ C

Igualando los coeficientes de los términos dd mismo grado, obtenemos €
siguiente sstema

t2: 0=A+B
t: 0=B+C
: 1=C

cuya solucion es.
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A=l B=-1, =1
2 2

Laintegra origina quedara como:

1, dt 1.t-1 1 1 1
| == A S ZA dt==Log|t + 1|- =Log|t*+ 1|+ =arctgt+ C=
501 307,473 oglt + 1 2 og| | > a9

1 1 ) 1
= —Log|l+tgx - —Log|l+tg“x]+ —=x+ C
2ogl x| 4ogl 9°X| >

2dt
5 dx \ 1+t?
31 = ={tg(x/2) =t} = =
) 0Zsenx- cosx+5 {2 =t =0 4 1- t? +5
1+t% 1+t°
. 2dt . 2dt . dt
Oy 1+t2+5+52 Oazva+a Gazion+2
-5 dt I P S RO - L1 I
e~ 16 5 5Oaé3t+162 579 5 5
FA+—= +-= = +1
g J3g 3 59
S N
2t 2dt
_ a Senx _ _ _ a1+t 2+t®2
4 | = dx= tg(x/2) = t = =
) + COSX + Senx t g2 J 01+ 1- t? N 2t
1+t 1+4t°
< Atdt < 4tdt

T Qe e e e ea) St
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N 2tdt
Gt~z +1)

Una vez més, las raices del denominador nos permiten aplicar ¢ méodo de
descomposicion de fracciones smples:

2 _ A B+C
(t+t2+1) t+1 t2+1

2t= At’+ A+ Bt?’+ Bt+ Ct+ C

Igualando los coeficientes de los términos del mismo grado, obtenemos:

t?: 0=A+B
t: 2=B+C
1 0=A+C

cuya solucion es:
A=-1,B=1,C=1
Laintegral queda como:
dt t+1 1
l=- Oy—+ ¢ dt=- Logt +1+ = Logt> +1|+ arctgt+ C=
Orey” Grag® =" otk +de 5 Lok +4 arcg

= - LoglL+1g(x/2) + %Log|1+tgz(x/2)| + §+ C

.Senxcosx + cos*x
5) | = dx={tgx=t} =
2 + Senxcosx
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1
41—41— T o

1 1+t2

«/1+t2 N1+t?

t 1 t!1+t2!+1
LA (1e?f o (1+t?)

-0 py b 1+t 02(1+t2!+t 1+t%

1+t? 1412

N t+t+1

= dt
0(1+t2)2(2t2 +t+2)

En este caso, € denominador posee una pargia de raices compleas
conjugadas dobles, por lo que es necesario aplicar  méodo de
descomposicién de Hermite:

t*+t+1 dea1+bu Mt+N+ Pt+Q
hetfloe+t+g o BLrCH 1+t 27 +t+2

Redizando la derivada del cociente, poniendo denominador comin e
igudando los coeficientes de los términos del mismo grado, llegamos d
siguiente sistemalineal que nos proporcionara e valor de las constantes:

t°: 0=2M+P

t*: 0=-2a+M+2N+Q

t3: 1=-4b-a+4M+ N+ 2P
t?: =-2b+ M+ 4N+ 2Q

t: l=a-4b+2M+ N+ P
1: 1=2a+ 2N+ Q

cuya Unica solucién resulta ser:
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a=0, b:%,M =-1,P=2, Q=-5

Llevamos estos valores alaintegrd original, con lo que:

| = 1 N <\ 3- t . &A-5 1 N
2L+t?) o™ O™ " 2f+t?)
+3arctg t- 1 Log|t2 ]4+ = Log|2t2 +t+ 2| Odit
2 2 VA% +t+2
Calculemos esta nuevaintegra por separado:
= 3 at _ 8. at a
0212+t+2 5L o 15 " 15910 1
e ZJ—z g\/_ [}
215  ai+10,
15 5,

Por tanto, laintegra | quedaréa de la siguiente forma:
1 1 1
| = +3arctgt - =Loglt® +1) + =Log2t* +t + 2 -
2(1+t25 J 2 g( ) 2 g| |

(125 st1o

2 15 % 5

~ 1 2g°x+tgx+2 11 & + Atgx O
| = —+L = - arctg I+
2l +1g?x) 1+1g°x N SN
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sen’x senx(l- cos’ x)
01 = Oy oo X € dx= ¢genx(1- cosx)dx=
) + CcosX X=0 1+ cosx X G;enx( COSX) X

(genx dx- ¢penx cosx dx= - cosx- %sen2x+c

2+Log?| x| dx 2+t?
| = dx={L =tphb —=dt =O—dt=
L xLog| x| - x t Loox X } t-1
= (Jt+1)dt+3 ¢ * U, t+3Log|t- 1|+ C=
q-l 2
2
= Iﬁngxh Log |x] + 3Log|Log|x|- ]4+ C
8 | = Gsen(x/Z)cos(Sx/ 2) o

sen3x

Como las razones trigonomeétricas que aparecen en la integral estan referidas
a angulos digtintos, € primer paso, antes de pensar en agin cambio de
variable, debe ser intentar pasar esta expresion a otra igual donde las nuevas
razones trigonométricas estén referidas d mismo angulo. Utilizamos para
elo las férmulas que réacionan productos con sumas de funciones
trigonométricas.

senAcosB =%[sen(A+ B)+sen(A- B)| b

sen(x/2)cog(5x/2) = %(senSx - sen2x)

SeN2X = 2eNXCosx

sen3x = sen(2x + x) = senxcos2x + cosxsen2x =
= Senxcos’ X - sen’Xx + 2senxcos’ X =
= 3senxcos’x - sen’x = 3senx(1- senzx)- sen’x =
= senx(3- 4sen2x)
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Asi, tenemos que:

1 .sen3x- sen2x 1. 1 .sen2x

= —(‘)—dx: X - —O—dx
2 sen3x 2Od 2 “'sen3x

SENXCOSX

L= O =2 ¢ 2 =
= O =2 Oy x(3- 4sen’x) = % &

={sex=1tbP cosxdx=dt} =2 Oﬁ gc‘)di

%fg

Esta tltimaintegrd la descomponemos por € método de fracciones smples:

1 A B_A(1+u)+B(1-u)ID Azl go

= =+ = =—, =
1-u® 1-u 1+u 1- u? 2

N

+
Logll+ul+ C= 1 Logll uI+C:

243 7|1- u]

1 1
J_Log|1 ul + 2@
|£+2t|

2J— IJ— 2t|

Finalmente,

—x+ |«/— 2senX |
4J— SN CP—"y

I = +C
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5.5. Integracion por recurrencia
Volver

indice Veremos aqui una técnica general de integracion, llamada integracion por
recurrencia, en € caso particular que nos ocupa en este capitulo, es decir, para
funciones racionales que contengan a funciones trigonométricas. Esta técnica se
aplica para d cdculo de integraes de funciones que dependan de agun
parametro, expresando la integral deseada en términos de otra de smilar
enunciado en la que € pardmetro haya disminuido. Una vez conseguida esta
relacion, bastard aplicar recurrencia para poder expresar la integral origina en
funcion del parametro y de otraintegral que ya no contenga a dicho parametro.

Ejemplo

I mn= Cpen"x cos’x dx

Para calcular estaintegral, tomamos partes de la siguiente manera:

S m<0yn>0:
I u=cos"'x P du=(n- Lcos"x (- senx)dxil
i sen™*x Y
. dv=sen™x cosxdx P vs— Y
1 m+1 b
Ademés, teniendo en cuenta que sen™?x = sen™x (1 - cos®Xx),
obtenemos
cos"'xsen™x n-1. .
| on= 1 + 10:05“ “xsen™"?x dx =
’ m+ m+
cos"'xsen™x n-1. . o
= 1 + 1@en xcos™ “xdx -
m+ m+
n-1. . . cos"'xsen™x n-1
- (pen"xcos" xdx = + | mn2 -
m+1 m+1 m+1
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i n-lI
m+1

m,n

Despgiando | ., , en estaigualdad, resulta que:

| = sen™*'x cos™ *x L n-1

m,n

m+n m+n ™2
S m>0yn<O0:
I u=sen™'x P du=(m- L)sen™ *x cosxdxil
i oL
.dv=cos"x senxdx b y=-— ~ Yy
f n+1 b

Procediendo andlogamente, |legamos a que:

| = cos”“xsenm'lx+ m- 1

m,n

m-2,n

m+n m+n
Sm<0y n<0, enlugar dedespgiar | ,,,, sedespgan |, o1l
En cualquiera de las tres poshilidades, aplicando de forma sucesiva la

integracion por partes a cada nueva integral que va apareciendo, todo se reduce
acdcularl 4,01, . Veamos como se calcularian éstas Ultimas:

| o =(FEN" X dX
Elegimos integracidn por partes, de la siguiente manera:

u=sen™x b du=(m- 1)sen™xcosx dxil

i
i , de modo que tenemos
jdv=senxdx P V = - COSX
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| o = - COSXsen™ x+ (m- I)cpen™ *x cos’x dx

Yy, COMo, de nuevo,
sen™ 2x cos®x :senm‘zx(l- senzx): sen™2x- sen™x
se tiene que laigualdad anterior queda como:

| o = - COSXsen™*x+(m- 1)dpen™*x dx- (m- 1)¢pen™xdx =

- cosxsen™x+(m- 1, - (m- 21,
Despgiando | ,, de estaigualdad:

L= cosxsen’“‘lx+ m-1,

mo m m

m- 2,0

De nuevo obtenemos una recurrencia, pero, a diferencia del Gaso anterior,
ésta solo depende de un parametro, y bastara conocer € valor de 1 ,,, 0de | .
En cualquiera de los dos casos, resultan en integrales inmediatas, ya que:

loo = (X=x+C , 1, =cpenxdx=-cox+C

Para e cdculo de |, ,=(pos"xdx, procediendo de manera andloga, se
llegaaque
senxcos“‘1x+ n-

\ 1 N -
o, = CpoS"xdx = . . CFos™ *x dx

Similarmente, bastara conocer € vaor de |,,, o de |,,. En cuaquiera de
los dos casos, también resultan en integrales inmediatas, ya que:
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=gx=x+C , |, =cposxdx=senx+C

Ejercicios propuestos
Volver
indice

. ox X (
1 O—:Lot —3+C
) senx gggzj

L Log1+tg(></2) ic

Ocosx 1- tg(x/2)
L dx g +tg(x/2)0
3 ct +C
)Osenx+cosx+2 J2a gg N
B ¢ d _1_. (x/2)
+3cosx 2 e ra

5 ¢ X dx:x+—2 +
O+ senx 1+ tg(x/2)

+ COSX +C
COsX

olid Lo
+ COSX = g

. dx  _1 L |cosx- 1Y | C
Oserxcos?x |cosx + 1| cosx
8 O o dx = - arctg(2 + senx) + C

CoSs?X - 4senx- 6

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es


gonzález
Volver
Índice


Integracion de funciones trigonométricas 95

Sen?x

9) _
COS X

1 1
dx = =tg*x +=tg°x+C
3g 5g

dx 11 1

10 g——="-2 -—+C
) sen’x  3tgx  tgx
3
11) ¢ypos’x dx = senx - NXic
N\t~ 4 _thX
12) 9" xadx = 3 - tgx+x+C
.3 5 _cos’x 1 .
13) ¢penxcos”x dx = - +§cos x+C

14) (yg°xdx = %tg“x - %tgzx - Log|cosx|+ C

15) ¢ dx = =- 1 +C
O(senx+ cosx)’?  1+tgx
dx 1
16) ¢ =- Logltgx] - — + Log[l+ tgx|+ C
) c11+tgx)sen2x g9 tgx ogfi+ 194
cos®x 1 1 3
17) ¢ dx = =sen?x+ =senx- =Log|2senx- 4+ C
/) - 2%enx 4 4 8 og| ]4
18) dx = SLogE™ 4 ¢
Ln-x- 6senx+5 4 senx - 1
1- + t 2
19) ¢ X COSde:2Log 9(x/2) x+C
+Senx - CosX 1+1tg(x/2)
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COSX

20) ¢ dx =

) 0Zsenx- cosx+ 3 X
_ox 2 [2tg’(y/2)+ 2tg(x/2)+1] 3
= +5Lo| 1 7 02) |+5arctg(2tg(x/2)+1)+C
Senx 2x 1

21) ¢ dx ==- — —L 1+t

) Osenx- 2cosx +1 X 5 og| ¥ g( )|

+ = Logg(y2)- 43 - % Loglt+ *(x/2) +C

dx |tg(x/2) +]/3|
) 0251enx 3cosx+4 Og| tg(x/2) +1|

23) %dx--x+[arctg \/7tgx +C

2sen?x X, |J— toX - 1|

29 0§ 4cos? x E |J—tgx+1|

Senx cosx |25en X - 1+J—|

25 dx = C

0l+2c:os xsen?x X |25en X-1- J—|
%) & cosxsen®x dx =

+ sen®x + 2c0s?X senx
= Log|1+senx|+—Log|§z§ i+§| C

N dx
27) ——— = arcsen(tgx) +C

COSX +/ COS2X
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2 o = L a2,
‘X +cos'x /2 &2 g

29) ¢gen®x+/cosx dx = - %«/cos3x +%«/cos7x +C

e R A

COSX 1 a3enx - 30
3] ¢ dx = —=arctgg———=+C
Oienzx - Gsenx+12 A3 3 5

Senx
2) O

dx =- Log‘cosx+2+\/coszx+ 4cosx+1+C
«/COS X +4cosx +1

1+ cosx
33 ¢ dx =
) 0senx(coszx+ 200sx +2) §
:EL | 1- cox | Earctg(1+ cosx) +
5 |«/cos x+2c0sx+2| 5
. cos®x | senx |
A dx =L C
)Osen3x+sen2x+senx X Og|s;en2x+senx+1|+
) Gsen(x/Z) cos(5x/2) a=ly. |«/— 23enx|
sen3x 2 |J— 29enx|
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Capitulo 6
|ntegracion de funciones irracionales

6.1. Introduccion

En este capitulo trataremos de resolver integrales de funciones irracionales
de polinomios. En € caso més generd de funciones irracionales que afecten a
otras funciones cudesquiera, se podran intentar primero procedimientos de
integracion para reducir esas integrales a estas que vamos a estudiar.

En genera, se tratara de «eliminar» las raices de la funcién a integrar a
través de algin cambio de variable apropiado. Obviamente, algunas funciones
con raices en su formulacion poseen una primitiva de manera inmediata, en las
que no sera necesario «eliminar» dicharaiz.

6.2. Integralesirracionales simples

En primer lugar, vamos a contemplar € caso més sencillo, en € que las
funciones irracionales afecten solamente a monomios en la variable X,
permitiendo ademéas que las raices que aparezcan posean indices distintos. Asi,

sea | = (‘j?(x,xp’q ,X”S,...,x“’v)dx, donde por R denotamos la funcion en la

gue van a aparecer las raices de x. Para que desaparezcan todas las raices de
distintos indices ala vez, basta con redlizar € cambio de variable:

x =tN, donde N = mc.m(q,s....,v), y, por tanto, dx = Nt"*dt

Ejemplo
d+/x +3/x3
= O—dX
1+3/x

En este caso, @ minimo comun multiplo de todos los indices digtintos que
aparecen en la funcion a integrar es N = 6, y, por lo tanto, haciendo € cambio

devariable, x=t°, conloque dx = 6t°>dt, laintegra | queda de laforma:
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+3+ 4 9+ 8+ 5
1= gttt 1t t2t 6ot = 6 L tzt 1t dt
+ +

La funcion que resulta a integrar es un cociente de polinomios donde €
grado del numerador es estrictamente mayor que € del denominador. El primer
paso sa, como vimos en € cepitulo 4, redizar la divisén entera de
polinomios. Una vez redizada, llegamos a que | queda:

2t+1

1=6 (ft7 +t°- t5- t +2° +t°- 2t- 1)t +6 dt =
2+1

6° , 67 6t° 6 12t 6 12t
8 7 6 5 4 3

- 6t+

+6 Log|t2+]4 +6arctgt+ C= 731 x‘“3+g X7'® - x- gx

5/6+

+ 323+ oxV 2 gx3 - Byt 6+ 6L09|X1/3 +1| + 6arctg(x1’6) +C

6.3. Integralesirracionaleslineales

Consideraremos ahora € caso en que la funcion a integrar dependade x, y a
lo sumo de cocientes de polinomios de grado uno (linedles), tanto en d
numerador como en e denominador. De nuevo, las raices que afecten a estos
términos pueden poseer indices distintos. Es decir,

u/v

€ amx+bd”  amx+bo’'°  sx+bo ‘U
= Réx.¢ - ¢ T .G = gdx
) ecx+dg ecx+dg ecx+dg G

De forma similar a caso anterior, con € objeto de transformar la integra
origina en otra donde la funcion a integrar ya no contenga raices, realizamos €
cambio devariable:

ax+b
cx+d

=tN, dondeN = mec.m.(q,s,...,v)
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Integracion de funciones irracionales 101

Al igua que en & caso anterior, este cambio garantiza que en la nueva
integral todas las raices han desaparecido, llegando a una funcién racional de las
del tipo estudiado en € capitulo 4.

Notese que, a diferencia del caso anterior, no hemos escrito la relacion
generd que permite cambiar dx por dt, debido a su expresén demasiado
engorrosa, en términos de las constantes. Desde luego, en la practica habra que
encontrar esta relacion, siendo bastante sencillade halar.

Ejemplos
hl= @ o
0(1_ ) - [1- 217

En este gemplo, identificamos a= -2, b=1,¢c=0,d =1 conloqued
cambio de variable a realizar con N= 6, s#& 1 - 2x = t°, de donde se

deduce de manera inmediata que dx = - 3t°dt . Con este cambio la integral
guedar&

.- 3t° t?
I: 4_t3dt:-3q_dt

De nuevo, € cociente de polinomios que resulta para integrar posee grado
de numerador mayor que & dd denominador, por lo que, redizando la
divisén entera de polinomios y llevandola a laintegral, resulta en:

= - 3t+1)dt - 3qd—tl= - gtz - 3t - 3Loglt - 4+C=

- g(l- 2x'* - 31- 2:"° - 3Logt- 2x)° - § +C
X4
2= g=—=0dx
) N2+ x
En este caso, tenemosque a=1, b= 2 ¢c= 0,d = 1, por lo que & cambio

gue debemos redizar es de la forma 2+ x = t?, y, asl, dx= 2t dt,
quedando laintegral como:
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4
| = (‘;tz;tzlzt dt= 287 - 2) dt= 28" - 4 +4f ot =
= 2¢Jt° +16t* +16- &°+8t* - 32?)dt =
= 2gft° - 8t° + 24t - 32t% +16)ct =

_ %(2_'_)()9/2_ ?(2+X)7/2+ %(2+X)5/2 i %(2+X)3/2+

+32(2+x)"?+C

+ 3
3= (‘l 2+3x dx
Volver /X +3/x +/x +1
Ejemplo

Esta integral tiene la forma vista en € apartado 6.2. Nétese que, S elegimos
a=1b=0,¢= 0, d=1, cudquier integral de laforma expresada en 6.2 se
puede expresar en la forma vista en 6.3. De hecho, € caso 6.2 no es nada
mé&s que un caso particular y previo a caso méas general enunciado aqui. De
cualquiera de las formas, e cambio de variable necesario es como sigue:

x=1t°p dx=6t°dt
De este modo, laintegral adopta la expresion:

2+t2 t’+2°
6t°dt= 6 ¢
+t2 +t2 +1 S+t +t+1

\

| =
Redlizando la divis6n entera de polinomios, quedara reducida a:

= 6t - t°+2t2 - 2 +1)dt + 6y Cot-1
G+ 1z +1)

Calculamos esta nueva integra, que tiene la forma vista en € capitulo 4,
como funcidn racional, por separado:
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oA t?+t-1 at

Qe+
Como veiamos en dicho capitulo, € primer paso es cdcular los ceros del
denominador (ya que € grado del numerador, 2, es menor estricto que € del
denominador, 3). Estos ceros resultan ser t = -1, red y Smple, y una parga
de numeros complgos conjugados también smples. Por tanto, la
descomposicién a efectuar es através del método de fracciones simples:

-2 +t-1 _ A . Bt+C_ At’ + A+Bt?+Bt+Ct+C
(t+)t2+1) t+1 2 +1 (t+2)t2+1)

Colocando denominador comun y obteniendo un <Sstema lined de
ecuaciones para calcular € vaor de las constantes indeterminadas, resultan
en:

A:-l , B:C:l
2 2
Asi,
|=_l\dt +1‘t+1dt=
20 2%
= - %Log|t+1| + %{Log|t2 +:I|+ %arctgt +C

Llevando este resultado alaintegral origina |, tenemos que:

6 6 12 , 12 3
l= =t°- —t*+ =1t°- —=t?+6t- 3Logt+1 + —Log(t* +1)+
5 4 3 2 ooft+ 2 g( )

6 3

+3arctg t+ ng x>'® - §X2/3+ 4xY % - 6x3+ 6xY° -

- 3Log|xl’6 +]| + g Log|x1’3 +:q+ 3arctg(x1’6) +C
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1+x-3hC
O 1 3/x

Unavez més, € cambio de variable aredlizar en estaintegral es.

4=

x=tp dx=6t°dt

de donde obtenemos que:
1+t3- t* -7+ t8 +t°
| = 07‘ 6t°dt =6 07
1+t2 1+1t2

que, redizando la divison entera de polinomios, da:

6 17 +t° +t°- t* 417 - Yt + 6 q%l:

- §t8+§t7+§t6- gt5+gt3- 6t + Garctgt+ C =

8
) %X4/3+g VULV gx5/s+2xl/2_ 6X1/6+6arctg(xll6) +C

5I1= (‘)ﬁdx

El cambio de varisble ahora quedas x = t?’p dx = 2t dt, de modo quela
integral se convierte en:

t? t3
| = ¢ 2tdt= 2 ¢ dt =
q+1 q+1
da 2 2

=2 oft? - t+1)dt - 20,5t " 52 2Logt+] + C=

=§x3’2- X+ 2xY2 - 2Lm‘&+#+ C

una vez redlizada la dvison entera de polinomios, y deshecho € cambio de
variable.
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0= 0=+ X__ dx
Jx +4/x

El cambio de variable en este caso queda: x =t*Pb dx = 4t3dt, con lo que
laintegral se transforma en:

04 Lt
I _q2—+tdt_ 4 qudt—

= At +t3- 2 +t- 1dt+ 4 O itlz

= ﬂte_ﬂt5+ ﬂt4'ﬂt3+ﬂt2- 4t+4Log|t+].|+C:
6 5 4 3 2
- % x3/2 - gxsm_l_x_ ﬂX3/4+ xY 2. AxY 44 4LOQ|X1/4+]|+C

De nuevo hemos necesitado redlizar la divison entera de polinomios durante
el proceso.

Volver 7 l= ¢ 2 3 2+X dx
6.3 0(2- x)2 V2- x
Esta funcién a integrar tiene la forma més genera dada en 6.3, donde

identificamosa =1, b= 2, ¢ = -1, d = 2. Con estos vaores, € cambio de
variable queda de laforma:

2+X 4

2- X

u

que permite despgjar ala variable x en funcion de la nueva variable u:

-2
1+u®

X
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Con esta Ultimareacion, € calculo de dx resulta mas sencillo:

2
ax :&Zdu

brw)

Llevando todo & cambio completo alaintegra original, obtenemos:

N 1 u® o
_20, 3 2 U 3 )2 us=
AT T
& 1+u’ g
3
=28 §— du= —013du- 2“7+ C=
b
_ 3, é2+x10'
— + C
"8 &2 xf

6.4. Integrales irracionales de polinomios de grado dos no

Volver completos

indice

En este apartado vamos a considerar € caso particular en que solo aparezca
una raiz cuadrada afectando Unicamente a polinomios de grado 2 sin término de
grado uno.

Veremos este caso en tres posibilidades, seglin € signo que posean |os dos
términos del polinomio de grado 2 que esta afectado por laraiz cuadrada.

a) Supongamos, en primer lugar, que & signo dd término de grado 2 es
negativo y e de la constante, positivo. Esta situacién se puede expresar
como:

. dx
Il:Oﬁ 0 |2=‘ b2-a2x2 dx
b°- a“x
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segun la raiz aparezca multiplicando o dividiendo. En cualquiera de las dos
posibilidades € cambio de variable que nos permite pasar a una integral de
alguno de los tipos vistos hasta ahora, es decir, sin raices en dla, es dela

forma
ax = bsent
de donde se deduce que
dx = b cost dt
a

Aplicando este cambio de variable alas dos posibilidades, llegamos a que:

. (b/a)cost

1 .cost 1
PR i L SV TR P
Y b2 - b2sen?t a “cost anl
=Ly c=Larceen®X0 ¢
a a ebg

2 2
I, = olb?- bzsenztgcost dt= %@:osztdtz b ghroos2ty -

a

2 .. 2 L.
:b_g:f‘+ ser\2tg+ C= b—arcsen{fﬂg + 2«/b2 -a’x* +C

2aé 2 g 2a ebg
f;genz = 2sent cost = 2a2x b? - a?x? 9
e b a

Notemos que idénticos resultados se hubieran obtenido cambiando € papel
de lafuncion sent por cost, es decir, realizando € cambio de variable:

ax= bcost, conloque adx= - b sent dt

b) En segundo lugar, consderemos € caso en que € signo del término de

grado 2 sea positivo y € de la constante, negativo, en cuaquiera de las dos
posibilidades andlogas a caso anterior, es decir:

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es



108 Introduccion al calculo integral

- dx _\/22 2
|1—Oﬁ 0 |2— asxc-b° dx

Con un razonamiento similar al del caso anterior, & cambio de variable que
aplicaremos aqui es:
b

sent

de donde:

_- bcozstdt
asen‘t

dx

Aplicando este cambio de variable a ambas integrales, llegamos a que:

NG bcost/ asen’t 1 dt

osen]- 7 2%t

Il

gue resulta ser una integral raciona de funciones trigonométricas, tratada
en d capitulo 5.

b? _cos’t

— 2 [z 2. r2 (. 2 -
, = ¢/lb?/sen’t)- b (bcost/asen t)dt =

dt

que de nuevo tiene laformavistaen € capitulo 5.
También en esta situacion se puede considerar como cambio de variable:

_ b
aX =
cost

obteniéndose resultados total mente and ogos.

¢) Por dltimo, veamos € caso en que @ signo de los dos términos de
polinomio sean positivos, es decir:

_ dx _x[a2y2 2
|1—Om (0] |2— a‘x® +b° dx
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En esta stuacion, € cambio de variable orientado a conseguir € mismo
efecto que en |os casos anteriores sera

ax = btgt

que, diferenciando, da lugar a

dt

adx= b(1+ tgzt)dt =~

Este cambio de variable aplicado a las dos formas en que puede aparecer la
integral resulta en:

_ . b/acos’ 1, dt
L=0/—dt=—0—
b?tg?t + b’ a “cost
b b? dt
I, = Wb’*tg’t+b’ dt =——-
2 g acos’t a “cos’t

En cualquiera de los dos casos, de nuevo llegamos a una integral de las
estudiadas en € capitulo 5.

Nota

Los cambios de variable que hemos visto no son los Unicos posibles para
redizar en esas dtuaciones. Cambios andlogos Uutilizando las funciones
hiperbdlicas nos llevarian a situaciones similares. También pueden aplicarse los
conocidos como cambios de Euler, que consiguen llegar a la integral de una
funcién sin raices en ella.

Ejemplos

1= %:{«Ex: «/§sent p «/gdx= «/gcostdt}=

—

/8 . cost 1 1 88\/@ 0
= =0=— dt= =1t + C= —=arcseng,|-xi+ C
/5 ~\/8cost 5 /5 § 8 &
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En este gemplo hemos aplicado & cambio visto en @), debido a que €
signo del coeficiente de grado 2 es negativo y € de la constante positivo.

3/9- (5- x)* dx={ 5- x=3sent b - dx=3costdt }=

- )/9- 9sen’t 3cost dt= - 9¢pos’t dit= - §d1+c032t) dt =

-gt-gser12t+c
2 4

Como se tiene que sen2t = 2sentcost = 25-—3)(%1/9- (5- x)?

| = -garcseng@—- X9 _9,5°x 9- (5- x)* +C=
2 e 3 g 4 9

Notemos aqui que € polinomio que aparece dentro de la raiz esta agrupado
para que no aparezca € término de grado 1, que es la hipGtesis que estamos
bargando en este caso. Td sSituacion se generdizard en € siguiente
gpartado. Por lo demés, d cambio de variables elegido ha sido € propuesto
en e caso a) de nuevo.

dx
7(9- x)* - 16

Al igua que en d ejemplo anterior,  polinomio de grado 2 que esta
afectado por la raiz ya se encuentra agrupado, asociandose a la situacion
propuesta en & caso b), donde & coeficiente del término de grado 2 es
positivo y la congtante, negativa. Por lo tanto, € cambio de variable a
redizar es:
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J7(9- x)= A b JTax=- 2y

sent sen’t

con lo que obtenemos:

7O efsent)- 16 7 Fent

Edta integra resulta ser del tipo estudiado en e capitulo 5. La funcion
trigonométrica que aparece es impar en la variable sent, por lo que
realizamos un nuevo cambio de variable de laforma

cost=up sent=+1-u®> , dt=- du

4 . cost/sen’t ge LAt

Con este nuevo cambio se tiene que:

NS BT

Ahora, la funcion a integrar resulta ser una funcion racional de las
estudiadas en € capitulo 4. Como los ceros de denominador son reales
smples, aplicaremos € método de descomposicion de fracciones smples.
Unavez calculadas las constantes indeterminadas, obtenemos que:

1.2 _
= - fol—du- —OmdU—

1 1
=~ Logl- u- ——Logl+ul+C=
247 Og| U| 247 Og| u|
1 1-u 1 |1 cost|
= L C= C=
247 e Zﬁ |1+cost|+
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+C=

_ 1 7 %)- V700 %)2- 16‘+C
N7 70- x)++7(0- x)2 - 16|

Este resultado puede simplificarse s racionalizamos dentro del Logaritmo,
guedando:

=t Log

247

22/7(9- x) - \7(9- x)* - 1(3"5:22"2

16

+C=

=%Log‘\/7(9- x)- 4 7(9- x)* - 16‘+C

En la dltima expresén hemos aplicado propiedades de la funcion
Logaritmo y hemos agrupado la constante de integracion C con € vaor
congtante del Logaritmo del denominador.

Volver 6.5. Integrales irracionales de polinomios de grado dos
Indice completos

En este apartado vamos a considerar € caso mas genera, en € que los
polinomios de grado dos que aparecen en la funcién a integrar afectados por una
raiz cuadrada sean completos, es decir, posean término de grado uno distinto de
cero. El proceso arealizar agui sera transformar la funcién a integrar en una del
tipo estudiado en e apartado anterior, através de algiin cambio de variable.

La situacion ahora serd, pues, calcular integrales de funciones de la forma:
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L= O/— o 0 I, =cyax? +bx+c dx
= =0/7
! vax? +bx+c ?

donde a,b,c son nimeros reales.

El objetivo es pasar dd polinomio completo de segundo grado a otro de
grado dos sn témino de grado uno. Para conseguir este proposito,
reorganizamos € polinomio origind completando cuadrados, en forma de suma
o diferencia de cuadrados, de la siguiente manera:

b & _b*- 4ac
2Ja g 4a ’

@ .
ax2+bx+c:g«/§x+ s a>0

S a <0, basta sacar factor comin —1, para pasar a un polinomio donde €
coeficiente director es positivo y aplicar la descomposicion anterior. ES decir,

ax? +bx+c=- ( ax? - bx - C), donde - a >0,y este dltimo polinomio lo
expresamos como:

.2 2
~ax?- bx- c= /- ax- b g+b 4ac
g 2J-ag 4a
en definitiva, se obtiene para a <0:
.2 2
aX2+bX+C:-§’- ax- 2 b g _ b 44aC
/- ag a

En e primer caso, bastaredizar e cambio de variable:

b dt
Jax+—=tb dx=—
2Ja Ja

y, en d segundo, € anaogo:

b dt
N-ax- ——=thb dx=——=
/- a V- a
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para llegar a una integral de las estudiadas en € apartado anterior. Resumiendo,

2 -
s llamamos k? :$, obtenemos aguna de las siguientes integrales, a
a

redizar los cambio de variable sefialados para cada caso. Obsérvese que
omitimos las congtantes que apareceran multiplicando o dividiendo y que
saldrian fuera de laintegra por la propiedad de linealidad de la misma.

< dt R . at
O ¢ :w/tz-kz ’ :x/k2+t2

O [k? - t% dt | O t?- K% dt | O‘/k2 +12 dt

gue corresponden a aguno de |os casos estudiados en e apartado anterior.

Ejemplos
l) |_ O——=
\/4x - 4x- 35 / / 16
X- —+ -9
1. dx 1. dx
60 "6 2
6e<_£9 1 \/ -(1/2)9_1
&3 6g e 3 g
. . . x-1/2 _ _
Ahora, realizamos € cambio de variable 3 =tp dx=3dt,conlo
cud laintegra | queda:
| = 1. dt
20 t2-1

donde € término de grado uno ha desaparecido d completar los cuadrados. Esta
nueva integral es del tipo estudiado en € apartado anterior. Como vimos ali, €
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cambio de variable a efectuar ahora es: t = 1 b dt=- COZSU du, conlo
senu sen‘u
gue llegamos a que:
oL cosu/sen’u qu=. L L cosu/sen?u du=. Ladu
sy —0— = - — — - —
2 JW/sen?u)- 1 Zocosu/senu 2 Oeny

gueda de la forma estudiada en e capitulo 5, como funcién raciona de
funciones trigonométricas. Como dicha funcion es impar en la expresion senu,
el cambio de variable a redizar ahora sera de la forma cosu = z y, por tanto,

senu=+/1- 2>,y du=-

~, CON lo que | setransformaen:
1- z

2(‘3122 ;Olj/zzdz+lof/—2dz—-—Log|1 z|+ Log|1+z|+C

Notese que la integra a la que se llega, una vez redizado este Ultimo
cambio de variable, se reduce a una funcion raciona, cociente de polinomios,
estudiada en € capitulo 4. Aplicado € método de descomposicion de fracciones
simples, se obtiene de manera sencilla d resultado mostrado.

Por Ultimo, es necesario deshacer todos los cambios de variable efectuados
durante & proceso, hasta dejar € resultado en funcion de la variable original x.

’ 2
|=1LOQE +C:1L091+COSU +C:£Log|1+ 1- sen u|+C:
4 - 4~ |1- cosu 471 1- sen?yl
1 |1+41-1t? 1, |t+4t?-1
= —Log +C==Log +C=
4 - 1- e 4 Tlt-4t?-1

%Log‘t +4/t? - 1‘+C= %Log X

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es



116 Introduccion al calculo integral

L ogZ ot T ax g 4=
2 6 6

:ELog 2X- 1++/4x” - 4x- 35‘+C

1= 00—

dx
=
m fom ﬁom
_ 1 dx
\/—\/7 aex+1o */50 ae\/i( +1)92+1
\}m e

/2 f3
Realizamos € cambio de variagble 3 (x+1)=t P dx= 3 dt, conéd
que:

|=i dt 1+tgu 1
V2 5+ \/— 4/1+tgu cosu

Una vez redizado d cambio de varisble, t=tgu P dt = (L +tg?u)du.
De nuevo llegamos a una funcién raciona de funciones trigonométricas, que
resulta ser impar en € término cosu, por lo que realizamos un nuevo cambio de

dz
1- 72

vaidbledelaforma senu=zb cosu=+/1- z,y du=
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1+Z+C

Por Ultimo, deshacemos todos |os cambios de variables, obteniendo:

1 . dz LY2
=507 Ol—zdz—z 2 2[

|1+\/1 coszu|
|1 A/1- coszu|

L og |1+ senu|

= C_
2.2 |1 senu|+

+C =

t
1+
_ 1 Log1+4/1- l]/1+t2i+C: Loy At oo
242 |1- h- 11+t 242 t

1+t
2
-1 1+t +t|+C:%Log /_1+t2+t‘+C=

= %Log %(x+1)+ /:I_+§(x+1)2 +C =

Log\/g(x+1)+%«/2x2 +4x+5

+C=

3 I =5 —

dx .

O———()—— 9)
V- 2¢ +x+1 A2 e e Xi 1 J2 g_a;(_ggz
2 2 16 & 44
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RSN S QT
23 adx- 15 N2 e o
1- & =2
e 3 g

4 1= 3/27- 18x+9x? dx =30/ - 2x+3dx= 3¢)/(x - I? + 2 dx=

.2
= 3/2¢ 39ng +1 dx

éV2 g
Hacemos € cambio de variable XTzl =t b dx=4/2dt, conloque
= 6/t7 +1 dt= 63/1+1g7u (L+ tgu) du =6
cos’u

unavez redlizado un nuevo cambio de variable de laforma: t = tgu.
La funcibn a integrar a la que se llega es raciona de funciones
trigonométricas, impar en € término cosu, por lo que € cambio de variable a

dz
redizar ahora ser& senu=zb cosu=+/1- z>,y du :J—z' De esta
1-z

dz . N
manera | = 6¢ , que resulta en un cociente de polinomios, d que,
ll- 22)2

segun e capitulo 4, podemos aplicar € método de descomposicidn en fracciones
smples, resultando:

6 A B C D
+ + +

f- 22) "1z @-2f 1+z (1+2)

Colocando denominador comin y resolviendo € sistema lineal que nos
proporciona € vaor de las constantes indeterminadas, éstas toman los
siguientes valores:

A= B:C:D:§
2

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es



Integracion de funciones irracionales 119

Llevando estos valores a la integral y aplicando la linedlidad de la misma,
setiene que:

I:§‘dz +§\ dz 3 dz +§ dz
202 22 "0 2q1+z)

3z
1- 22

1+z
1-z

|1+z| 31 31 +C—§Lg

+ +C
|1 z| 21-7z 21+z 2

3
2

Finalmente, deshacemos todos los cambio de variables redlizados durante
el proceso de integracion para dar € resultado fina en términos de la variable

origind x.
t t
1+ 3
2 2
I:EL g|1 senu| 3senu +C:§Log N1+t + A1+t +C=
2 |1 senu| 1- senu? 2 |t 1. t?

3 gLt +t J1+t? +t

=2lo 2 +3t«/1+t2 +C= 3Log‘«/1+t2+t‘+3t1/1+t2+C—
1+t
10 x 1‘ X- 1 - 10
= 3Log 1+(; 1+¢—= +C=
&2 g «/—‘ 62 g

= 3Loglx- 1+/X2 - 2x+ ‘+3 L XE-2x+3+4C

Volver 6.6. Integralesirracionaes compuestas
Indice
Veremos en este apartado algunas integrales de funciones compuestas por
la raiz cuadrada de un polinomio completo de grado dos, acompafiada de algun
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otro polinomio colocado en la funcion de manera particular. En concreto, vamos
aestudiar dos casos particulares:

2 1= 5 —2 g

Jax® +bx+c

donde a,b,c son niumeros readles y P(X) es un polinomio de grado cualquiera.
El objetivo es encontrar una descomposicion de esta funcion a través de la
cua e problema se reduzca a cacular la integrad de aguna funcién
estudiada anteriormente. En este caso, utilizaremos la siguiente relacion
cuya demostracion omitimos.

P(x)  _ \/27‘3 m
= QxNax® +bx+¢| + ————
Jax®> +bx+c (Q( ) ) Jax? +bx+c

donde Q(x) es un polinomio de coeficientes indeterminados de grado
conocido como grado Q(x) = grado P(x) - 1,y mes un nimero rea
constante también a determinar. Los coeficientes indeterminados de Q(X) y
el vaor de m se determinaran a través de los métodos de coeficientes
indeterminados que se vieron para € caso de la descomposicion de

funciones racionales.
Ejemplo
2
= A X< - 3Xx+7 dx
V2x? + 4x+5

X? - 3x+7 q m
—— = [[ax+bN2X® +4X+5|" + ——= =
AI2X7 + 4X+5 k ) J \2X7 + 4X+5

=a«/2x2+4x+5+(aX+b)(2X+2)+ m

V25X +4x+5  A[2X% +4x+5

Colocando denominador comin e igualando los numeradores que resultan,
llegamos a que:
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X% - 3x+ 7 =2ax? + dax+5a+ 2ax? + 2ax+ Zox + 2b+m

Igudando los coeficientes de los términos del mismo grado, obtenemos €
siguiente sistema lineal, que nos dara € valor de las constantes indeterminadas:

2

X< 1=4a
X: -3=6a+2b
1 7=5a+ 2b+ m
. 1 -9 41
cuya solucion Unica resulta ser: a=— , b=— , m=—
4 4 4
Por tanto, tenemos:
X-9 41 dx

| = —=+/2x* +4x+5+ —
4

0 ra—
4 “J2x? +4x+5

Llegamos asi a unaintegral del tipo estudiado en e apartado anterior:

| - dx 1 . dx 1 . dx
1:02—:—0—:—0—:
V2X° +4Xx+5 \/E X2+2X+g \/E ( +1)2+§

1 dt 1
==0——x —Log‘«/1+t2 +t‘ +C
\/E t2+1 «/2

Notamos que este resultado se obtuvo en e gemplo 2 del apartado anterior.
Por tanto,
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J;(X+1)+ /1+§(x+1)2 +C =

Log‘«/— X+1)++/2x? +4x +5|+C

|—— 2x? +4x+5+ Log

«/2x +4X+5 +

b) En este caso, vamos a estudiar integrales de laforma

3 dx

) 0(Ax+ B)"Jax? +bx+c

con A,B,a,b,c nimeros reales y n natural. En esta situacion, € cambio de
variables que aplicaremos para conducir la integra original o bien a una del
caso @) que acabamos de ver, 0 bien a una de las estudiadas en € apartado
anterior, es de laforma

I Y

AX+B—}D dx =1- St
At

Ejemplo
. dx

0xsw/x2 +3x-1

Identificando esta funcion a integrar con la funcion genera dada,
obtenemosque A= 1, B= 0, n= 3, por lo que & cambio de variable a redizar

gueda de laforma xz%b dx = - tdztyag

-dt
= 07 O—dt que se clasifica en d tipo de
1+§_1 V-t +3+1
Ve 1

integrales estudiadas en el caso a) anterior. Procedemos a su descomposicion:
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m

+—
Aot +3+1

t2 d[ 5
= —|(at +bV- t*+3 +1
V-3 dt( )

t? -2t+3 m
——— =a/- t?+3t+1+(at+h) +
J-t2+3t+1 -2+ +1 - 2+ +1

2t% = 2a(- t? + 3t +1) + (at + b)(- 2t +3)+2m

Igualando los coeficientes de los téerminos del mismo grado:

t?: = - 4da
t: 0=9a-2b
: 0=2a+ 3b+2m

cuya solucion Unicaes.

con lo cud:

Con lo cual, tenemos que:

E géHg—\/i:j -t +3+1- ﬁarcsenaﬂ_l%c
& 4 g 8 J13 5
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Finamente, deshaciendo &l cambio de variable, llegamos a que:

1 3 ava
| = 8@x+20/ : +1-3—1arcsenae 3xg+C:
& 4X glX X 8 gwfl_fﬂxﬂ

_aOX+2p/X® +3x- 1 31 csenaé 3x0

S s xBTS g

+C

Volver Ejercicios propuestos

indice

1) Q /x%l dx :Log‘«/x+1- «/;‘+1/xix+15+c

L dx
20 =" 2Loglt- +1- |- Logl+C

1+38/x- 2
3 G dx=6/x- 2+12 ¥x- 2+

3(x-2)" - Jx- 2
+24 §/x - +C
. odx 4
4) Oxil/z_xw‘z\/;“‘ +C

9 C 5- x) «/—arctgé\/i
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6) ¢ dx :ELOQM'FC
Ox- 2)x+2 2 |JIx+2+2

dx
=2Jx+1- 4 4x+1+4LoglL+4/x + C
0«/x+1+«/x+1 g( )

8) OL? ‘zizd —-x+—«/3x+2- —Log(1+«/3x+2) C
-1-ﬂ+c

o =1+4/(2x- 1)?
10) OJ:dX" g 3—-\/2x x? +§arcsen(x- 1)+C

9 Y
) 0«/2x- 1-4/2x-1
29

. & 0
11) VX’ +4 dx=g7+§_‘i“/x2 +4- 2Log‘x+«/x2 +4/+C
(%]
x° ax' 4x* 80
12) 0——dx = - —1- x> +C
) e €5 15 " 155
13) 3/9 +10x- 7x° dx:7);fS\/9+10x- 7x% +
+—arcsenag—x >0 +C
77 e2«/_z
dx ®./3 9+C

14) ¢ =.
) 0(x- 2N - 4x+1 «/§ gX 2
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dx  _ J4+x°

15) ¢ = +C

x 2Na+ X 4x

X+ = +\x +x-2[+C

1 a8Bx- 20

dx
17) ¢ == —+C
O/ o +2x+1 27 0

18) /252 + x+10 dx:4x8+1«/2x2+x+10+
79«/—

Log +C

X+ = +’x+ +5
4 2

éaﬂfx 39+C

1
«/2+3x 2x2 S g

19 —mn—x

20) é«/%: arcsen(2x- 1) +C

21) (‘)%dx:-zﬂ- X- x% - 9arcsen§éZX 19+C
- X- X

22) (‘); dx = —«/5x - 2x+1+
V5x2 - 2x+1 S
5

+—L
25 o

+C

1 2x 1
X-Z+ /x 224z
5 5 5

23) = 10 k= 4= X2+ ax- 3+ 2arcsen(x- 2)+C
O i
- X" +4x-3
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dx 1 +1- %
24) 0——=7=-Log—+ +C
X4/1- X° X X

dx (
2) O F7——==-acseng—=x+C
X4 x?-x-1 gx«/gﬂ

26) O X =- arcsenge—9+ C

(x+1)«/x2+2x_ ex+lg

X+2
28) O ——= dx=+x* +4x+1+C
VX +4x+1

29) 0—‘ dx =- i Log

(x+)/x+1 2

30) &
O(X- 1)1+ x- X2

. 10+ x2f  Jivx
3) p—m—=--1 "L+ +C
x/x2+1 3 X X
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hY X &(_ 30

3) O——— dx=-+/27+6x- x* +3acsen¢——=+C
N27+6X- X € 6 g
N X 1 2

34) ——= X=X’ +x+1- —Log‘2x+1+1/(2x+1) +1]+C
X+ x+1 ?

35 ¢ dx :1 Ix* +2x - Earcsenaei9+c
0(x+1)3\/x2 tox 2 (x+17 2 Ex+1g
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indice
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Capitulo 7
Integral definida

7.1. Introduccion

S y = f(x) es una funcion definida en € intervalo [a,b] y d limite de la
suma de Riemann existe, entonces decimos que f(x) es una funcion integrable en
[a,b] y denotamos ese limite mediante:

LI)Aiir®no iaoz‘l f(ci)D<i = 91‘ (x) dx

Llamamos integral definida de lafuncion y = f(x) entreay b aeste limite.
Al nimero a se le llama limite inferior de integracion y a nimero b, limite
superior de integracion.

7.2. Teoremade integrabilidad

S y = f(x) es una funcion continua en un intervalo cerrado y acotado [a,b]
P f(X) es integrable en [a,b]. Ademas, € vaor de la integral definida es un
ndmero real.
7.3. El é&rea como unaintegral definida

S y = f(x) es una funcion continua 'y no negativa en € intervalo cerrado y
acotado [a,b] P € &reade laregion limitada por la funcion y = f(x), € ge OX,
y lasrectas verticalesx = a, X = b viene dada por € nimero redl:

b
Area = )f (x) dx

7.4. Propiedades

a

1)Sy=f(x) etadefinidaenx=a b f (x)dx=0
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b a
2)Sy=f(x) esintegrableen[ab] b ) (x)dx =- O)f (x) dx
b

3) S y = f(x) esintegrable en [a,b] y caT (a,b) con y = f(x) integrable en
[a,cly [c,b] P

b b

Of (x)dx = of (x) dx + of (x) dx

4) S y=1f(x),y=g(x) sonintegrables en [a,b] y k esunaconstante real b

b

b
K (%) dx =k o)f (x) dx

) gl = oo () e+ ()

a a

5) Propiedad de monotonia de laintegral:
Sy = f(X), y = g(x) son funciones integrables en [a,b] tales que cumplen
que fX) £g(x) " x1 [ab] b

b

of (x)dx £ (‘p(x) dx

Vonver 7.5. Teorema Fundamental del Célculo Integral

indice Hay una estrecha relacion entre € célculo diferencia y @ caculo integral.
Esta relacion fue descubierta, independientemente, por Newton y Leibniz, y por
esta razén se les atribuye a ambos € descubrimiento del clculo integral.

Teorema
S unafuncion y = f(x) es continua en € intervalo cerrado y acotado [a,b]

b
= (‘)f(x) dx=F(b)- F(a), donde F(x) es cudquier funcion ta que

F')=f(x) " xT [ab].
Este resultado se conoce también como Regla de Barrow.
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Ejemplos
2 A3 \2
1) X - 3)dx: gx—-sz -8 6.145-.2
1 é3 a 3 3

1825 1p_1124_31

1 0
2) (4x+1)dx= = g—— 2 :
)6)4334e33g433

1

2

2
4) Evduar: ()2x- 1] dx
0

ue tener en cuenta que -h=q
¥4 a %1- 2x s x<1/2

2 y2 2
J2x- 1| dx= ¢§1- 2x)dx + §2x - )dx =
0 0 12

S

5) Cdcular € area de la region limitada por la gréfica de ecuacion
y= 2x°- 3x+2,d geOXy lasrectas verticales x=0,x= 2.

2 L3 2 |2
Area :d2x2- 3x+2)dx: gzi- 3L+2x3 = E B+ 4= 10
) §3 2 G 3 2 3
Volver 7.6. Cambios de variable paraintegrales definidas

Indice S lafuncion u = g(x) tiene derivada continua en [a,b] y existe la integra
indefinida sobre € recorrido de g(x), entonces.
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b g(b)
5 (90 g (o = o ()
a g(a)

donde € cambio de variable afecta también a los limites de integracidn, que
tomaran ahora valores en la nueva variable de integracion.

Ejemplos
! 3
1) Cdcular: 1= c‘)((x2 +1) dx
0
S redizamos € cambio devariable u=x?+1 b du= 2x dx

Esto nos lleva a cambiar también los valores de los limites de integracion de
la siguiente manera:

Xx=1p u=2
S Xx=0PpP u=1

Por tanto, a redizar este cambio de variable, llegamos a

- 12‘313du—1éu u_1 16_ 15
= = =Z e =288 2=
2§ 2848 28 4y 8
X
2 Bvdua: | = g=—=dx
1 V2X- 1
Redlizamos @ cambio devaridble:.  u®? =2x- 1 2udu = 2dx
. u®+1
Despgando, x =
Cambiamos los indices de integracion:
s x=5p u=3
S x=1pb u=1
Por tanto,
3 2 3
| ‘(u +1)/2 du = ‘u2+1)du-
1 u 1
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4 13 \3 , N
eu u

1R T A o
e U

3) Cecular: 1= )/r’- x* dx
0

Cambio devariable x =rsent P dx =rcost dt
Cambio de limites de integracion:

sl X=r b t:E
2
S x=0pP t=0
Asi,
p2 pi2 2 P2
I= (Vr®- rsentcostdt =r? ¢pos’t dt:?(‘jl+0032t)dt:
0 0 0
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Ejercicios propuestos

Volver
Indice

1) axz +X- 3)dx:§
1 6

3
2 O/x- 2 dng
2

! 2 e-1
3) Oxe* dx=——
) O %
p/4
4) Gggxdx=0
-p/4
. JE{Z dx :E
9\/1- x2 4

1 X3 p

6) (O)_I_—+X8 dX—E

7) 071‘ X dx = Lo 20
X% +3x+2 938;}5

35259- 2+ 2arctg2 - g

2
8) (J-09|x* +1)dx = Logc—
) Ghoglc +1) o= Log—2

8
1
0) (2 +3x)ax ="

0
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o4
dx 1

12) ¢ =1- —
) Ocos?x J3

2
13) OX°V4- x* dx=p
0

2 dx 1 &/30
k. 07 an?x 243 arctgﬁ;
0 9

4\ dx

4- 2L
Sk oyl 0g(3
Loz()s \/—1

e

dx=4-p

0

Log(2)
17) O«Ie-ldx 2-—
19 X =P

%O +200sX 45
LAl- X
0O—=>

J2/[2 X

19)

dx=1- p
4
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5 )
0
20) ¢ dx _ Logaa? +247 0

L XA XZ +5x+1 9 3

° dx 1
21 07\ =—Log\112
)02x+1/3x+1 5 ol112)

22) ¢ =Log
9(x+1)«/x2+x+1 9 P

: dx /3247 +1)0

1
23) od7X:£+E

Shexz) 2 4

24) 2057E &___p
o o-3cosx 2

25)25 dx _ 2p
002+senx J3

p
N 4
26) (yos3x senbx dx = 3

0
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(I

a'd

AX
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Capitulo 8
Aplicaciones geométricas y mecanicas
de laintegral definida

8.1. Cdaculo de &reas en coordenadas cartesianas

En esta seccién vamos a tratar de calcular € area de figuras planas
limitadas por funciones continuas expresadas en coordenadas cartesianas a
través del calculo de ciertas integrales definidas. Distinguiremos varios casos,
de menor amayor complejidad, hasta llegar ala situacién més general.

a) S la funcion y = f(X) esta definida y es continua en € intervalo [a,b],
verificando que f(x) 3 0 " x 1 [ab], entonces, como ya sabemos, € &rea de
trapecio curvilineo limitado por la curva y = f(x), d ge OX y las rectas
verticallesx=a,x=besigud a

b) S la funcion y = f(x) esta definida y es continua en € intervalo [a,b],
verificando que f(xX) £0 " x 1 [ab], entonces e &rea dd trapecio curvilineo
limitado por la curva y = f(x), & ge OX y las rectas verticales x=a, x = b es
igual a

Notemos que en esta Situacion, debido a que f(x) es no postiva en €
intervalo de integracion, € vador del &ea es no negativo, por la propiedad de
monotonia de la integral.

c) S y= f(X) esta definida y es continua en € intervalo [a,b] y cambia de
signo un nimero finito de veces en & segmento [ab], entonces podemos
descomponer la integral a lo largo dd intervao [a,b] en suma de integrales alo
largo de tantos subintervalos como sea necesario para asegurar que en cada uno
de élos la funcion permanece con signo constante. El valor de la integral

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es


gonzález
Volver
Índice


Aplicaciones geométricas y mecanicas de la integral definida 143

definida sera positiva en los subintervalos donde f(x) 2 0O, y negativa en aquellos
donde f(x) £ 0. Asi, & aeade trapecio curvilineo limitado por la curva y = f(x),
e ge OX y las rectas verticdes x = a, x = b se caculard como suma de
integrales definidas de la forma vista en los casos anteriores a) o b), segin €

signo constante que posea la funcion en cada subintervalo concreto. Esta
situacion puede resumirse en la siguiente formula genera, que engloba a los
casos anteriores como particulares:

A= bef ()] dx

a

d) S se desea cacular € &rea de la regidn limitada por las curvas y = f(X),
y = g(x), continuas en € intervao [ab], y las rectas verticalles x = a, x = b,
primero se calcularan todos los puntos en que se cortan las dos funciones f(x),
g(x) dentro dd intervalo [ab]. Entonces, en cada uno de los subintervalos
determinados por esos puntos de interseccion se comprueba qué gréfica se
encuentra por encimade la otray se aplica en cada uno de dlos laformula:

j
A= dcurva gue va por arriba - curva que va por debg) o) dx

Este caso es € més general, y todos los anteriores se pueden ver como
situaciones particulares de €. La formula, escrita en términos de las funciones,
quedaria como:

b

A = f(x)- g(x)] dx

a

Nota

A veces es interesante cambiar los papeles de las variables x e y. Con un
estudio similar, € caso general d), podria escribirse en esta situacién como:

j
A= dcurva dela derecha - curva delaizquierda )dy
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donde ahora la integracion se redlizara con respecto a la variable y, sendo, por
lo tanto, los valores de los limites de integracién valores de esta variable.

Siempre que se pueda es recomendable redizar € dibujo de la gréfica, 1o
gue nos servird en la mayoria de los casos para decidir la integracion que nos
interese, bien respecto alavariable x, bien respecto alay.

Ejemplos

1) Cdcular @ area de la region limitada por la snusoide y = senx y € ge OX,
cuando O£ X £ 2p

Solucioén:

Y=SE N

Puesto que senx 3 Opara0 £x £p, y senx £ 0 parap £ X £ 2p, es necesario
cacular € éea como la suma de dos integrales definidas, segun dichos
intervalos. Es decir:

p 2p
A= (yenxdx - Cpenxdx=|- cosx]g+[cosx]ﬁp=- (-1-D+(1+D=4
0 p

2) Cadlcular € &eadelaregion limitada por las curvas y = «/;,y: X?
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Solucion:

112

0.0

Resolviendo € sistema formado por: Y= x, y =x?, obtenemos los puntos de

corte (0,0), (1,1). Ademas, y = «/; vapor encimadey = x* paravalores de
x en € intervao (0,1). Por tanto:

Jiod
373

A= %‘{«/; xz)dx= %[xm]z - % [x3]i,= %

8.2. Cdalculo del area en coordenadas paramétricas

Volver
Indice Calculemos € &rea de un trapecio curvilineo limitado por una curva dada
i x=jlt
por sus ecuaciones paramétricas. i J ((t)) ,cuando a £ x £ b, demodo que €
Ty=y

parametro t varieentre a £ t £b,con j (a)=a,j (b)=h.

Supongamos que las ecuaciones paramétricas definen una funcion y = f(X)
en d intervao [a,b]. Por tanto, el érea del trapecio curvilineo limitado por esta
funcion, e ge OX, y lasrectas verticales x = a, X = b, puede ser calculada segin
laférmula
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b b
A= Of (x)dx= ¢y dx
Para calcular € valor de esta integral definida, aprovechamos las

ecuaciones paramétricas para redizar el cambio de \ariable dado por €ellas, es

decir, x=j (t), de donde dx =j (t)dt. Asi pues, llevando este cambio de
varidble a la integrd definida que nos proporcionard e vaor del &ea y

recordando que Yy = f(x): fh (t)] =y(t), de las ecuaciones parametricas,
llegamos &

A=y 0i ()t

Esta es la formula para calcular € &rea de un trapecio curvilineo limitado
por una curva dada en coordenadas paramétricas.

Ejemplos

1) Cdcular e aea dd dominio limitado por la dipse, cuyas ecuaciones
" . i X = acost

parameétricas vienen dadas por: i
1y =bsent

Solucioén:

-3 =

il N
~ |

Calcularemos sdlo € area de la mitad superior de la dipse y la duplicaremos,
debido a la smetria existente. Este hecho se utilizar& mucho a lo largo del

presente capitulo. Como la variable x varia desde - a hasta a, €l parametro t
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varia desde p hasta O, respectivamente. Por tanto, la integral definida que nos
dara el valor del area buscada sera

0 0 p
A =2 (fbsent)(- asent)dt= - 2abpen’t dt= 2ab (gen’tdt=
0

p p
P1- cos2 6t sen2tof p
=2ab ———dt=2ab z—- —— =2ab —-= pab
C o2 & 4 Y 2

2) Cdcular € érea de la region limitada por € ge OX y un arco de la cicloide
. o i x=alt - sent)

Cuyas ecuaciones parameétricas vienen dadas por: {

1y =all- cost)

Solucion:

da pmm—_——— 1

0 na 273

Puesto que x varia desde O hasta 2 a, t variard desde O hasta 2. Asdi, la
integral definida que nos proporcionara € vaor del &rea, una vez redizado €
cambio de variable dado por las ecuaciones paramétricas, viene expresada

por:

2p

2
A= (gll- cost)all- cost)dt = a® (f1- cost)’dt=

0 0
é2P 2p 2p l‘J
= a’a(ylt - 2¢postdt + gpositdty = a2[t- 2sent] 2+
€o 0 0 a
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148 Introduccion al calculo integral

2p s N
» 1+ cos2t ) , 6l senzty
ta"Q———dt=a2p+a‘ g+ ——yp =
0 2 p 82 4 Ho

= 2pa’+ pa’= 3pa’

8.3. Cdalculo del éreaen coordenadas polares

Sea r = f(q) la ecuacion de una curva en coordenadas polares, donde f(Q)
es una funcién continua para a £ q £ b. Determinemos el &rea del sector OAB,
limitedo por lacurvar = f(q) y losradiosvectoresq=a yq=h.

o

0
Siguiendo un proceso smilar a redizado en @ capitulo 1, dividimos la
region de la cua queremos calcular € valor del area en n partes mediante los

radios vectores a =(q,,0,,K ,q, =b, formando de esta manera |as particiones
que resultaban dli.

Designemos por  Dq,,Dq, K ,Dq, los angulos formados por estos radios
vectores; y sea I'i lalongitud de un radio vector correspondiente a un angulo
a; cuaquiera, comprendido entre J;.1,4;- Consideremos € sector circular de

radio I'; y angulo central DO . El &rea de este sector esigual a

A= % r |2 Da;
y sera una aproximacion numérica del valor del &ea de mismo sector

determinado por lafuncion r = f(q).

S repetimos este proceso de aproximacion para todos los sctores en que
hemos dividido & sector origind OAB, obtenemos una aproximacion del érea
total, sin més que sumar todas estas aproximaciones parciales.
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A]:

“Qo-

'u\

iD= 24 1(a)0q,

i=l

N

Puesto que la suma indicada es una suma correspondiente a la funcion

r2=f2(g)en @ intevdo a£ q £ b, su limite cuando méxDg, ® 0
y, por tanto, € valor del &rea buscada seralaintegra definida:

1°
- = °d
20
Nota

Caculando € &ea dd sector curvilineo mediante trapecios curvilineos,
obtendriamos & mismo resultado.

1%
Asi, el dreadel sector OAB serdigual a AZEU “do

Ejemplos
1) Calcular e &reaencerrada por lalemniscata r = a/c0s2q .

Solucion:

f=m'4

/”
S _oF

Como recomendamos anteriormente, realizamos un dibujo de la funcion,
para determinar visuamente la regiéon de la cua queremos cacular € érea.
Los valores de q variaran en los intervalos [0,p/4], y [3p/4,p], donde la
funcidn cos2q es no negativa. Ademas, como la funcién cos2q es simétrica
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respecto a angulo (cos2q = cos(-2q)), la gréfica debe presentar dicha
simetria. Daremos valores a angulo dentro de su dominio, donde, ademés, la
funcion es continua, quedando su representacidn como se ve en lafigura

A lavigta de la gréfica de la funcidn, basta con calcular € érea de la cuarta
parte que se encuentra en € primer cuadrante y multiplicarla por cuatro. En
esa cuarta parte, €l angulo q variadesde 0 hasta p/4, y, por consiguiente,

1, 1P 1 L, a2 éSJeanu/4 a2
= — = —a” (pos2qdq= — g7/ =
2772 00 2@ OAM= g2 4,

por tanto, A=a’

2) Cacular d &readd circulo cuya ecuacion en coordenadas polareses. r = R.

Solucioén:

Esta funcién es continua para cuaquier valor dd angulo; por tanto, q variard
en d intervao [0,2p]. En vista de la gréfica, aplicando simetrias,

p/2

A= Oth—ZRZ[t]p’Z—pRZ

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es



Volver
Indice

Aplicaciones geométricas y mecanicas de la integral definida 151

8.4. Cdaculo del vaor medio de unafuncion

Sea y = f(X) una funcién definida y continua en € intervdo [a)b].
Designamos por m € valor més pequefio que toma f(x) cuando X recorre €l
intervalo [a,b]. Andlogamente, sea M e valor mas grande. En estas condiciones
m£ f(x) £ M, paratodo x en € intervalo [a,b]. Dividimos [a,b] en subintervalos,
es decir, generamos una particion del mismo a través de los siguientes valores,

a=x, <X <K <X,, <X, =b obteniendo |as desigualdades:

i m(xl- a)£(xl- a)f(co)E M(xl- a) afc, £x
1ok, - x)E(g- x)fQ)EMx - x) X EcEx
: KKKKKKEKEKEKEKKKK K K

tm(b_ an)£(b_ Xn-l)f(Cn-l)EM(b- Xn-l) Xn-1£Cn-1£b

Sumando miembro a miembro:

mb- &) £ & (x - x..)f(c..) EM(b- a)

i=1

Cuando n ® ¥, se demuestra que la serie tiende a la integral definida
b
of (x) dx. Asi, haciendo € limite en las tres partes de la desigual dad:

a
b

m(b- a)£(‘)f(x)dx£ M(o- a)

Estas desigualdades muestran que € vaor de la integral definida es €
producto de b - a, longitud del intervalo de integracion, por un nimero N
comprendido entre my M, de donde:

b

Of (x)dx = N(o- a)

a
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Como lafuncion y = f(x) es continua en [a,b], existe d menos un valor ¢ de
lavariable x tal que N =f(c). Setiene asi:

b

of (x)dx = (b- a)f(c)

8.4.1. Interpretacion geométrica
Supongamos la funcion 'y = f(x) continua en € intervalo [a,b], de modo

b
gue, como hemos visto anteriormente, la integral definida | = Qf (x) dx
representa € area limitada por la gréfica de la funcion, € ge OX, y las rectas
verticales x = a, x = b, S suponemos, sin pérdida de generalidad, que la funcién

es no negativa alo largo de todo € intervalo.
Por gemplo:

fic

H=a w=h

En este caso, @ resultado anterior nos dice que f(c) es la dtura de
rectingulo HAB'K debase AB'=b - ay deaeaigua al.
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8.4.2. Vaor medio deunafuncién

1 °
El valor anterior f (c) = mof (x) dx, recibe € nombre de valor medio

de la funcion f(x) en € intervalo [a,b]. Dicha notacion se justifica viendo que
esta formula del valor medio de una funcion no es més que una generalizacion
de la nocién de media aritmética. Para ello, descomponemos una vez més €

intervalo [ab] a través de una particion, a =X, < X <K <X, <X =b,y
consideramos la siguiente suma finita:

U, =22 28[t(a) + F(x) +k + f(x,.)+ 1(o]

comoU, ® | cuandon ® ¥, sededuce que:
%[f(a)+f(x1)+K #1(x,)+ F(B)] ® = (o). cwndon ® ¥

El vaor medio de una funcion aparece como € limite de la media
aritmética de f()g),i =0,..,n- 1

Nota
El vaor medio de una funcién puede ser positivo o negativo. S b - a >0,

b
e signo de f(c) ese mismo que e de | = Qf (x) dx. El vaor medio de una

funcidn puede ser nulo s laintegral definidal es nula

8.5. Cdculo delalongitud de curva en coordenadas
cartesianas

Sea y = f(x) laecuacion de una curva plana en coordenadas cartesianas.
Busguemos la longitud ddl arco AB de esta curva, comprendida entre las rectas
veticdes x = a, x = b. Para dlo, como hemos redlizado anteriormente,
congtruiremos una paticion ded intervado [ab], encontraremos una
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aproximacion a la longitud de la curva en cada uno de los subintervalos que
proporciona la particion, sumaremos todas esas aproximaciones para obtener
una gproximacion a la longitud completa buscada y, findmente, pasaremos da
limite cuando la longitud del mayor subintervalo de la particion tiende a cero,
para encontrar la formula que nos permita cacular la longitud de un arco de
curvaatravés del clculo de dgunaintegra definida determinada.

Comenzaremos, como siempre, redizando un dibujo de la funcién, que
podemos suponer, sin pérdida de generdidad, no negativa en todo € intervao
[a,b].

o

Generamos la particién dd intervalo a,b] tomando sobre € arco AB los

puntos A, M, M,, ..., M,, ... ,M__,, B, cuyas abscisas son, respectivamente,
A= Xy s Xpyewrs Xiyows Xoq 0 X, =D
Tracemos las cuerdass AM,, M, M,, .. , M ,B, cuyas longitudes

designaremos por DS ,DS,, ... DS, , respectivamente. Obtenemos &i una

linea poligond  AM, M,...M ;B inscritaen e arco AB. La longitud de esa
poligonal que ser4 una aproximacion a la longitud del arco de curva buscada es

iguda S, = é CS .

i=1
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El limite d cud tiende la longitud de la poligond inscrita, cuando la
longitud de su lado mayor tiende a cero, se llama longitud del arco AB, y es
valor que buscamos, es decir:

A DS ® S, cuando méx DS ® 0

i=1

Veremos ahora que, s la funcion f(x) y su derivada f *(x) son continuas en
d intervdo a £ x £ b, este limite existe y obtendremos la formula que nos
permitira calcular la longitud de curva. Para dlo, introduzcamos la siguiente
notacion:

Dy, = f(xi)' f(xi-l)

(Dy. )
(Dx, )

DS :\/(DXI)Z +(Wi)2 =Dx |1+

Ahora aplicamos € teorema de Lagrange o teorema del valor medio para
derivadas:

Dy, _ H(x)- f(%4) _ e
DX X- X, = )

Por tanto,

, donde X, <c, <X,

DS, =+/1+[f ¢ )|* Dx

De este modo la longitud de la poligond inscrita es:

Como por hipétesis la funcion f '(x) es continua en € intervalo [ab], la
funcion 1/1+[f'(x)]2también sera continua en € mismo intervalo. En
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consecuencia, la suma integral escrita tiene limite cuando € méaximo de los
valores de Dx; tienda hacia cero. Este limite seralaintegral definida:

b

S= o1+ [f (X7 dx

a

Asi, hemos obtenido la férmula para cacular la longitud de un arco de

S= Ob‘ [+ (X)? dx = Qb‘ /1+ 835 dx

8.5.1. Diferencia de un arco de curva

Partiendo de la férmula anterior, se puede obtener la derivada de la
longitud ddl arco respecto a la abscisa. Considerando que € limite superior de
integracion es variable y designandolo por x (sin cambiar la variable de
integracion), obtenemos lalongitud del arco S en funcién de x:

%y (dy)®
- Ak d
9 4 o &

Derivando esta integral respecto del limite superior de integracion:

%z 1+832 b (dS)’ = (dx)* +(dy)*p dS=+/(dx)* +(dy)*

8.5.2. Comparacion del arcoy de su cuerda

Consideramos sobre € arco AB de la figura anterior dos puntos M, N. Nos
proponemaos comparar la longitud ddl arco, S, y de su cuerda, C, cuando se hace
tender N hacia M. Las componentes del vector MN (como cuerda) sobre los ges

son (Dx, Dy) b C?= (Dx)*+ (Dy)’.
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S X, esladbscisade M b € arco AM = (X, ), y & arco AN = §x), de

donde se deduce que lalongitud del arco MN es: S= S(x) - (X, ) = DS. Asi, €

cociente entre & cuadrado de la longitud del arco y € de la longitud de la cuerda
ser&

(s _ (s 1
(Dx)? +(Dy)*  (Dx)’ 1+ (Dy)?
(Dx)?
Ademés, cuando Dx® O, se tiene que E® ? y en las mismas
X

Dy

condiciones Dx ® y¢ Contodo esto:

como queriamos demostrar.

Ejemplos

1) Cdcular lalongitud de lacircunferencia x°+ y*= R®.

Solucioén:

Ak
N
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2
ﬂ=-£b ds= /1+X—2 dx
dx y y

La longitud total se obtiene, por simetrig, caculando la longitud del trozo de

circunferencia que se encuentra en € primer cuadrante, cuando x variaentre
0 y R, y multiplicandola por 4. Es decir,

R 2 R 2 2 R 2
= 41+ 25 dx= 4¢) XY e 40— o=
0 y 0 y 0 R™- X
RO dx

ARO———={x=Rsentp dx= Rcostdt} =
oVRZ- X2

—
|

p/2

: Rcost P’ Reost
=40 dt=4R O dt=4RE=2pR
0 \/RZ - R*sen’t o Reost 2

2) Encontrar la longitud del arco de curva cuya ecuacion es y*=8x°,
correspondiente d intervalo 1 £ X £ 3.

Solucioén:
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y= 2«/§X3/2b %: 3\/5 /2

X
3 13 12
L= ( 1+18x dx = Eld_g(1+1gx)1/2dxz Eg [(1+18X)3’2]f =

_1 [@ @J = 12,03969766
27

3) Encontrar la longitud del arco de curva cuya ecuacion es  y* =8X,
correspondiente d intervalo 2 £ x £ 4.

Solucion:

Redlizamos € cambio de variable;
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1+3=t2p x=Lp dx = -4 dt

X t?-1 (t2-1)2

Con este cambio, los vaores que toma la nueva variable de integracion son:

X =4b t=€ . x=2b t=42

Por tanto,
NER t2 V2 12
L=-4 (‘) dt=4 (‘) dt
Fle-1f  mh- )

gue resulta ser un cociente de polinomios. Utilizamos, pues, € n#odo de
descomposicion en fracciones smples, debido a la naturaleza de los ceros del
denominador:

4t° A B C D
= + + +

(t2-1)2 t-1 (t-1)7 t+1 (t+1)

poniendo denominador comun:
42 = At- 1)t +1)° + Bt +1)* +C(t +2)(t- 1)* + D(t - 2)°

Damos ahoravaores alavariable t:

t=1 b 4=4B b B=1
t=-110b 4=4D P D=1

t=0 b 0=-A+B+C+D P C-A=-2
t=2 b 16=9A+ 9B+ 3C+ D P C+3A=2

Resolviendo, resultaque:.  A=1,B=1C=-1,D =1, conlo cud:
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G-l gt-1° gattl glt+1)°
N

3
=-2J2- Log2+4\/; = 1,37740518

Volver 8.6. Cdlculo delalongitud de curva en coordenadas
indice parametricas
Seanx=j (1), y=y(t) (a £t £ b), las ecuaciones en paramétricas de una
funcién, donde j (1), y (t) son funciones continuas con derivadas continuas en €
intervalo dado, tal que j '(t) * 0 en dicho intervalo. En este caso las ecuaciones

paramétricas determinan una cierta funcion y = f(x) continua, con derivada
continua de laforma:

dy_yd)
dx )

Sean j (@) = a, j (b) = b, los vaores entre los que varia la variable x.
Redizamos €@ dguiente cambio de variable en la integrad definida que
obtuvimos para e cdculo de la longitud de arco en € caso de una funcion dada
en coordenadas cartesianas, vista en € apartado anterior:

x=j (t)p dx=j ¢t)dt

con lo que, recordando que y =y (t) , legamos a

L:b‘ 1+ [y'(t)]zj ¢t)dt o L=b‘ i) +y (t) dt

N ENINO, ;
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Observacion
Se puede demostrar que esta formula conserva su vaidez para las curvas
gue son cortadas por rectas verticales en méas de un punto (en particular para las

curvas cerradas) con la condicion de que j '(t), y '(t) sean continuas en todos los
puntos de la curva.

Ejemplos

1) Cdcular la longitud de la hipocicloide (astroide) cuyas ecuaciones
paramétricas son:

1 x=acos’t
[

Ty =asen’t
Solucion:

Puesto que la curva es simétrica respecto de los dos ges de coordenadas,

calculemos la longitud del arco perteneciente a primer cuadrante. En é se
tendra

%: - 3acos’tsent ﬂzBasenztcost
dt dt
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Ademés, t variardentre Oy E. Por tanto, la longitud total L se calculard a

través de laintegral definida

p/2
OV/9a’cos’tsen’t +9asen‘tcost dt =
0

1

4
p/2

3a @/cos’tsen’t(cos’t +sen’t) dt =

0

pl2 . 2, P2
PN esen“tu

=3 Jentcost dt=3a g0ty = Bp =g
0 e 00 2

2) Cacular lalongitud de la cicloide generada por un circulo de radio 1.
Solucion:

Las ecuaciones en paramétricas de la cicloide, cuando € radio del circulo
gue lageneraes 1, vienen dadas por:

Xx=t-sent , y=1- cost

con t variando de 0 a 2o, es decir, cuando € circulo generador da una vuelta
completa sobre si mismo. Por tanto, la longitud de un arco de la cicloide
sera

2p 2p 2p
L=/x2+y?dt= /(- cost) +sen’t dt=)/201- cost) =
0 0 0

2 dt P2 dt
= (P 4se|12(t/2)7 =4 (‘)sen(t/2)7= - 4fcod(t/2)] "= 8
0 0
] 2n
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Notemos que, s € radio del circulo que genera a la cicloide es en generd
diginto de uno, R # 1, entonces la longitud de un arco de la cicloide viene
expresadacomo L =8R

. . . .1 X=acost
3) Cacular lalongitud de la €lipse de ecuaciones paramétricas. |
1y =bsent

donde  pardmetro t variaentre Oy 2p (a > b).
Solucioén:

Debido a la smetria de la eipse centrada en € origen con respecto a los dos
ges coordenados, calcularemos la cuarta parte del arco, es decir, la longitud
del arco que corresponde a la variacion del parametro en e primer cuadrante,
desdet= O hasta t = p/2.

=}

[

p/2 pl2
= O/a’sen’t +bcos’t dt=a /1- kcos’t dt
0 0

N

donde k =

\[az _ b2 Py 1
—a .
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p/2

Por lo tanto, L =4a () /1- k%cos?t dt.

0
Esta integral no la podemos expresar mediante funciones elementales, y se
puede calcular Unicamente por medio de métodos de cdlculo numérico por
gproximacion (por gemplo, utilizando la formula de Simpson).

Observacién

Si tenemos una curva en e espacio, dada por sus coordenadas paramétricas
x=]@®),y=y(@®),z=q(t) (@ £t £ b), lalongitud de uno de sus arcos se define
(de manera similar que para una curva plana), como € limite d cual tiende la
longitud de una linea quebrada inscrita cuando la longitud de su lado mayor

tiende a cero. S las funciones j (t), y (t), q(t) son continuas y tienen derivadas
continuas en [a, b], entonces la curva tiene una longitud determinada (es decir,
exise € limite indicado arriba), que se calcula mediante la férmula

L= Gy O+ q [ o

Admitamos este Ultimo resultado sin demostracion.
Ejemplo
Calcular la longitud de un arco de la hélice cuyas ecuaciones en
paramétricas vienen expresadas como
Xx=acost , y=asent , z=amt
y donde & parametro t variaentre Oy 2p.

Solucioén:

Cdculamos las diferencidles de las tres variables en términos de la
diferenciad del parametro:

dx=-asentdt , dy=acostdt , dz=amdt

Por lo tanto, sustituyendo en laformula
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2p 2p
L= ¢y/a’sen’t +a’cos’t + a’m? dt = a 1+ m? dt = pay1+m?
0 0

8.7. Calculo delalongitud de curva en coordenadas polares

Volver
indice Sear = f(q) la ecuacion de una curva en coordenadas polares, donder es

e radio polar y gd angulo polar. Escribamos las formulas de paso de
coordenadas polares a cartesianas.

X=rcosg , y=rsenq
Al sudtituir r por su expresion, en funcién de g, obtenemos las ecuaciones:
= f(g)cosg , y = f(g)seng
Estas ecuaciones se pueden considerar como las ecuaciones paramétricas

de la curva y aplicar @ resultado anterior para € céalculo de la longitud de un
arco de curva. Halemos, para €llo, las derivadas de X, y respecto del parametro

G
o= fdakosa- flaena. = 1 da)ena+ flakosa P
“g;—qg &"9;—2 = [fa]* +[f(Q))* =r € +r?
L= :‘)\W dq
Ejemplos a

1) Hdlar lalongitud del circulo r = R = constante, con t variando entre 0y 2p.
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Solucioén:

Ak

2) Calcular lalongitud delacardioide r =a (1 + cosq).

Solucioén:

2a

r'=- aseng; por lo tanto,
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ds = ~/a?(L+ cosg)? +aZsen?q dq=a4/2(L+cosq) dg= 2a cos(g/2) dg

orientando la curvaen € sentido delos q crecientes, para 0< q < p.
Se puede hacer variar g de 0 a p, y doblar para tener la longitud total, porque
la curva es simétrica respecto a ge OX. Asi,

L=2 FE‘)’Zacos(q/ 2) dg = 8a [sen(g/2)] | = 8a

8.8. Calculo del volumen de un cuerpo

Dado un cuerpo T, supongamos que se conoce e area de toda seccién
arbitraria de este cuerpo por un plano perpendicular a ge OX.

drawdrd
AX))

T -

(R Ci]

Volver
Indice

AX
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Este area depende de la posicion del plano secante, es decir, es funcion
dex, A= A(X).
Supongamos que A(xX) es una funcion continua de X, y caculemos €

volumen del cuerpo dado. Tracemos los planos X=X, =a, X=X,...,
X=X, =b. Estos planos dividen a cuerpo en franjas. En cada intervalo
X_, £ X £ X, dijamos un punto arbitrario ¢, ,y paracadavaordei =1, .., n
construyamos un cuerpo cilindrico cuya generatriz sea paraela d ge OXy se
apoye sobre € contorno de la seccion del cuerpo T por  plano x = ¢, . H
volumen de ta cilindro elemental, con € &rea de la base igud a A(c,) (con
X, £ ¢ £ X), yladtura Dx, esigud a A(c,) DX, . El volumen totd de
todos los cilindros es:

v, =& Alc)Dx

i=1
El limite de esta suma, S existe, cuando méx Dx, ® 0, se llama volumen
ddl cuerpo dado:

4 A )Dx ® V, cuando max Dx ® O
i=1

Puesto que V. representa, evidentemente, una suma integra

correspondiente a una funcién continua A(X) en @ segmento a £ x £ b,
entonces, € limite indicado existe y se expresa por laintegral definida

b
V= (‘)A(x)dx

Ejemplo

X2 y2 Z2
Cdcular e volumen del eipsoide — + “—+ —
a

b c2:l
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z
®
¥
Solucion:
La seccién del dipsoide cortado por un plano paradelo d plano OYZ que se
. . L . 2 7 x?
encuentre a la distancia x de éste Ultimo da la elipse % +—=1-— 0,
C a
equiva entemente,
y’ 2
e [0 e[ <u
df1- 2o &fi- 2
e! ag &' ag
2 2
de semigjes b= by1- X—2 , C,= C41- %

Pero, como el éreade dichaelipse esigud a pb,c,, entonces,

I-I-O

W2 &
A(x)=pbc§i-—25

a

Q

De donde se sigue que € volumen del ipsoide ser&
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X 0 é *u
V=pbc (g —sdx=pbc ax- X—Zu = —pabc
£ g e °ag,

Notemos que s a = b = c, entonces € dipsoide no es nada més que una

esfera, de volumen V = gpa3.

8.9. Calculo del volumen de un cuerpo de revolucion

S unaregion R en @ plano OXY se hace girar en torno a un ge del plano,
generard un sdlido Ilamado sélido de revolucion.

8.9.1. Método de discos

Consideremos e cuerpo de revolucion engendrado por un trapecio
curvilineo a girar drededor del e OX. En este método supondremos que €
trapecio esta limitado por la curva y = f(x) continua en € intervalo [a,b], € ge
OX, y las rectas verticdes x = a, x = b. Bgjo estas hipétesis, toda seccion
arbitraria del cuerpo por un plano perpendicular a ge de abscisas es un circulo

dedrea A=py’=pI[f(x)]°>.

y=1lx]

(or4

~

g s O

Aplicando la formula genera vista en @ apartado anterior para € cdculo
de volumenes en general, en este caso particular obtendremos la férmula del
método Ilamado de discos:
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b b
V = paydx = pg f (x)])° dx

Ejemplo
Hallar € volumen del cuerpo de revolucién engendrado por la rotacion de

la catenaria y=g(ex’a +e‘x’a) drededor del gle OX, en d intervdo
comprendido desde x =0 hastax = b.
Solucion:

La catenaria es una funcion continua para todo nimero rea que toma
valores positivos S suponemos que a > 0. Por tanto, podemos aplicar e méodo
de discos para calcular € volumen que se pide:

o

b 2
; 2 a )
dex/a+e x/a) dX: p 4 e2x/a+2+e2x/a)dX:

o
o

a’ éa a Vi a’ azb
2fa 4 oy . _e-2>§/al;| _p (ezb/a ) e—2b/a) p

R 4+ —
4 8 2° H 8 2
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O

=0 ¥=h

Nota

El método de discos se puede enunciar también cambiando los papeles de
las variables x e y; es decir, d volumen dd sdlido de revolucion generado por la
region plana limitada por la gréfica de x = g(y), d ge OV, y las rectas
horizontdes y = ¢, y = d, d girar drededor del propio ge QOY, vendra
expresado por:

8.9.2. Método delas arandelas

Consideramos ahora € caso en que la region acotada por las rectas
verticAles X = a, x = b y por las gréficas de dos funciones continuas y = f(x),
y = g(x), con f(x) 3 g(x) 3 O paratodo vaor de x en d intervao [a,b], gira
alrededor del ge OX. Entonces, s g(x) > 0 en todo € intervao [a,b], & sdlido
tiene un hueco o agujero central.

El volumen V puede calcularse aplicando € método de discos anterior,
restando el volumen del sdlido generado por la region pequefia del volumen
generado por la regién mas grande.

v = pddf (P ax- pfalFax = pf t OF - [l o
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Andogamente, como en € méodo de discos, se pueden cambiar los
papeles de las variables s se hace drededor del e OY.

Ejemplo
Calcular € volumen del sdlido de revolucion engendrado por la rotaciéon de
laregion encerrada por las gréficas y = NS y = x?, drededor del gje OX.

Solucion:
y=xC
_, 12
(1) 4
-
(0.0 o
Ve p g e p &€ XU Lo 3
P P& 5e TP 5, 10

8.9.3. Método de las envolventes cilindricas (cortezas)

Volver
El volumen de una envolvente cilindrica de radio exterior r,, de radio

indice
interior 1, y dturah es:
+r.

I
prih- prih=p(r,+r)(r,- n)h=2p %(rz ~o)h

r,+r . .
=2 _1 d radio medio de la corteza. Entonces, & volumen de la

Sea

corteza es:
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V = 2prhDr

Sea y = f(X) continua y no negativa en € intervalo [ab] para 0 £ a < b.
Entonces, € volumen de sdlido de revolucion generado a girar la region
acotada por la gréficade y = f(X), las rectas verticdes x = a, x=b, y d ge OX,
alrededor del ge QY, es:

b
V = oRpxf (x) dx

oy

0

y=1lx]

Ejemplo
Obtener & volumen V del sdlido formado haciendo girar la region limitada
por Iasgréficasdey:«/;,yzo, x= 4, entorno a ge OY.

Solucion:

4
V=2p ox/x dx=2p é[xf’/z];‘ = @
0
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o
(d\j : 112

I y=x
|
|
|
|
! y=0

w=d

Volver 8.10. Célculo del &realateral de un cuerpo de revolucion

Indice Dada una superficie engendrada por la revolucion de la curva y = f(x)
alrededor del ge OX, calculemos € &rea latera de esta superficie de revolucion
end intervao a£ X £Db.

Supongamos que la funcién y = f(x) es continua y tiene derivada continua
en todos los puntos del intervalo [a,b].

Tracemos las cuerdass AM,, M, M,, .. .M ,B, cuyas longitudes
designamos por DS, DS,, ..., DS, . En su rotacion, cada cuerda de longitud
DS (i=1, ..., n) describe un tronco de cono, cuya superficie lateral es:

Yty

DR = 2p 222D

2
Pero, DS = +/(Dx)* +(Dy, )} = 1+ )
Aplicando €l teorema de Lagrange, obtendremos:

Dy _ £0)- 0] _ g

- - C)’ X, <C <X

D>ﬂ X = X I

Por tanto:
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DS

i félc)ox pooR=2p 2N 117 (c) Dx

La superficie descrita por lalinea poligona esigua a

[£6.)+ 10 72 (0) o n

extendida a todas las cuerdas de la poligona. El limite de esta suma, cuando €
lado mayor de la poligona tiende a cero, se llama érea lateral de la superficie
de revolucion.

El proceso seguido se puede observar en la siguiente figura, donde se ha
dibujado un sdlido de revolucion particular, que nos sirve para ilustrar
facilmente € desarrollo seguido para la obtencion de la féormula
correspondiente.

Y

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es



178 Introduccion al calculo integral

Notese que la suma anterior no es una sumaintegral de lafuncion
2p f(x)4/1+ £2(x) @)

puesto que en € sumando correspondiente al intervalo [X_,,X;] figuran varios

puntos del mismo, a saber, X_,, X;, C,. Sin embargo, se puede demostrar que

e limite de la suma (1) esigud a de la suma integra de la funcién (2), es
decir:

P® pén‘[f(xi_l)+f(xi)] 1+ f'?(c) Dx , cuando méaxDx, ® O

P® pé’i 2f(c )1+ f%(c) Dx, cuando méaxDx ® O

i=1
Por tanto, la superficie lateral buscada, que denotaremos por S, es:

b

S, =2pOf () 1+ £2(x) dx

Nota

Esta es laformula para € céculo del realateral de un sdlido de revolucion
cuando se rota la region limitada por la gréfica de y = f(x) (continua'y con
derivada continua en [a,b]), € ge OX, y las rectas verticaes x = a, X = h
arededor del ge OX. S se hace  mismo céculo girando la misma region
arededor del ge OY, laformula correspondiente es.

b
S, = 20(K1+ £2(x) dx

a la cua se llega sguiendo un proceso smilar ad desarrollado en e caso
anterior, considerando ahora € tronco de cono que se genera en la rotacion
alrededor del ge OY con bases perpendiculares a propio ge QY, y cuya
generatriz coincide con ladel caso anterior.
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Ejemplos

1) Determinar la superficie lateral del paraboloide engendrado por la revolucion
drededor del e OX del arco de la pardbola y*= 2px, correspondiente a la
variacion de x desde x = O hastax = a.

Solucioén:
¥ =2px p=0
) Y
i
|
x=a

x=10

2px, y¢—— 4/1+y \/ 2p \/2x+p

S=2p ()/2px 2X2:r(p dx= ZpJ_ 2x+ p dx=
0

= 2p§\/6§(2x+p)3/219a_ DJ_ [2a+p 3/2J

2H, 3

Notese gque solo se ha elegido la parte superior de la pardbola para cacular la
superficie latera del solido engendrado, ya que a girar una vueta entera
arededor del ge OX genera d solido completo. S consideramos la pardbola
entera, obtendriamos, obviamente, e doble de dicha superficie lateral.

Por ultimo, nétese que, s p < 0, @ sdlido engendrado es e mismo, sdlo que
colocando la pardbola en la otra parte dd plano. Por tanto, se puede
considerar sin pérdida de generalidad € caso en que p > 0, como se ha
hecho.
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2) Cdcular lasuperficie lateral de un cono.
Solucion:
La ecuacion de la curva que engendra un cono girando arededor del ge OX
es la de unarecta de ecuacion y = ax, donde
: R R
a = pendiente = tga :F’ y¢:a:F.

Asi:

h h 2 2 2 h
S= c‘)’Zpy 1+ y2 dx = (‘)2pr /1+R—2 dx= ZpBJh;ZR (‘)XdX
o o h h h h o

como L= vh®+ R® eslalongitud de lageneratriz del cono,

h
éx*u _ 2pR, h?
oL e—g= = L-—=pRL
e §28" e 2"

S= 2pR

W=
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8.11. Calculo del trabajo mediante laintegral definida

Supongamos que, bajo € efecto de una fuerza F, € punto materiad M se
desplaza a lo largo de larecta OS'y que la direccién de la fuerza coincide con la
de movimiento. Se desea determinar € trabgjo producido por la fuerza F d
desplazar € punto M desde la posicion s= a hastalaposicion s= b.

1) S F esconstante, € trabgjo W se expresardcomo W= F(b - a).

2) Supongamos que F varia de forma continua en funcién de la posicién del
punto material, es decir, es una funcion F(s), continua en & segmento
a £ s £ b. Dividimos d intervao [a,b] en n partes arbitrarias de longitudes

Ds,, Ds,, ...Ds,. Elegimos en cada segmento parcial [S_;,S ] un punto
arbitrario Cc, y sudituimos € trabgo de la fuerza F(s) en € camino
Ds, (i =1,...,n) por € producto F(c,)Ds. Esto significa que en cada
intervalo parcial admitimos como constante la fuerza F, es decir, F = F(C,).
En tal caso, la expresion F(c,)Ds para Ds suficientemente pequefio daréa
un valor aproximado del trabgjo de la fuerza F alo largo del camino Ds,,y
lasuma
W,= 3 Flc)Ds
i=1
serala expresion aproximada del trabajo de lafuerza F en todo [a,b].

Es evidente que W, representa una suma integral de lafuncion F = F(s) en

e intervalo [ab]. El limite de esta suma cuando maxDs ® O existe y

expresa e trabgjo de la fuerza F(s) alo largo del camino desde @ punto s=a
hastael s=b. Asi:

W:(‘j:(s)ds

a

Ejemplos

1) Lacompresién S de un muelle helicoida es proporciona a la fuerza aplicada
F. Cacular € trabgjo de la fuerza F a comprimir € muelle 5 cm, 9 es
preciso aplicar unafuerza de 1 kp paracomprimirlo 1 cm.
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2)

Solucioén:

Segln la hipdtesis, la fuerza F y € desplazamiento s estan ligados por la
ecuacion F = k s, donde k es una constante. Expresamos s en metrosy F en
kilopondios. S s = 0,01, entonces F = 1, es decir, 1 = k 0,01, de donde
k =100, esdecir, F =100 s.

Aplicando laférmula anterior se tiene

0.05 , 2[]005
W= 01005ds 100 e?u = 50 (0,05) = 0,125 kpm
e< U

Lafuerza F de repulsion entre dos cargas eléctricas ¢, ¢, del mismo signo,

dispuestas a una distancia r, se expresa mediante la formula F = k ql—?z
r

donde k es una constante.

Determinar € trabgjo de la fuerza F para desplazar la carga , desde €

punto A, gque se encuentra a la distancia r, de q,, d punto B, que se hallaa

ladistancia r, de Q.
Solucion:

Supongamos que g, se encuentraen & punto O tomado como origen. Asi:

_ % G0, é10’ &l 106
W= d<r—22dr— - kﬂunga = koﬂnga- i

¥
Para r, =¥, setiene W= d(ql—?zdrz K 39
r N

S, ademés, q,= 1, tenemos W = K S (potencia del campo creado por la

n

carga ).
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8.12. Coordenadas del centro de gravedad

Dado en d plano OXY un dSsema de puntos materiaes

Pl(xl,yl), Pz(xz,yz), - Pn(xn,yn), Cuyas masas son respectivamente m,,
m,, .., m,,losproductos X, m e Yy, m se llaman momentos estéticos de la

masa M, respecto alos ges OYy OX.

Designemos por X, Y, las coordenadas del centro de gravedad (baricentro)
del sistema dado. Estas coordenadas se calculan mediante las férmulas.

n

A xm
) XMt tXm, a @
m+..+m, é m
i=1
A ym
y - ylm+"'+ynmn - |a:.1 (4)
¢ ..+ 8
M-t g m

i=1

Utilizaremos estas formulas para buscar los centros de gravedad de
diversos cuerpos y figuras. Se demuestra que, S un sistema de puntos se puede
subdividir en un cierto nimero de partes diguntas, su centro de gravedad se
obtendrd a partir de los centros de gravedad de las partes materiales, cada una de
las cuales esta afectada por la masa total de la parte correspondiente.

8.12.1. Centro de gravedad de una curva plana

Supongamos que la ecuacion y = f(x), a £ x £ b, define una curva material
AB. Sea d la densdad lined (masa de la unidad de longitud de la curva dada,
gue supondremos igua en todos los puntos de la curva) de esta curva materidl.

Dividimos la curva en n partes de longitudes Ds , ..., Ds,. Las masas de estas
partes serén iguades a los productos de sus longitudes por la densidad lineal
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Dm = d Ds,. Tomemos un punto arbitrario de abscisa ¢, en cada porcion de la
curva Ds,. Tomando en cada Ds un punto materid PJ[c,, f(c,)] de masa
d Ds y sustituyendo en las formulas (3), (4) X;e Y, por los vdores c,, f(c,),

asi como m por d Ds,, obtendremos las férmulas aproximadas para determinar
el centro de gravedad de la curva

acdbs a flc)dDs

XC » Izln— yC »i:ln—
a dbs a d Ds
i=1 i=1

S lafuncion y = f(x) es continua, a igual que su derivada, entonces las
sumas del numerador y del denominador de cada fraccién, paramaxDs, ® O,

tienen sus limites iguales a los limites de las sumas integrales correspondientes.
De este modo las coordenadas del centro de gavedad de la curva se expresan
por medio de las integrales definidas:

b b b b

OKds  Ox+/1+ 12 (x) dx Of (x)ds  yf (x) 1+ 2 (x) dx
Xc —_ ab —_ ab , yc — a - — a -

s 1+ 7 (x)dx (¥s N1+ 2 (x) dx
Ejemplo

Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la semicircunferencia
x?+ y?=a?, dtuadapor encimade ge OX.

Solucion:

7y X 14 \9y)

- X , = 2 =7 0

a
=+a - ———, ds= dx = ——=0dx
! dx  a*-x° (dx)® N
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a()i a
_ _-a Ja? - x? [ va?- x la -0
A dx [arcsen (x/a)% P
A0——
ava® - x?
Na? - xE——2 dx .
y. = -8 az-x2 _[ax]% _2a?_ 2a
: pa pa  a p
Volver 8.12.2. Centro de gravedad de unafigura plana

indice Supongamos que la figura dada, limitada por las curvas y = fl(X),

y= fz(x), y las rectas verticales x = g x = h representa una figura plana
materia. Consideremos que la densidad superficia (masa de una unidad de érea
de la superficie) es congtante e igua a D en toda la figura. Dividimos la figura

dada mediante las rectas X=X, =a, X=X, .. , X=X =b, en bandas
paralelas cuyas anchuras son Dx,, Dx,, ..., DX, .
Y 4
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La masa de cada banda sera igua a producto de su area por su densidad
superficia D. Al sustituir cada banda por un rectangulo de base Dx y dtura

f,(c)- f,(c), donde Ci:X"l;Xi, la masa de esta banda serd

aproximadamente igua a
Dm=D [f,(c)- f,(c )] Dx, i=12..n.

El centro de gravedad de esta banda se encuentra, aproximadamente, en €
centro del rectangulo correspondiente:

(y),= f,(c)+ f.(c)

(xi)C: G, >

Localizando la masa de cada banda en su centro de gravedad, encontremos
el vaor aproximado de las coordenadas del centro de gravedad de lafigura

"4 olt(e)- o
§ el bledofr o) 1)l
Yer Sy
iao:.lD[fz(Ci)' fl(cl )]DX|

Pasando a limite cuando Dx, ® O, obtendremos las coordenadas exactas

del centro de gravedad de la figura dada, convirtiéndose las sumas finitas en
sumas integrales:
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d[f (9- £,(x)] o E;Mhz(x)- £ (o
X, = , Y. =2

df , ()] ox df L(x)] ax

Estas formulas son vdlidas para toda figura plana homogénea (es decir,
aquella con densdad constante en todos sus puntos). Como vemos, las
coordenadas del centro de gravedad no dependen ck la densidad D (pues se ha
eliminado en € caculo).

Ejemplo
Determinar las coordenadas del centro de gravedad del area encerrada por
lapardbola y?=ax, y larectavertical x = a.

Solucion:

VW =ax
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y.= 0, puesto que € segmento es simétrico respecto a ge OX.

8.13. Céculo de momentos de inercia mediante laintegra
definida

8.13.1. Momento de inercia de una curvamaterial

Dado en € plano OXY un sistema de puntos materiaes Pl(xl,yl),
P,(%.Y,), -, P,(X,.Y,), cuyas masas son respectivamente m,, m,, .., m_,

como sabemos por Mecanica, e momento de inercia de un sistema de puntos
materiaes respecto a punto 0 se determina del modo siguiente:

|o:601n(>§2+)’i2)mi 0 |o=énri2mi con r’=x’+y> (5

=1 i=1l

Sea la curva AB dada por su ecuacion y = f(x), a £ x £ b. Supongamos que
esta curva es materid y que su densdad lineal es constante e igua a d.

Dividamos una vez mas lalineaen n puntos de longitudes Ds, ..., Ds, , donde

D5 = (D%} +(0y,]

Las masas de estas porciones son iguaes a los productos de sus longitudes
por la densidad linedl, es decir, Dm = dDs,. Tomemos un punto arbitrario de

abscisa C, en cada porcion de la curva. La ordenada en ese punto seréa

p,= f(c,). El momento de inercia de la curva respecto del origen O serg,
aproximadamente, segun (5):

o » & (c2 + p?)Dm ©)

i=1
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S lafuncion y = f(x) y su derivada f ‘(x) son continuas, paraméxDs, ® O,
la suma (6) tiene limite, que se expresa como una integra definida,
determinando € momento de inercia de la linea materid:

I0=d‘x2+f(x)2] 1+ ' (x)? dx @

a

8.13.2. Momento de inercia de una barrahomogénea de longitud L
respecto a su extremo

Colocamos una barra de longitud L sobre € ge OX, de ta forma que uno
de sus extremos coincidacon € origen (0 £ x £L). En este caso

Ds=Dx, Dm=dDx, r’=x’

Laformula (7) tomalaformade:

L L3
l, =d()dx=d— )
o 3
Volver Si conocemos la masa M de la barra, entonces la densidad linea se puede

indice M
expresar como d = T y (8) se transforma en:

1
I0=§ME )

8.13.3. Momento deinerciade unacircunferencia materia deradior
respecto al centro

Puesto que los puntos de la circunferencia se encuentran ala distancia r del
centroy sumasaes m= 2p r d, entonces.

l, =mr?=d2pr® (10)
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8.13.4. Momento deinercia de un circulo homogéneo deradior
respecto al centro

Sea d la masa de una unidad de &ea del circulo o densidad superficial.
Dividamos € circulo en n anillos. Consideremos uno de esos anillos. Sea r; su

radio interior y r;+ Dr, su radio exterior. La masa Dm, de este anillo, calculado

un error infinitésimo de orden superior a Dr,, sera Dm=d 2p r; Dr,. En virtud

del apartado anterior, & momento de inercia de su masa respecto a centro sera
aproximadamente igua a

(Dl,)»d2pr, Dr,r,2= d2p r?Dr,

El momento de inercia de todo € circulo, considerado como € conjunto de
todos los anillos, se expresara mediante:

l, :én_ d2pr?® Dr, (11)

i=1

Pasando a limite, para maxDr, ® 0, obtendremos e momento de inercia
del &readel circulo respecto a su centro:

4

R
I0:d2p(‘jsdr=pd7 (12)
0

Si conocemos la masa M dd circulo, entonces, la densidad superficid d se

puede expresar como d =

5

Introduciendo este vaor en (12), obtendremos en definitiva

RZ
lo =M=
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Ejercicios propuestos para el calculo de areas

D

2)

S

4)

6)

2

Calcular € &ea de la figura limitada por la pardbola 'y :XI, las rectas
verticales x =1, x =3y & ge OX.
Solucion: A:%?’

Calcular € area de la figura limitada entre la curva 'y = x(x- 2)(x- 4),
lasrectas verticales x=1,x =3y d ge OX.

Solucion: A:%

Calcular € &rea de la region limitada por la pardbola y = 4x- X* y d ge
OX.
Solucién: A= 33—2

Cdcular e é&ea de la region limitada por la curva de ecuacion
y=x%- 6x* +8x y d ge OX.
Solucion:  A=8

Cdcular € &rea de la figura limitada entre la curva X =-y*- y+2, las
ordenadas y=-1,y=0y d geOY.

Solucién: A= %3

Cdcular € &ea de la figura limitada por la curva X =Yy* +4y y d de
ov.
Solucion: A= %
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9)

9

10)

11)

12)

13)

Cdcular @ &ea de la figura limitada por las pardbolas y* =4x,
x? =4y.

Solucién: A= %

Cacular € &ea comprendida entre las pardbolas y =6X- X°,
y=x- 2X.
Solucioén: A:%

Cdcular & &rea de la superficie limitada por la pardbola  y? = 2x, € ge
OXylasrectas x=0,x=1

Solucién: Azg«/f

Calcular € areade un circulo de centro € origeny radio R.
Solucion: A= pR?

2 2
Calcular ¢ &ea de la region limitada por la hipérbola = - Z—Z: lyla
a

recta x = 2a.
Solucién: A= ab(2y/3+Log(2- +3))

Cadcular € &ea de la supeficie limitada por la curva de ecuacion
y=x*-5x+6 yd geOX, cuandoy esnegativo.

Solucion: A= %

Cacular @ &rea de la superficie comprendida entre la curva de ecuacion
y = x? y larectade ecuacion y = 2x.

Solucion: A= ﬁ
3
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14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

Hallar € area de la region limitada por las funciones f(x) =2-x*y
g(x)=x.
-, _9
Solucion: A=—
2
Cdcular & é&ea de la region limitada por la pardbolas X =-2y?,
X =1- 3y?.

Solucion: A= ﬁ
3

Las curvas de las funciones seno y coseno se intersecan infinitas veces,
dando lugar a regiones de igual &ea. Cacular € area de una de dichas
regiones.

Solucién: A= 2+4/2

Cacular € é&ea de la region limitada por las gréficss x=3- y?,

y=x-1.
Solucion: A:g
2
Hallar e érea de la figura comprendida entre lacurva y=4- x* y d ge

OoX.

Solucion: A= %

Halar € &ea de dominio limitado por una semionda de la sinusoide
y=senx y e ge OX.
Solucion: A=2

Calcular € &rea de la figura comprendida entre la pardbola 'y = 2x- X* y
larecta y=- X.

Solucion: A= 2
2
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21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)
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Cdcular € &ea de la figura comprendida entre las pardbolas  y = x?,
2
:x? y larecta y = 2X.

Solucién: A=4

Hallar e érea de la figura limitada por lacurva y=x%, larecta y=8yd

geOY.
Solucién: A=12

Halar & &ea del dominio comprendido entre las pardbolas  y* = 2px,
X? =2py.

Solucioén: Azg p?

Halar & &rea tota de la figura limitada por las curvas 'y =x°, y = 2X,
y=X.

Solucion: A:§

2

Cdcular € 4rea de la figura limitada por lacurva y® = x, larecta y=1y
lavertica x =8.

Solucion: Azl—z

Halar e &rea de la figura limitada por la catenaria Yy =§(e’¢a re?),

losgesOX, OYy larecta x =a.
2

Solucion: Aza—(e2 - 1)
2e

Cdlcular € &rea de la figura limitada por las curvas y=¢€*, y=€* yla
recta x=1.
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28)

29)

30)

31)

32)

33)

Solucion: A= e+1- 2
e

Cacular € area del recinto formado por los puntos & , y) que verifican:
x?+y? £36, y* 3 9x.
Solucion: A=24p- 33

Calcular el 4realimitadapor lascurvas x2 +y? =9, (x- 3 +y?=9.

Solucién: A=6p - gﬁ

Cadcular € &ea en e primer cuadrante limitada por las curvas

x> +y? =3, y:%xz,x:%yz.
& 0
Solucion: A:£+§ arcsen\/g-arcsenij
3 2% 3 35

- XLogx
e +1f
Log2

Solucion; A=———
4

Calcular € &rea encerrada por la curva y = e ge OX, end

semiplano y 2 0.

3
Calcular € area comprendidaentrelacurva y = % y e ge OX.
X°+a

Solucion: A=a’p

> Y sus asintotas.

Calcular e &eacomprendida entrelacurva y® = 1

Solucién: A=4
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34) Tomando un punto M (xO , yo) en € primer cuadrante que pertenezca a la

2 2
elipse X—2+§=1, con a > b, demostrar que € sector de la dipse
a
limitado por € semige mayor y e segmento que va desde € centro
geométrico de la dipse hasta & punto M tiene &ea igud a

= @arccosﬁ = ﬁarcsenﬁ.
2 a 2 b
35) Hdlar & vador del parametro a para que € recinto limitado por € ge OXy
la curva 'y =cosx, cuando x varia en € intervalo [O, p/2], quede dividido

en dos partes con lamisma area por lacurva y = asenx.

Solucion: a=E

4

36) Cacular e &ea de la €elipse dada por sus ecuaciones paramétricas
i X = acost
1y =bsent”

Solucion: A= abp

37) Cdcular € aea comprendida entre € ge OX y un arco de la cicloide
i x=alt - sent)
ty=all- cost)’
Solucion: A= 3pa’

1 x = acos’t
38) Halar d &eadelafiguralimitada por lahipocicloide | 5 -
Ty=asen't

Solucion: A= g pa’

39) Hallar el &reaencerrada por larosadetres pétalos r = acos3q.

Solucion: A= % pa’
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40)

41)

)

43)

44)

46)

47)

Halar € &eadd dominio limitado por un bucledelacurva r = asen2q.

Solucion: A= é pa’

Hallar € areadel dominio limitado por lacurva r = acosq.

Solucion: A= % pa’

Hallar € areadd dominio limitado por lacurva r = acos2q .

Solucion: A= % pa’

Hallar € areadel dominio limitado por lacurva r = cos3(.

Solucion: A= P
4

Hallar € areadd dominio limitado por lacurva r = acos4q .

Solucion: Azlpa2

2

Cadculaa € &ea totd ded dominio limitado por la cardioide
r =a(l- cos).

Solucion: A:gpa2
Cdcular € é&ea totd dd dominio limitado por la cardioide
r = a(l+cosq).

Solucion: A:gpa2

Calcular e &eaencerradapor lacurva r =2+ cosq.

Solucion: A= 97p
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49)

49)

50)

Cacular & area comun entre la cardioide r =1+cosq y d circulo
r =3cosq.

Solucion: A= 5—5

Calcular el &reaencerradaentrelascurvas r =3send, r =1+ cos.

Solucién: Azg(p- «/5)

Cacular e érea encerrada entre las dos cardioides r =1+cosq,
r =1- cosq.

Solucion: A:3p—2'8

Ejercicios propuestos para € célculo de longitudes de curva

D

2)

3

4)

Cacular lalongitud del arcodecurva 'y = 2%/, entre x=0,x =2,

Solucion: L =2—27(«/193 - 1)

X

Calcular lalongitud del arco decurva y =Log ex 1,entre X=2,x=4.
e+
8_
Solucién: L =-2+LogS "2
e -1

Cdcular la longitud del arco de pardbola y = 2Jx, desde x =0 hasta
x=1

Solucion: L =+/2+ Log(1+ ﬁ)

Cacular la longitud del arco de la curva y = Logx, desde X :«/5 hasta

x=+/8.
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Solucién: L=1+<Log>
2 72

5 Cdcular la longitud del arco de una pardbola semiclbica  ay® = x°,
comprendido entre e origen de coordenadasy € punto x = 5a.
Solucion: Lzﬁa
2
6) Hdlar la longitud del arco de la catenaria y =g(e’¢a re ),
comprendido entre € origen de coordenadasy € punto (xo,yo).
Solucién: L = %(e*ofa - o)
7) Hdlar lalongitud del arco delacurva y=1- Log(cosx), entre los limites
X=0 X= E.
+4/20
Solucion: L :lLogae2 ﬁj
2 %2-.25
_ .. ix=alt- sent)
8) Hadlar lalongitud de un arco delacicloide | :
1y=all- cost)
Solucién: L =8a
. 1 x=acos’t
9) Cdcular lalongitud delaastroide | . -
Ty =asent
Solucién: L = 6a
i x = e'cost
10) Hdlar lalongitud delacurva | . ,entre t=0,t=4.
Ty =€esent

Solucién; L = «/E(e“ - 1)

11) Calcular lalongitud delacardicide r = a(1+ cosq).
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Solucién: L =8a

12) Hdlar la longitud de la primera espira de la espiral de Arquimedes
r =aq, apartir de polo.

Solucion: L = ap1+4p? +2Log(2p+«/1+ 4p? )
13) Hadlar la longitud de la espird logaritmica r =e™, desde & polo hasta

punto (r,,9,)-
vV1+ a?
(I’ 0"~ 1)

a

Soluciéon: L =

14) Calcular lalongitud de la cardioide r = 2a(1+ cosq).
Solucion: L =16a
a%n%‘ﬂg.

15) Cdcular lalongitud delacurva r = .
e2g

Soluciéon: L = @

Ejercicios propuestos para € céalculo de volumenes

1) Cdcular € volumen engendrado por la funcion y=senx, da girar
arededor del ge OX, cuando € vaor de x variaentre Oy p.

2

Solucién: V = P

2

2) Cdcular d volumen engendrado por la funciéon y=senx, d girar

arededor del ge OY, cuando € vaor de x variaentre 0y p.
Solucién: V = 2p?
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3

4)

6)

8)

9

Halar e volumen de sdlido formado a girar la region limitada por la
gréfica de la funcion y =./senx y d ge OX, con O£ X £ p, arededor
del ge OX.
Solucién: V =2p
X2 y2
Calcular € volumen generado por la rotacion de la dipse _2+b_2 =1,d
a
girar drededor del gje OX.

2
Solucion: v = 3PaD

Cacular d volumen engendrado por la revolucion arededor del e OX del
érea plana comprendidaentre y=2x*,y=0,x=0,x =5,
Solucion: V = 2.500p

Halar d volumen dd solido formado a girar la regidon limitada por
y=2- x?,y =1, drededor del gje y = 1.

Solucion: V = 16_p
15

Cadcular & volumen engendrado d girar @ circulo  X? +(y- 8)2 =4,
arededor del ge OX.

Solucion: V = 64p?

Cacular & volumen engendrado por e &rea plana comprendida entre

y=-x"- 3x+6, Xx+Yy =3, d girar drededor del ge OX.

1.792p
15

Solucién: V =

La figura limitada por la pardbola y* = 4x y larecta x = 4 gira drededor
del ge OX. Halar e volumen del cuerpo de revolucion engendrado.
Solucioén: V =32p
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10)

11)

12)

13)

14)

19)

16)

Calcular é volumen engendrado por la revolucion alrededor de la recta
y = 16 del &ea planacomprendidaentre y =4x?,x=0,y = 16.
Solucién: V = 4.09p
15

Cacular € volumen engendrado por la revolucion arededor del e OY de
areaplana comprendidaentre 'y =€ < y=0,x=0,x=1

Solucion: V = p&- 29

e €g

Cdcular € volumen engendrado d girar la superficie limitada por la
pardbola semictbica y* =x°, d ge OX y larecta x = 1, drededor de ge
ov.

Solucion: V = it
7
El segmento de la recta que une €l origen de coordenadas con € punto (a,b)
giraarededor del ge OY. Hdlar e volumen del cono engendrado.
Solucion: V :%azb

El &rea limitada por las curvas y* = 2px, x = a, gira arededor del ge OX.
Hallar & volumen del cuerpo de revolucion engendrado.

Solucién: V = ppa’
La figura limitada por la curva y=X€ y lasrectas y =0, x = 1, gira

drededor dd ge OX. Halar d volumen del cuerpo de revolucién
engendrado.

Solucién: V =%(e2 -1)

La figura limitada por la hipocicloide x7* + y7° = a¥*gjra arededor del
gje OX. Halar e volumen dd cuerpo de revolucion engendrado.
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17)

18)

19)

20)

21)

Solucion: V = 32 pa’
105

I X = acost

Cdcular d volumen dd dipsoide de revolucion f
1y =bsent

, d grar
arededor del semige mayor (a > b).
Solucion: V :i:;rpab2

o . ix=alt- sent) _
La figura limitada por un arco de la cicloide | y d ge OX
1y=all- cost)
gira drededor ded ge OX. Hdlar € volumen del cuerpo de revolucién
engendrado.

Solucion: V =5p?a’

o . ax=alt- sent) _

La figura limitada por un arco de la cicloide | y € ge OX
ty=all- cost)

gira drededor del ge QY. Halar € volumen dd cuerpo de revolucién

engendrado.

Solucion: V = 6pa’

o . ix=alt- sent)
La figura limitada por wn arco de la cicloide |
ty=all- cost)
gira arededor de una recta que es paralela a e OY'y pasapor € vértice de
lacicloide. Hdlar & volumen del cuerpo de revolucién engendrado.

y € ge OX

Solucién: V :'O;gs(gp2 - 16)

: : . ix=alt- sent) _
La figura imitada por un arco de la cicloide | y € ge OX
iy =a(l- cost)
gira arededor de una recta que es paralela al gje OX 'y pasa por € vértice de
lacicloide. Hdlar & volumen del cuerpo de revolucién engendrado.

Solucién: V =7p?a’
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Ejercicios propuestos para €l calculo de areas |laterales

D

2)

3

4)

6)

Cdcular e é&ea laterd de la superficie engendrada por la revolucion

drededor del ge OX de la pardbola y? = 4x, entre los vaores x =0,
X=2

Solucién: S= 8-3'?(3«/5 -1

Calcular € érea latera de la superficie engendrada por la revolucion de la
curva y =X, entrelosvalores x =0, x = 3, arededor del ge OX.

Solucion: S= %(73&/730 -1

Halar & &area latera de la superficie obtenida por la revolucion de la
pardbola y? = 4ax, arededor del gje OX, desde @ origen hasta € punto
X =3a.

Solucion: S= 5?Espa2

Hallar  érea latera de la superficie del cono engendrado por la revolucion
de un segmento de larecta Yy = 2X, limitado por x =0, x = 2, arededor
del ge OX.

Solucion: S= 8p«/§

Halar € &ea laterd de la superficie de revolucion engendrada por €
circulo x2 +(y- b)> =a? (b > a) d girar alrededor del gje OX.

Solucién: S=4p?ab
El arco de la sinusoide y =senx, desde x =0 hasta x = 2p, giraarededor

del ge OX. Halar e &realateral del cuerpo de revolucién engendrado.
Solucion: S=4p|/2 +Logh/2 +1)|
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9)

9

10)

11)

12)

2 2

La dipse X—2+;’—2 =1 (a> b) gira alrededor del eje OX. Hallar e &rea
a
lateral del cuerpo de revolucion engendrado.
csen & 2_p20
Solucién: S=2pb® + 2pabar € Cdonde e= a—b%
a -
2}

Cacular € &ea laterd de la superficie engendrada por la revolucién

drededor del ge OY del arco delacurva X =Y, entre los valores y =0,
y=1

Solucién: S= 2—'[’7(10\/1_0 -1

Calcular € érea latera de la superficie engendrada por la revolucion de la
3
curva y= X? entrelosvalores x =0, x = 3, arededor del ge OX.

Solucion: S= %(82J8_2 -1)

Cdcular @ é&ea laterd de la superficie engendrada por la revolucion
. i x=a(2cost- cos)

arededor del ge OX delacardioide | .
1y = a(2sent - sen2t)

Solucion: S:%pa2

Hallar e area latera de la superficie del cuerpo obtenido por la revolucion

i x=alt - sent)

de un arco delacicloide |

, drededor ddl ge OX.
iy =a(l- cost)

Solucion: S= % pa’
Hallar € &rea latera de la superficie del cuerpo obtenido por la revolucién
i x=alt - sent)

deunarco delacicloide i

, drededor ddl ge OY.
iy =all- cost)

Solucion: S=16p*a’
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i x = acos’t
13) El agtroide | 3 gira drededor del e OX. Halar € érea latera

iy =asen
del cuerpo de revolucion engendrado.

Solucion: S= % pa’

i x=e'sent
14) Cdcular e area latera engendrada por la curva | . , d girar
1Yy =ecost
arededor del ge OX, entrelosvalores t=0, t= g
Solucion S:Z'O—g/i(ep - 2)

Ejercicios propuestos para € célculo de centros de gravedad

1) Cdcular las coordenadas del centro de gravedad del arco de la
semicircunferencia X* +y? =4,con y3 0.

Solucion: (xC ,yc) =(O,4/p)
2) Cadlcular las coordenadas del centro de gravedad del area encerrada por un
2 2
cuadrante de la elipse X—Z + = .
a® b?

Solucion: (xC ,yc) -ga by

é3p o

3) Cadcular las coordenadas del centro de gravedad del area comprendida

entre la pardbola y=4- x*, la pate positiva dd ge OX y la parte

positivade ge OY.

Solucion: (xc ,yc) = 8§§9

ed 5S¢

4) Calcular las coordenadas del centro de gravedad del érea comprendida
entre las pardbolas y? =x , X*> =- 8y

Solucion: (Xc’yc):@’ﬁg

e5 10 g
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t ¥
(‘)f(x)dx ® (‘)f(x)dx (t® ¥)

\ Y
\
O O 9w~
_¥ <\
t b O

O ()dx ® (¥ (x)dx (t ® b)

a
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Capitulo 9
Integrales impropias

Hasta ahora hemos redlizado todo € estudio sobre las integrales definidas
bajo dos hipétesis fundamentales, € hecho de que los limites de integracidn
eran finitos y la continuidad de la funcion a integrar, f(x), en € intervao de
integracion [a , b]. Cuando alguna de esas dos condiciones no se cumple, se dice
gue laintegra que resultaesimpropia.

Estudiaremos estos casos por separado, viendo como conclusion € caso
general en  que pudieran no cumplirse estas dos hipétesis ala vez.

9.1. Limitesdeintegracion infinitos

En este primer caso, supondremos que la funcion a integrar, f(x), esta
definida y es continua en un intervalo no acotado. Esta Situacion puede darse de
tres maneras digtintas. que € limite superior de integracion sea infinito, que d
limite inferior de integracién sea menos infinito, o que ninguno de los limites
de integracién sea finito. Veamos cada una de estas tres posibilidades:

¥ t
1) Sf(x) escontinuaen[a,¥) b Of (x)dx = !!@ry of (x) dx
t

donde ()f (x) dx esunaintegral definida

2) Sf(x) escontinuaen (-¥ ,a] b ¢f (x)dx =lim of (x) dx
-¥ t

donde ()f (x) dx esunaintegral definida.

t

3) S f(x) escontinua paratodo x real y a es un nimero real cualquiera:

¥ a ¥
Of () dx = f (x)ax + of (x) dx
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y cada una de las integraes impropias del miembro de la derecha, se
cacularan segiinlovisoen loscaso 1) y 2).

Es decir, en cudquier caso, para cacular una integra impropia, primero
pasamos a cacular una integral definida dependiendo de un pardmetro t que
haremos tender a més o menos infinito, segin e caso. Asi pues, € céculo dd
valor de una integra impropia se reduce a cdculo de manera consecutiva de
una integral definida y de un limite. Debido, precisamente, a la operacion del
cdculo dd limite de una funcion, este limite puede ser rea (convergencia) o
puede ser infinito (divergencid). Esta situacion da lugar a la siguiente
clasificacion en las integrales impropias. cuando los limites de 1) y 2) existan,
se dird que las integrales convergen; s no existen (son infinito), se dird que
divergen. En 3) la integral de la izquierda se dice que converge S y solo s
convergen las dos de la derecha (s una de dlas diverge independientemente de
laotra, también serd divergente lade laizquierda).

Ejemplos
1 | —+0—¥‘ o
- 249

0

El limite superior de integracion toma vaor no finito. Asi pues, segin € caso
1), tenemos:

+¥ t
L ox i ¢ dx
Oox2+9_t®+¥00x2+9

Caculamos primero la integral definida con limite de integracion superior
igud at:

Ldx L Y9
O+o” HyaF a1

o= ferctg(/3)] , = Sarctg/3)

Por udltimo, calculamos € limite cuando t tiende a més infinito de esta
funcion:
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210 Introduccion al calculo integral

2)

3)

t 32 6
Por tanto, | es convergente'y su valor es | :%.
- % dx
_¥: 1- X

El limite inferior de integracion toma valor no finito. Asi pues, segln € caso
2), tenemos:

% dx ~im % dx
_¥:«/1- X @ t:wll- X

Caculamos primero la integrd definida con limite de integracion inferior
igud at:

0 0
(‘)f—xz N1- x)'l/zdx:-z[(l- x)l/z]? =-24+2J1-t
¢ VI-X t

Por Ultimo, calculamos € limite cuando t tiende a menos infinito de esta
funcion:

Iim(— 2+2\/ﬁ):-2+¥ =¥

t® -¥
Por tanto, | esdivergentey suvaores | =¥ .

¥
I = &2 dx
-¥

En este caso los dos limites de integracion son no finitos. Asi pues, segun €
caso 3), separamos esta integral en suma de otras dos por un punto
cuaquieraintermedio, por gemplo, € cero:

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es


gonzález
Volver
caso 2)

gonzález
Volver
caso 3)


Integrales impropias 211

+¥ +¥

0(2 dx— O(Z dx+0<2 dx

Calculamos cada una de estas dos nuevas integrales impropias segun los
casos 1) 0 2). Por tanto:

0 0 62 0
0X2 dx—tl(énl@(Z dx--—tl(!)rrlg@a =

t

€ 1 2% U 1

= |Im" + a=-
t® ¥@ 2log2 2Log2f  2Log2
o= | “dx=- 2 i ¢2° U
ox2” méflldz x '5@'@&@50—
e 2 1 0 1

=limg
t® +¥@ 2Log2 2L092g 2Log2

1 1
Por tanto, | es convergentey suvaores | =- + =
2Log2 2Log2
Volver 9.2. Integrales con integrando que tiende ainfinito

Indice En este segundo caso supondremos que la funcion aintegrar, f(x), tiene una

discontinuidad infinita para adgun vaor en d intervalo de integracion cerrado y
acotado, [a , b]. Asi, tenemos tres posibilidades:

1) Sf(x) escontinuaen[a,b),y[f(X)|® ¥ ,cuando X® b~ , entonces.

b t

of (x) dx= lim of( ) dx
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t

donde (Of (x)dx esunaintegral definida

2) S f(x) escontinuaen (a,b],y [f(X)|® ¥ ,cuando x® a”, entonces:

b b

Of (x)dx=lim ¢)f (x) dx

t®a*

b

donde Of (x) dx esunaintegral definida.
t

3 S (X)) ® ¥,cuando x® c,cona<c<byf(x) escontinuaen todos
los demés puntos del intervalo [a, b], entonces:

b

b c
of (x) dx= of (x) dx+ of (x) dx

donde cada una de las integrales impropias del miembro de la derecha se
calculan segin lo visto en los casos 1) y 2) anteriores.

Al igual que en e caso en que aparecian limites de ntegracion infinitos,
para cadcular una integra impropia en cuaquiera de estas tres Situaciones
mencionadas, primero tendremos que cacular una integra definida
dependiendo de un pardmetro t que posteriormente haremos tender a valor red
donde se produce la discontinuidad infinita de la funcién a integrar. Asi pues, €
clculo dd vaor de una integra impropia se reduce de nuevo a caculo de
manera consecutiva de una integral definida y de un limite. También agui
diremos que las integraes impropias convergen § exisen (son finitos) los
limites anteriores, y se dird que divergen en caso contrario. En € caso 3) la
integral impropia de la izquierda se dice que converge S y solo S convergen las
dos de la derecha (3 una de ellas diverge independientemente de la otra,
también sera divergente la de laizquierda).
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Ejemplos

“ dx

D 1=0—
Volver 0V16- X*
caso 1)
La funcion a integrar en este caso presenta una discontinuidad infinita dentro
del intervalo de integracion en € punto x = 4. Asi pues, seglin e caso 1),
tenemos:

4‘ dX t

dx
O—=limg—
0V16- x> ©4 ;416- x°

Calculamos primero la integrd definida con limite de integracién superior
igud at:

‘" dx
00«/16 - x?

= 0L = [arcsn(/4] =
- (g2

= arcsen(t/4) - arcsen0 = arcsen(t/4)

Por ultimo, caculamos € limite cuando t tiende a 4 por la izquierda de esta
funcion:

lim (arcsen(t/4)) =

t® 4

N T

Por tanto, | es convergentey suvalores | = E .

2 dx
Volver 2 | = o—

caso 2) 1 VX-1

En este caso, la funcidn a integrar presenta una discontinuidad infinita dentro
del intervalo de integracion en @ punto x = 1. Asi pues, segin € caso 2),
tenemos:

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es


gonzález
Volver
caso 1)

gonzález
Volver
caso 2)


214 Introduccion al calculo integral

2 2
& O—=limg— &
4/ -1 w@r 4/ -1

Caculamos primero la integrd definida con limite de integracion superior
igud at:

2\ dX 2 12 e(X 1
1 d —e—' =201- vt-1
th-l dX " e ]/2 U, [ ]

Por ultimo, calculamos € limite cuando t tiende a 1 por la derecha de esta
funcion:

lim2- - 1=
t®1*
Por tanto, | es convergentey suvalores | = 2.

3) | = 403—‘ dx
Volver ) | = x- 1
caso 3) 0
En este caso, la funcidn a integrar presenta una discontinuidad infinita dentro
del intervalo de integracion en e punto x = 1. Asi pues, segin € caso 3),
tenemos:

A L dx +4\ dx
01 Q1 1@«/x-1

Cada una de las integrales del miembro de la derecha se calcula segin lo
visto para el caso 1) 0 2).

1 t
Oo—=limg— —|Ide )Y

/ 1 ter 4/ 1 ter
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Por tanto, | es convergentey suvalores | = g (%/5 - 1).

9.3. Observaciones alasintegralesimpropias

Observacién 1: Los casos que se han comentado en |os apartados anteriores
se han referido a situaciones simples. En generd, varias de esas Situaciones se
pueden producir a la vez en una misma integral. Es posible que en una misma
integral aparezca agun limite de integracion infinito y que la funcidn a integrar
posea una discontinuidad infinita en agin punto dentro del intervado de
integracion. Para determinar S converge 0 no esta integra impropia hay que
separarla como la suma de tantas integrales impropias como sea necesario, de
forma que cada una de ellas solamente posea un punto de impropiedad en algin
limite de integracion. Esta separacion, obviamente, se redizard a través de
puntos interiores del intervalo, en los cuales la funcion a integrar sea continua.
S convergen todas las integrales impropias en que se haya separado la integral
original, entonces ésta serd convergente. Si, a menos, aguna de dlas es
divergente, entonces también lo seralaorigind.

Ejemplos
6
nl=g dx :
- Y 4‘ X)

En este caso tenemos un limite de integracion no finito, junto con un valor
numerico, X = 4, en d cua la funcion a integrar presenta una discontinuidad
infinita. Asi pues, la descomponemos como sigue:
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° dx % dx +4\ dx +6\ dx
[ ZEINCINLS FRRVCIES FIRMCIES FRINE

donde se ha degido € punto interior x = 0, de continuidad de la funcion,
para separar laintegral. Calculemos cada una de ellas por separado:

0 0 0
O— X im =2 = lim g4 x)'zdx—llme_1u =
_¥(4_ X)2 ® ¥ “4- X)Z EE ©-¥84- xH,

1 el g_ 1

-2 = im 5 I|md4 x) %dx = lim&-— 2 U
Oa G gr KOy -XH
:“mae_19+1__¥+%__¥

t®484 tg 4

Como esta integral es divergente, no es necesario calcular la tercera integral
de la descomposicion, ya se que se concluye que | es divergente.

1
< Logx
T

0:«/1- X

Aqui existen dos vaores numéricos dentro del intervalo, x = 0, x = 1,end
cua la funcion a integrar presenta una discontinuidad infinita. Asi pues, la
descomponemos como sigue:

dx

y2
Logxd Logx "+ ! Logx 2

O ™ O < " O«

donde se ha elegido € punto interior x = 1/2, de continuidad de la funcién,
para separar la integrad. Vamos a calcular en primer lugar la integra
indefinida de la funcién:
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1 dx
u = Logx b du=—
dX=|l g X

X jav=(1-x)%dx b v=-2/1- x}

. Logx

<\_C:

e

J1- X
O ——dx

=-2Logx \/1- X + 2¢
X

Calculemos la nuevaintegra indefinida que nos ha aparecido aparte:

5@;zdx=h-x=t2pck=-ﬂd@=-2@£%;m=
:2é%ﬁéém:2pzqf%5=z-L@%;H+c:
=21- x- Log% +C=
=2J17§-Logﬁiﬁgzgf~+c:
= 24/1- x - 2Log‘1+ «/1-_x‘+Logx+C
Por lo tanto,

O—= 109)( dx =-2Logx+/1- x +441- x - 4Log‘1+ N1- X‘+ 2Logx +C=
V1- x

=F(x)+C

Asi, procedemos ahora a calcular las dos integrales impropias en que hemos
separado laintegrd origind |:
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2 2 | ogx
0_\/=dX: tl(i)rg! t()ﬂdx =

- 2Logxv1- X+4v1- X - 4'—09‘1+«/1-_X‘+2L0gx]:/2 =

= rE0. ||m[ 2Logt~1-t+4/1-t- 4Log|1+J1._t‘+2Logt]:

egt@O

= F(?_lQ- 4+ 4Log2

1 t

. Logx . Logx
dx=1lim dx =
]/9 J1- X t®1‘£ 1- x

2Logx+/1- X+ 4/1- X - 4LoglL++/1- X +2Logx]:/2 =

= lim|-
t®1°
=lim|- 2Logt J1- t +441-t - 4Log|1+«/ |+2Logt] FQ___
t®1
= FE0
e2g
Finamente, | =- 4+ 4Log2.

Observacion 2. Otra observacion importante que debemos hacer esta
dirigidaa error bastante frecuente consi stente en:

+¥ t

_(‘)f( x)dx = lim of( x) dx

t® +¥

La operacion correcta, como hemos comentado en la observacién 1, seria
realizar la separacion en dos integrales impropias de la forma:
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o (9 = &7 ox+ o b

donde a debe ser un punto de conti nwdad parala funC| on f(x). Cada una de estas
integrales impropias se calculara como en |os casos anteriores.

b b b
Observacion 3: La separacic’)ndf(x)+ g(x)) dx = Of (x) dx+ (‘}}(x) dx

a
s0lo se puede redizar en integraes impropias S son convergentes las dos
integrales de la derecha.

Observaciéon 4: Cuando existe un punto de discontinuidad infinita de la
funcion a integrar estrictamente interior a intervalo de integracion, hay que
llevar cuidado de partir la integra por ese punto. S no se procede de esta

2

manera, se puede llegar a resultados falsos. Por gemplo, sea | = O_ donde €

vaor de x = 0, edrictamente interior ad intervao, es € unlco punto de
discontinuidad infinita de la funcion a integrar. La manera correcta de proceder
seria:

- ax 2 dx
lx3 0 X3

O—Od lim fx-*dx= ||me—2@—|im"1u+1—-¥
X w0 O( @0 &- 281 wo 82t2H 2

Por tanto, | es divergente.
Si no nos damos cuenta de que es mpropia y la intentamos calcular como

definida, llegaremos a

o adx_é-lu_-1.1_3
O™ &, 8 2 8
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gue es bastante diferente a resultado correcto obtenido anteriormente.

Volver Ejercicios propuestos
indice
2
D)1= =Py ogl2+43)
0 |1- X2| 2
: 1
2) | = )’Logxdx=- =
) 9
9125 =P
0oV1- X2 2
X
4) | =——0dx=1
oVv1- X2
" dx p
5I1= =— >0
=0 @20

1

6) | = J-ogxdx =-1
0
¥ dx

7) I 2%220

g | =+OlL € _gx=P
v +eZX 2
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i 1
91 =¢fl- x)e*dx=-=
: e
2 dx
10) 1 =0——=¥
) 52~ X
“odx
1) 1 =¢ =¥
T
p/2
12) 1 = g——=0dx=2
) o v1- senx
' odx
13) | = )—=¥
Ojo -
2
14) | = Cpecx dx=¥
0
0
15) | = ¢g**dx -1
R 2
16)I—073‘ & __P
0oV9- X2 2
odx 1
17) | = =
K g')x(Logx)2 Log2
1
18) | :(‘Jd—f:¥
X

-1
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4
19) | =—=¥

.

+¥

. d
20 1= 5——=¥ (a>1)
X Logx
+¥
dx p
2D | = 07‘ ==
) X2 +4x+9 45
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1) (‘)(;j—x[f(x)]dxzf(x)+ C

2) §f(x)+g(x)]dx= )f (x)dx+ gg(x)dx

3) ¢k f(x)dx= kgf (x)dx k= cte.

+C m #-1

5) (‘)@dﬁ Log|f (x)| + C

8) of €x)sen[f (x)]dx = - cod f(x)] + C

9) Of €x)cod f (x)]dx= sen[f(x)] + C
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10) of €x)tg[f (x)]dx= - Loglcos] f (x)]| + C

11) f €x)cotg[f (x)]dx= Loglsen[ f (x)]| + C

12) ¢)f €x)sed f (x)] dx='Loglsec|f (x)] + tg[ f (x)] | + C

13) ¢ §x) cosed]f (x)] dx = Log|cosec| f (x)]- cotg[f (x)]| + C

14) o)f €x)sec?[f(x)]dx = tg[ f(x]] + C

15) &)f €x) cosec?[f (x)] dx= - cotg[f(x)] + C

16) O)f €x)sec| f (x)] tg[ f (x)]dx= sec|f (x)] + C

17) &)f €x) cosec| f (x)] cotg] f (x)] dx= - cosec| f (x)] + €
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9) OJ#% dx = arccosgaef gx)§+ c

20) %dx:éarctggefg)g 4 C

21) ¢ (i))i)" dx= [fl(x)]nl” +c ni1
22)@,1%dx=agm[f(x)]+c:% i,

23) (‘)f(tix)dx= argsh|[f (x)] + C= Log‘x+«/x2 +1‘ +C

(] +1

24) (‘)&dX= argch[f(x)] + C = Log‘x+«/x2 - 1‘ +C

-1

25) o)f €x)sh[f (x)]dx= ch[f(x)] + C

26) O)f €x)ch[f (x)]dx= sh[f(x)] + C

27) of €x)th[f (x)]dx = Loglch[f (x)]]+ C
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28) @&dy th[f(x)] + C

ch?[f (x]

29) &)f €x)sech| f (x)] dx= 2arctge®) + C

30) )f €x)cosech|f (x)]dx= Log|th[f(x)/2]| + C

31) of ((x)argshgefﬁ'-:odxz f(x)argshgeﬂg- [f(x)]* +a% + C
eag eag
32) of ((x)argchgeﬂgdx= f(x)argchgef(x) % JIf(X] - a2 +cC
eag e ag
&g argchgef—xg> 0, +s argchgef—x)9< Og
e ag eawg 1]
33) Of ((x)argthgefﬁgdx: f(x)argth‘?ﬁ;ef (4 0,
e ag a g
+ gLog| f2(x)- a*|+ C
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