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Capitulo 1
Integral de Riemann

1.1. Introduccion

El célculo integral tiene su origen en el estudio del area de figuras planas;
las formulas para el calculo de las areas de tridngulos y rectangulos eran ya
conocidas en la Grecia clasica, asi como la de los poligonos regulares previa
descomposicion en triangulos.

VAV

El problema se plantea a la hora de calcular areas de figuras limitadasp ~ or
lineas curvas. Euclides (300 a.C.) sigue los trabajos de Eudoxio (400  -355 a.C.)
para calcular el area del circulo por el método de exhaucioén, es decir,
inscribiendo en ¢l sucesivamente poligonos con mas lados. La suma de estas
areas se aproximaba cada v ez mas al area del circulo, estando en el «limite» el

valor exacto. Demostré ademas que, dados dos circulos de areas A vyAy
2

A_n .

—=— yque A=Kkr", siendo k una
2

radios I, y T,, se verificaba que

constante que Arquimedes llam6é p y cuyo valor dijo hallarse entre —>p

223

>7 . Arquimedes (287 -212 a.C.) hall6 también el area encerrada por un arco

de parabola y la cuerda correspondiente, cosa realmente dificil en aquel tiempo,
ya que no se disponia del algebra formalizada ni de la geometria analitica. El
método utilizado erael de  agotamiento, esto es, se encaja el area entre dos
poligonos, uno inscrito en la region y otro circunscrito a la region.

Desde los griegos hasta el siglo XVII poco se hizo con relacion al calculo
de areasy volumenes de figuras limitadas por lineas o superficies cerradas.
Pascal, Fermaty Leibniz comienzan un estudio engarzado con el calculo
diferencial; asi pues, aunque histéricamente se estudian los primeros elementos
del calculo integral antes que el diferencial, en el siglo XVII se estudian y
configuran a la par, relacionandose por medio de muchos e importantes
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14 Introduccién al calculointegral

resultados. Por esto la mayoria de los autores empiezan exponiendo, en primer
lugar, al menos, las primeras nociones de calculo diferencial, antes de comenzar

el estudio del célculo integral.
Veamos cudl seria la metodologia a emplear para el calculo de areas de

superficies como las siguientes:

Ponemos gjes

Podemos considerar el lado curvo como la grafica de una funcion 'y = f(X).
Si llamamos A al area de la figura, se cumplira que:

(b- ajn< A<(b- a)m
Pero esto no nos aporta en muchas ocasiones una idea suficientemente

aproximada del valor de A. Supongamos que el intervalo [ a, b] lo dividimos en
tres partes:

a=t, <t <t,<t,=b
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Integral de Riemann 15

Entonces, el valor del area que buscamos queda acotado entre dos
cantidades:

S:(tl - to)ml +(t2 - tl)mz +(t3 - tz)m3 <A

A<(t1 - to)mz +(t2 - tl)ms +(t3 - tz)m4 =3

Si aumentamos el numero de puntos en la divisionde [ &, b], cada vez se
iran acercando mas los valores de Sy S de modo que nos daran una informacion
mas precisa sobre A.

Esta seria la idea intuitiva, puesto que trabajaremos con funciones reales de
variable real.

1.2. Particion

Llamaremos particion P del intervalo [ a, b] a un conjunto finito de puntos
P={t,t K t}talque a=t, <t <k <t, =b.

Si y = f(X) es una funcion definida y acotada en [ &, b], designaremos por

Volver al indice

m=inf{f(x) ' t_ £xEL}

1
’:\Mi :sup{f(X) R £X£ti}
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16 Introduccién al calculointegral

Notemos qie estos valores existen, pues f(X) es acotada. Ademas, a través de
estos infimos y supremos de la funcién se definen:

n

Sf,P)=am - t.,)

i=1

S(fap):én Mt -t.,)

i=1

como las sumas inferior y superior, respectivamente, de ~ f(X) correspondientes a
la particion P. Estos valores son siempre niimeros reales, y para cada particion P
distinta existiran, obviamente, distintas sumas inferiores y superiores.

Notese que siempre se tiene que  S(f, P) £ S(f,P) para la misma particion P,
puesto que M £ M, para todo i.

Podriamos tomar particiones mas finas y asi demostrar que cualquier suma
inferior estd acotada superiormente por cualquier suma superior. Se define a
continuacion este concepto.

1.3. Definiciones

Se dice que una particiéon P de [a, b] es mas fina que otra Q si contiene los
mismos puntos de ésta y, al menos, uno mas. Se denota Q|| P.

Dada {P}in:1 , una familia de particiones del intervalo [a, b] tales que

Ri Pi+1

para todo i, se tiene que

{f.R)Es(f.R.)

LR

s(f.R)e S(f.P.)

Asi se generan dos sucesiones, una {S(f P )} creciente y otra {S(f P )}

decreciente. Ademas, como S(f,P) £ S(f,Q) para cualesquiera dos particiones de
[a, b], obtenemos una representacion en la recta real de estas dos sucesiones:
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Integral de Riemann 17

Intuitivamente, se ve que, si n ® ¥ yambas sucesiones convergen,
entonces coinciden los dos limites, cuyo valor sera el del area buscada.

1.4. Integral de Riemann

Si sup {s(f ,P)} =inf {Yf, P)} paratoda particion P de [a, b], diremos que
y = f(X) esunafunciéon integrable de Riemann en [a, b], abreviadamente
f(x) T R([a, b]), y a ese valor se le llamar4 integral (de Riemann) de ~ f(X) en el
intervalo [a, b], denotandola por:

b
Of =sup {s(f, P)} = inf {S(f, P)}

a
Obsérvese que la integral de Riemann, caso de existir, de una funcioén toma
un valor real.

1.5. Teorema

y = f(X) es una funcion integrable Riemann U " e>0 $ una particion P
StP) - s(f.p)<e.
Demostracion
P]Seafl R(a, b]),ysea e>0
b b
Of =sup {sf.P)} P $ P, particionde[a,b]*  Of - (f,R) <§

a

b b
Of =inf {S(f,P)} P $ P, particién de [a,b] " - of + S(f,P2)<§
a a

Sumando ambas desigualdades, miembro a miembro, se llega a:

S(f.R)- of.R)<e

Sea P =P E P, entonces:
Jf.R)Es(f,P)ES(f,P)£S(f,P)

con lo que tenemos que:
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18 Introduccién al calculointegral

s(f.P)- s(f,P)£S(f,P)-s(f,P)<e (c.q.d)

<=]Sabemos que inf {Sf, P)} £ Sf, P) para cualquier P
sup{s(f, P)} 3 s(f, P) para cualquier P

Entonces, se tiene
0£ inf {S(f,P)} - sup{s(f,P)} £ S(f,P)- s(f,P) <e " e>0
por hipotesis. Lo que nos lleva a que:

inf {S(f,P)} =sup{s(f,P)} b f1 R(a,b]) (c.q.d.)

1.6. Algunas propiedades de la integral de Riemann

1) f1 R(a b)) U " cT(a b), f(x) es integrable en cada uno de los
intervalos [a, C], [C, b]. Ademas se verifica que:

Volver al indice

b c b
of = of + of
a a c

2) Si f1 R(a, b]), entonces kf T R([a, b]), donde k es una constante
cualquiera. Ademas se verifica que:

b

b
oK =k of
a a

3) Si f,g1 R(a,Db]), entonces f + g1 R([a, b]). Ademés se verifica que:

b b b
df+g)= oOf + ¢
a a a
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Integral de Riemann 19

b
4)Si f1 R[a,b)yf(x)20" x1 [a,b] P Of 20
b
SifT R([a,b])yfx)£0 " x1 [ab] b Of £0
b b
5 8i f,gl R[a,b)yfx)£gx)" x1 [a,b] P of £¢p

6) Si f1 R(a, b)) ysetieneque| f|T R([a, b]) también, siendo| f|la
funcion definida por| f | (X) =] f(x)|" X1 [a, b], entonces se tiene que:
b b

Of | £ df | (Monotonia de la integral definida)
a a

La conexion entre el calculo diferencial y el calculo integral se tiene por
medio del Segundo Teorema Fundamental del Calculo (conocido también como
Regla de Barrow).

, 1.7. Segundo Teorema Fundamental del Calculo
Volver al Indice . ., . .
Si una funcion y = f(X) es continua en el intervalo [ a, b], entonces

5f (x) = F(b)- F(a)

a

donde F(x) es cualquier funcion tal que F'(x)=f(x) " x1 [a,b].

1.8. Teorema del valor medio para integrales

Volver al indice : . . .
Si y= f(X) esunafuncion continuaen|[ a, b], entonces existe un valor

intermedio ¢ T (a, b) tal que:
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20 Introduccién al calculointegral

1.9. La funcidn integral

La integral es un nimero si la calculamos sobre un intervalo [ &, b], donde a
y b son numeros reales y fijos. Ahora bien, si dejaramos libertad al extremo b,
podriamos estudiar la integral de una funcion y = f(X) sobre el intervalo [ a, X],
donde X es variable. Por lo tanto, la integral, al depender de X, seria variable
también, dependiendo a suvezde X, es decir, seria una funcién de X. Es lo que

X
llamaremos funcion integral, denotandola F(X) = c‘)f .
a

1.10. Funcion primitiva o antiderivada

El problema de calcular  ;)f (x)dx se reduce a encontrar una f uncién F(x),
llamada primitiva de f(x) tal que F'(x)= f(x).
d
of (ax=Fx+C o d—[c‘)f (%) dx] = f(x)
X
donde C es una constante arbitraria.
Si P(X) esuna primitiva de f(x), se tiene que Px) = f(x), o,
dP(X) = f(x), es
dx
decir, dP(x) = f(X) dx (combina la notacion diferencial con la integral). Asi,
of (x) dx= P+ C.

equivalentemente, utilizando la notacion diferencial de Leibniz,

A pesar de la semejanza aparente, el simbolo of (X) dx, es

b
conceptualmente distinto del simbolo de integracion (‘)f (X) dx. Los dos han

a
sido originados por procesos completamente distintos: la diferenciacion y la
integracion.
Sin embargo, estan relacionados por los teoremas fundamentales del
calculo. El Primer Teorema Fundamental dice que se puede construir siempre
por integracion una primitiva de una funcion continua (dos primitivas difieren
en una constante).
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Integral de Riemann 21

Esto indica que cualquier integral indefinida de y = f(X) estambién

primitiva de y = f(x). Si P = f(t)dt con X, cierto limite inferior,
Xo

of (x) dx=P(x) + C se puede poner como of (x) dx= of (t) dt+cC.

Xo

El simbolo f (X) dx se puede cons iderar como representante de una

integral indefinida de y = f(X) mas una constante.
El Segundo Teorema Fundamental del Célculo Integral expresa que para

Volver cada primitiva P(x) de y = f(X) y para cada constante C se tiene

Segundo

Teorema
b

of (x) ax=[p(x)+C] "

a

Si se sustituye P(x) + C por o)f (X) dx,
b‘ . b
oOf (x) dx= [Of (x) dx] — F(b) - F(@), con F '(x) = f(x)
a
a
Debido auna larga tradicion, muchos tratados de célculo consideran el

simbolo ~ )f (X) dX como representante de una integral indefinida y no de una

funcion primitiva o antiderivada.
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