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Capitulo 2
Integrales: Introduccién y propiedades

2.1. Introduccion

Una de las cuestiones esenciades que trata @ caculo integra es la siguiente:
«Encontrar las funciones F(x) que tienen como derivada una funcién dada f(x)
gue se supone continua en un intervalo cerrado [a, b]».

Nuestro objetivo es, pues, calcular funciones F(x) conociendo su derivada
f(x). Las funciones que buscamos, llamadas funciones primitivas de la funcién
f(x), verificardn, por tanto, laigualdad: F '(x) = f(X).

Ejemplo

F(x) = x*esuna primitivade f(x) = 2, yaque (xz)(I = .

Se puede verificar facilmente por derivacion que la funcion f(x) = X +5
admite como funciones primitivas digtintas a
F(x)=x?+5x ; F,(x)=x*+5x+3 ; F,(x)=x?+5x+C, sendo
C = constante.

Este gemplo nos muestra que una funcién dada puede admitir una infinidad

de primitivas. Supondremos en o que sigue que una funcién continua admite a
menos una funcion primitiva.

2.2. Teorema

S una funcion y = f(x) admite una funcion primitiva, F(x) P admite
infinitas funciones primitivas. Se trata de las funciones G(x) = F(x) + C, donde
C = constante.

Demostracion
G'=(F)+C)=F'(x)+C"'= ()
Notacion
Denotaremos a todas las funciones primitivas de y = f(x) por € simbolo
of (X) dx, que se denominaintegral indefinida de f(x).
Utilizando las notaciones precedentes se obtiene la siguiente equivaencia

of (x)ax=F(x)+Cc U f(x)=F (x)
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24 Introduccién al calculointegral

2.3. Propiedades

1) S las funciones f(x) y g(x) admiten, respectivamente, por primitivas a
las funciones F(x) y G(x), lafuncion f(x) + g(x) admite por funcion primitiva a
lafuncion F(x) + G(x).

Sean F(x)= Of (X) dx y G(x)= d;(x) dx , entonces:

[F+G()I'=F "(x)+G '(x) = f() + g ¢} f (x) + g(x)] dx = F(x)+G(x)
Luego:
d f(x)+ g(x)] dx = of (x)dx + c‘p(x) dx

2) S lafuncion f(x) admite como primitiva a la funcion F(x) y k es una
constante arbitraria, lafuncién kf(x) admite como primitiva alafuncion kF(x).

[KF)]' = kF () = kf(x) b ¢kf (x) dx = k)f (x) dx

2.4. Ejemplos

2

1) (Pxdx=3 ¢y dx=3 X? +3C= g x*+ C,

? 1

1 X
2) A—dx= X 3dx==—+C=- +C
)ox_3 ¢) -2 G
3) O/x dx= (x2dx= X vc= 274
O 3/2 3

4) opsenxdx=2 cgenx dx=2(- cosx) + C=-2cosx+ C
5 gdx= (gx=x+C
X2
6 +2)dx= xdx+ (pdx= —+2x+C
) (§x +2)dx= ) dx+ (Rox 5
5 X3 X2

7) c“3x“-5x2+x)dx:3X— -5—+—+C
5 3 2
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X+1 X 1
8 O—= dx= iy=0dx+ y=dx= "' %dx+ ¢y ' %dx=
O O O 0T Er o
X3/2 X1/2

=—+—+C=ZX3/2+Z(1/2+C
3/2 1/2 3

En muchas aplicaciones de la integracion se nos da la suficiente
informacion como para determinar una solucion particular. Para elo silo
necesitamos conocer € valor de F(x) para un cierto valor de x.

9) Halar la solucion genera de la ecuacion  F'(x) = izy cacular la
X
solucién particular que satisface lacondicidn inicia F(1) = 2.

.1 . x* 1
F(x) = O><_2dX: oK “dx= _—1+C= - ;+C
1

Ahoracomo F(1)=2b F(1)= _T+C=2 b C=3b F(x):_—1+3
X

10) Una aplicacion relacionada con la gravedad

Se tira hacia arriba una pelota con una velocidad inicid de 64 m/s, desde
una atura de 80 m. Hdlar la funcién posicion, s(t), para este movimiento.

(Recordar que la aceleracion debida ala gravedad es - 10 m/s?).
Solucion: Suponemos que t = 0 representa € tiempo inicid. Por tanto, las dos
condiciones iniciales impuestas en € problema pueden ser escritas como:

s(0)=80m dturainicia
s(0) =64 m/s velocidad inicia

Ahora, del vaor de la aceleracion tenemos que:

S()=-10m's’p s()= ¢ (t)dt= ¢y 10dt =- 10t+ C,
donde

C,=s(0)=64 b sS(t)=-10t+64

Por tanto,
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26 Introduccién al calculointegral

2
s(t) = ¢§ (t)dt = ¢§- 10t +64)dt = - 10%+64t+ C,

donde C,=s(0)=80
Findmente, obtenemos que la funcion de posicion queda determinada por:
t) =-5t2 +64t + 80

2 Xl/ 2

1) —=dx=2 ¢y ?dx=2 +C=4x+C
) Jx o 1/2 x
5 3
12) dxz +1)2dX= dx4 + 2x? +1)dx = Xg + 2%+ X +C
13) ‘X3+3dx- X dx + 33 dx—x—z- §+(:
x? Ox_2 Ox_2 2 X
473 13 X3 x43
14) o/x(x-4)dx= *°dx - cfxPdx= -4 + C =
) df( ) 8 ¢ 713 4/3

=% x73 . 3434+ C= ; X3 (x- 7)+C

2.5. Integracion de una funcion compuesta

Sean f(X) y g(x) funciones que satisfacen las condiciones de derivacion de
la regla de la cadena para la funcion compuesta y = f(g(x)). S F(x) es una
primitiva de f(x), entonces:

Volver al indice

of (a}))g (x) dx = F(g(x)) +C
Ejemplos

3
X2 +1
1) Ax? +1) 2xdx= +C
) e+ .

2) (pcosSxdx=sendx + C
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Nota

Muchas funciones a integrar contienen la parte esencia de g'(x) pero les
fdta dguna congtante numérica multiplicando o dividiendo. En estos casos
podemos obtener la constante numérica que fata sn mas que multiplicar y
dividir dicha funcion por esa constante, para luego aplicar la propiedad de
linealidad de laintegracion, como se muestra en |os siguientes g emplos.

N N 1 1. 1 (x2 +1)
0 +1)dx=¢fx® +1)E(2X) dx:de2 +1)2xdx:E S +C=
3
_ x? +1 ‘C
6
(‘):osﬁxdxz %CﬁcosSxdxz sen5x+C

Atencion

La operacion de multiplicar y dividir no se puede redizar cuando €
multiplo que falta para tener g'(x) contiene a la variable X, debido a que no se
puede mover fuera de la integral ninguna parte del integrando que contenga a la
variable respecto de la cual estamos integrando.

Para € calculo de integraes indefinidas de funciones compuestas, hay que
tener muy presente la tabla de integrales inmediatas, e intentar llevar la funcion
a integrar a dguna de las formas que dli se ven. Para elo, basta aplicar las
propiedades vistas aqui de la integral indefinida y gjustar constantes como se ha
comentado anteriormente.
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