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METCDOS

POR CAMBI O DE
PARTES VARI ABLE
Qudv = uv - Qvdu t = f(x)
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3.1. Integracion por cambio de variable
Sea f(x) una funcion y F(x) una de sus primitivas. S x = j (u) b

F(xX) = F( (u)) = G(u), y asi, aplicando la regla de la cadena para calcular la
derivada, obtenemosque G'(U)=F'(j (u)j "(u)=1( ()] '(u).

Luego: Of ( (u))j '(u) du=G(u) + C= F(j (u)) + C. El camino aseguir seria

eegir un cambio de variable para redlizar; resolver la nueva integrd en la nueva
variable; por Ultimo, deshacer € cambio para dar € resultado en funcién de la
vaiable origind.

i ox=j(u) @ _ _

Af (X) dx={ 7= 0O "(Wdu=F +C=Fx)+C

Of (%) dx o =] f(u)dug Of G (W) "(u)du=F( () )

Ejemplos
‘2 _1: y 3/2

D a2xldx= T WA AL s s LU ol

{ 2dx = duf) 2 2 2372
1 1

== u¥’2+c==(2x- 1)*?+C
3 3

12X-1=ul_ u+1 —~du 1
2 O2x- 1 dx={ /= O——Vu—==@u*'?+u"'?)du=
) O %de:dutvj 2 \/—2 4d )

:E @5'2+u3’2@+0=iu5/z+ W2+C=
4812 3/24 10
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3¢ 23XC053xdx—\l Sensx=u l',J_l\zo|u—1us+c_
G tacosaxax=aup 39" 33

. 1(Senf:’»x)3+C
9 9

I X
4) Axesenx’dx = =¢fsenu—= =(- cosu) +C=
) O %3x2dx:du% ( )
=- Zcos|x®)+C
1 &:u [
\SeC’AX 1 L oem? o — _

5) onx_... 1 e quy = O udu=2tgu+C=2tgx+C

f 2/x b

I X=senu 0
6) (V1- x° dx= ()/1- sen®u cosu du=¢pos’udu=

T,dx = cosu dug:

-OLcosmdu- Eu+ EsenZu+C-
2 2 4

= %arcsenx+ %x N1- X +C

( SeN2u = 2.senu cosu = 2X +/1- X2 )

Nota

Se verdn més cambios de variable a resolver diferentes tipos de integrales
de funciones particulares. Como es obvio, en una misma integrd se pueden
aplicar diversos cambios de variable de manera sucesiva, hasta que se llegue a
una funcién de la que se conozca de forma inmediata una de sus primitivas.
Todos los cambios de variable que se redicen en una misma integral deberan
ser deshechos en orden contrario a como se han producido, es decir, primero €
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36 Introduccion al calculo integral

dltimo, después d anterior, y asi hasta llegar ad primero, que se deshara en
dltimo lugar.

3.2. Integracion por partes

Sea u(x)v(x) @ producto de dos funciones de x. Aplicando las reglas de
diferenciacion para el producto de funciones, obtenemos:

d(uv) =vdu+udv
0, equivaentemente,

udv=d(uv) —vdu

Integrando miembro a miembro estaigualdad, llegamos a

¢y dv= cf(uv) - ¢ydu

pero, como la diferenciacion y la integracion son funciones inversas, se tiene
que: (jj(uv) =uv, Y, por tanto, la expresion anterior queda:

(‘ydv:uv- (‘)/du

Esta igualdad entre integrales se conoce como € método de integracion por
partes. Asi, s la integrd que queremos calcular tiene la forma de un producto

c‘y dv, se puede intentar aplicar este método para obtener una parte conocida

de la primitiva, uv, y una nueva integral a resolver, y du. Se espera que esta

nueva integral sea mas fécil de calcular que la primera. S fuera més dificil, se
prueba a intercambiar los papeles de uy dv (dv debe contener siempre a dx) y
comenzar € cdculo. S la nueva integra es alin més dificil, este méodo no es
bueno y no se aplica. A veces este proceso hay que repetirlo més de una vez
sobre una misma integral parallegar a conocer la primitiva buscada.

Existen casos en los cuaes estd comprobado que e método de integracion
por partes funciona bien, no queriendo decir con esto que sean los Unicos casos
en los cuales se puede aplicar, ni tampoco que no se pueda aplicar otro método
de los que trataremos més adelante. VVeamos estos casos a los que nos referimos.
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) 3.2.1. Producto de un polinomio por una exponencial
Volver al Indice

Calcular: 1= ¢ye™dx
J;. e =u b 2e%¥dx= dufl
. 2 7
Probamos a tomar |as partes como: ; wdx=dv b _ x7 i;

2 2
A, laintegral quedard 1=uv - ¢y du= eZXX? - C‘)X?Zezxdx

Esta integra es mas complicada que la inicia, ya que hemos aumentado €l
grado del polinomio. Procedemos a cambiar los papeles de u y de dv, tomando
el polinomio como la parte aderivar y la exponencial como la parte aintegrar:

3[ X=u p dx:gy{.'j
I _€'y

Aplicando esta nueva eleccion en laintegra origind |:

2 X .
1= 1x e” - grerdx=Xer- leric= & 10, ¢
2 > 2 4 2¢& 25

En este caso siempre es mas conveniente elegir € polinomio para derivar,
es decir, tomarlo como u (pues en la nueva integra quedard un polinomio de un

grado menor) y la funcién exponencia para integrar, es decir, tomarla como dv
(en lanuevaintegral quedarala misma exponencia salvo constantes).

3.2.2. Producto de un polinomio por un Seno 0 un coseno
Cacular: 1= ()xsen2x dx

Volver al indice

3[ X=Uu =} dx=du i
- leen2xdx=dv b v:-COSZXY

b

—_
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33 Introduccion al calculo integral

Asi, 1=uv - éldu=x?f-}1c052x.—(:j - c\ge 1cost('—:jdx=
e 2 g € 2 7}

= - 5cost + Esean+C
2 4

De nuevo es en genera més conveniente derivar € polinomio, es decir,
tomarlo como u, e integrar la funcion trigonométrica, como dv. Ademés, es
bastante frecuente en estos casos tener que aplicar dos 0 més veces este proceso
de integracion por partes para resolver la integral origina. Veamoso con un

gemplo:
Celcular: 1= (‘{Zx2 - 1)cosBx dx

12x2-1:u P 4xdx=duj
%cosBxdx:dv b y= 23Xy

3 b

Hacemos partes:

Conlo quel queda:
1 1
| =|2x? - 1) =sen3x - (-4xsen3x dx=
(x-1)2 G;
= %(sz - 1)sen3x - g(‘)xsen?;x dx

En la nueva integrd a la que hemos llegado & polinomio no ha
desaparecido, pero se ha conseguido rebgjar su grado en una unidad. Parece,
pues, que una nueva aplicacion del proceso de integracion por partes a esta
nueva integral, con la misma eleccién de u (e polinomio) y dv (la funcidn
trigonométrica), nos conducird a una integra donde € polinomio haya
desgparecido, sendo, por tanto, inmediato cacular una de sus primitivas.
Noétese que, S en esta nueva integra intercambiamos los papeles de u (la
funcion trigonométrica) y dv (el polinomio), llegaremos a la integral origind,
puesto que estaremos deshaciendo lo redizado en la primera aplicacion del
proceso de integracion por partes. Asi pues, consideramos la siguiente eleccion:
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3[ X=Uu b dx=du i
%seandxzdv =} V:_cos3xy

b

Asi, con la aplicacion sucesiva del método de integracion por partes a la
integral origina, ésta quedara de laforma:

| = §(2X2 - 1)sen3x -

wlk

X COS3X - CT %COS3XXm7I =

H

old wlihnd
DD D

= %(sz - 1)sen3x+ — X COS3X - g(‘yos?;x dx=

= E(2x2- 1)sen3x + ilxcos’o’x - isen3x+ C
3 9 27

3.2.3. Producto de una exponencial por un seno o un coseno
Volver al indice

Cacular: | = (‘)azxsenSde

e =u b 2e*dx= dufl

.i.sen3xdx=dv b v:-COSBX.y
f 3 b

Hacemos partes:

Con estaeleccion, laintegra | puede expresarse como:
1 2X 2 N 2X
= - ge COS3X + 509 cos3x dx

Encontramos asi una integral andloga a |. Integramos de nuevo por partes'y
continuamos llamando u a la exponencid y dv a la funcién trigonométrica (en
caso contrario, volveriamos a la integra origind). Asi pues, la nueva eeccion
de las partes sera:

i e* =u p 2e2xdx=dup
%cossxdx:dv b y=3N3Xy

3 b
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40 Introduccion al calculo integral

Por tanto, | quedara:

= -%ezxcoﬁx+ 2el

3 8
4

| = - Ee"'xcos’o’x+ EezxsenBX- .y
3 9 9

e**sen3x - % c‘)azxsenfsx e

H

2 X .

EI - £ ggsenSX- cos3x9+ C
9 3 é3 ']
2 X .

| = ge gezsen3x- 0033x9+ C
13 3 &3 g

Esta situacion, en la cual aparece la integral | que se desea calcular en
medio del proceso de integracion, afectada de otro coeficiente, surge con
frecuencia en e cédculo de integraes, siendo extremadamente ingeniosa su
resolucion tal como se ha procedido en @ gjemplo.

3.2.4. Producto de un logaritmo por otrafuncién

Cdcular: | = (‘)%dx

X

En estos casos, la eleccion de las partes es bastante clara. Como €
Logaritmo no posee una primitiva inmediata, o més razonable es eegir la otra
funcién como dv, y @ propio Logaritmo como u, ya que su derivada S que es
fécil de encontrar. Solo en los casos en que la otra funcion tenga unaintegracion
mucho mas complicada que la de la funcién Logaritmo, se elegirén las partes de
forma contraria. Esta situacion es general, es decir, la eleccion de las partes
tiene mucho que ver con que funcién sea més sencilla para calcular una de sus
primitivas, puesto que el proceso de derivacion ofrece menos dificultades.

~Logx=u b 1dx = du-:-J
X

-

[ —

En & gemplo tomamos |as partes como:

PN
a
x |><
I
o
<
1v)

v =LogxT
p
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| = Logx Logx - (‘j_ogx%: (Logx)?- |
X

2= (Logx)> + Cb I = %(Logx)2+ C

3.2.5. Lastresfuncionesinversas arcsenx, arccosx, arctgx
Volver al indice

Cdcular: | = d’;\rcsenxdx

Por razones similares a las argumentadas para € caso anterior, la eleccién a
priori mas sencilla sera tomar las partes como:

I acsenx=u b 1|J
! 1-x Y
t dx=dv P X=v b

X 1. -2x
| = xarcsenx - (J—=0dx= xarcsenx + — (y ——=0dx=
V1- X2 27\1- x?
1 2
= X arcsenx + EZ 1-x"+C

3.2.6. Algunasfunciones racionales e irracionales

Volver al indice 2
a) Cdcular: | = ¢ - dX
+x2)

J}_ ()j(:u b dx =du ,},I
Hacemos partes: j_ XOX =dv b - ! =W
flese) 2]

X 1. dx X 1

= - at o == - syt sactgx+ C
2(1+x ) 271+ x 2(1+x ) 2
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b) Calcular: = ¢/x*- a® dx

X "
a=u b ———dx= du%J
Tomamos partes. 2

I.
t dx=dv p

2 2 2 2
l=xVx*- a° - J—x X dx=x«/x2-a2-(‘)udx=
VX - a2 Vx? - a?

x v x%- a’

2 2
CX°-a ,« dx
- =W A —"=
X% - a? AIX? - a?

X,XZ-az-\/XZ-aZdX-azc\)%:
Vix/a)* -1

X X
xx’-a’-1-a’Log|=+,—~-1 +C

a \a?

xWx?-a? a’ X [x?
N2 22 % gt -1 +cC
2 2 Oga a’
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