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Capitulo 4
| ntegracion de funciones racionales

4.1. Introduccion

Alx)

Una funcion raciona es € cociente de dos polinomios f(x) = m

X
Supondremos que los dos polinomios A(X) y B(X) no tienen ningln cero en
comun, es decir, que no existe ningin nimero, red o complgo, X,, tal que los
anule a la vez A(x0)=B(x0)= 0. En este caso se dice que la funcion es

irreducible. Paracalcular of (x) dx seguiremos los siguientes pasos.

4.2. Raices comunes

En este caso, se tiene una factorizaciéon de los dos polinomios de la forma:
A(x)z (x- XO)Al(X), B(x): (x- XO)BI(X), y asi andogamente con todas y
cada una de las raices comunes a los dos. En estas condiciones, para X # X,, la

Alx) A(x)

funcién raciond —— se reduce ala funcion smplificada——, ahorayasin
B(x) B, (x)

raices comunes (irreducible). Asi pues, estudiaremos las integrales de tipo
‘A(X) dx, donde M es unafuncién irreducible.

O8(x) B(x)

4.3. Division entera de polinomios

Se redizara en e caso de que € grado del numerador A(X) sea superior 0
igud a grado de denominador B(x). En tal caso, existen polinomios Unicos
Q(X) y R(x) tales que:

A(X) =B(x) Q(x) + R(x), con grado R(x) < grado B(x)

Asi, se puede expresar lafuncion racional f(x) como:
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f(x)—% QW) + Exg

Al polinomio Q(X) se le llama parte entera de la funcidn racional y su
integracion es sencilla. Adi, laintegra de f(x) queda de laforma:

of () o= &(x) ok + 0% o

Asi, tendriamos que integrar una funcion raciona irreducible en la que €
grado del numerador es edtrictamente inferior a del denominador. Para
encontrar estos polinomios Q(x), R(X) es suficiente con redizar la divison
entera de polinomios en la forma tradicional. Por tanto, a partir de ahora
consideraremos funciones racionales irreducibles en las que & grado dd
numerador sea estrictamente menor que € grado del denominador.

4.4. Descomposicion de un polinomio en producto de
factores

El objetivo ahora ser& encontrar una descomposicion de la funcion raciona
de la forma anterior a integrar, en suma de otras funciones racionaes que sean
méas smples y faciles de integrar. Para deducir dicha descomposicion, € primer
paso necesario requiere factorizar e denominador, o sea, calcular las raices del
mismo. Es decir, basta encontrar las raices de B(x), resolviendo para €lo la
ecuacion polindmica B(x) = 0. Estas raices seran, en general, nimeros
complgos, y dependiendo de la naturadeza y multiplicidad de las mismas se
elegird una descomposicion u otra de la funcion raciond. Para locdizar las
raices de B(x) = 0 se utilizardn los métodos conocidos (formula para polinomios
de segundo grado, Ruffini para grado superior, o cuaquier otro méodo vaido
para su resolucién).

Segln  sean estas raices, como ha quedado dicho anteriormente,
utilizaremos dos métodos para resolver este tipo de integrales. descomposicion
en fracciones smples 0 méodo de Hermite.

Antes de integrar una funcion raciona irreducible, se intenta
descomponerla en una suma de funciones féciles de integrar. Para dlo
previamente hemos calculado todas las raices de B(x) (realesy complegas). Sean

éstas @,,a,K ,a reaes con orden de multiplicided m,,m,,K ,m,
respectivamente. Si tenemos una raiz complgja, también debe aparecer
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50 Introduccion al calculo integral

necesariamente su conjugada; asi pues, seen a, *ib, K ,a  xib, las pargas
de raices complgas conjugadas con orden de multiplicided n K ,ng,
respectivamente. Asi, B(x) puede descomponerse (se demuestra en dgebra) en
producto de factores como:

B(x)=1[(c- a) ™k (- &)™ ((x- a,)? +b2)"k ((x- a,f +b2)"]

(obsérvese que [x- (a, +ib, )|[x- (a, - ib, )] =(x- a,)? +b?), donde | es
e coeficiente del término de mayor grado de B(X) (coeficiente director de B(x)).
De esta manera, de la descomposicion en factores de B(x) se obtiene la

descomposicion en fracciones simples de M :
B(x)
R(X): lg A LA .t A N S
B(x) I &x-a (x-af = (x-a)* = x-a
+ B, +o+ Mx+ N, M x*+ N, +..+

L+t -
(x-a)" " (x-a,f+bf 7 |x-a,)+b2]"

Px+T, P.X+T, u
ot — -4
(x-a,) +bl " |(x-a,) +b?|" g

donde A ,B,,M,,N,,R T, son constantes reaes a determinar.

4.5. Método de fracciones smples

Este méodo se aplicara cuando las Unicas raices con multiplicidad mayor
estricta a uno de B(X) sean redles. La descomposicién en suma de funciones
raciondles sencillas a integrar de la funcion racional irreducible origind se
realizara seguin e siguiente criterio:

- Por cadaraiz real smple x = a aparecera un sumando de laforma:

A

X-a
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- Por cada raiz real x = b con multiplicidad m mayor estricta a uno
apareceran msumandos de laforma:

B, +..+ B s + By

x- b (x-b)"™*  (x-b)"

- Cada raiz complga a+ib dmple s une a su conjugada

a - ib, adoptando la forma (x- a)2 +b®. Por cada una de estas parejas
aparecera un sumando en la descomposicion de la forma:

Mx+ N
(x- a)* +b?

Seguidamente se procede a céaculo de todas las constantes reales
indeterminadas que aparecen en los numerados de todos los sumandos en la
descomposicion, AB,...

Asi pues, la pregunta ahora seria: ¢cOmo determinar las constantes de los
numeradores de cada una de las fracciones smples? El primer paso para
responder a esta pregunta consiste en realizar operaciones con todos los
sumandos, con € objeto de reducirlos a comin denominador, que en genera
coincidird con B(X), para pasar a considerar una igualdad entre los numeradores
polinbmicos R(X) y € resultante en e miembro de la derecha de la
descomposicion, fruto de la operacion de colocar € denominador comin. Una
vez obtenida esta igualdad entre polinomios, se puede optar por d menos dos
caminos.

- ¢ primero, més generd, consiste en identificar los coeficientes de los

términos de igua grado en ambos miembros de laiguadad;

- @ segundo se redizarda dando vaores sencillos a la variable x para

ambos miembros de la iguadad (en especial, valores que correspondan
alasraices reales de B(x)).

En definitiva, e método de obtencion de las constantes puede variar, pero
todo se reduce a una igualdad entre polinomios. Por ello, cabe decir que esta
descomposicion es Unica, puesto que dos polinomios son iguaes s y solo §
todos sus coeficientes coinciden. En ambos casos, se llegard a un sistema lineal
cuadrado, cuyas incognitas serén las constantes a determinar, con solucién Unica
garantizada.
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Una vez efectuada esta descomposicién y conocidas todas las constantes
gue aparecen en €lla, las integrales que deberemos resolver adoptaran alguna de
las siguientes expresiones:

1) (‘)X'_A\—adx:ALog|x—a|+C

(x- b) B 1

B
2 ¢ dx= B———+C= C
R T R D

(Spesnaurdy p 3 2

3 ¢ Mx+ N dx:‘MX+N_ Mr+MrdX: M aws
x-r) +s? (x-r)*+s? Ox- r)? +s?
oA N+2Mr dx=MLogl(x-r)2+Szl+(‘) Mr + N dx =
X- 1) +8? 2 Lex-rg U
STg—- + 1y
€ S e g
dx
:M Logl()(- r)2+SZJ+ N+Mré SZ =
2 S Ta-rg
¢c—= +1
e S g
:MLog[(x- () +5?] SN A Mr arctg® % ¢
2 S e s

Ejemplos

1) Cdcar 1= de dx

X* - 4: G(x+2)(x- 2)

Como la funcién raciond a integrar es irreducible y & grado dd
numerador, 0, es edtrictamente menor que € de denominador, 2,
procedemos a cacular las raices de éste Ultimo. Obviamente, éstas son
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2)

X = 2, x = —2. Como ambas son reales, d método de descomposicion a
utilizar serd @ de fracciones ssimples. Por tanto, descomponemos la funcién
racional de la siguiente manera

1 __A B _Ax-2)+B(x+2)
(x+2)(x-2) x+2 x-2  (x+2)(x-2)

Igualando los numeradores de ambos miembros, una vez puesto €
denominador comun, llegamos a que:

1=A(X—-2) + B(x+ 2

Para calcular Ay B, usamos € segundo procedimiento comentado, es decir,
damos a x los vaores de las raices reales del denominador de la funcion
racional origina. Asi pues,

I x=2 p B:%, y § x=-2b A:-%
Por tanto, la integra origind quedara, aplicando las propiedades de la
integracion:

dx -1/4 1/ 4 1 1
I=¢ =C dx+ ¢ dx=- =Log|x+2/+=Log|x- 2+ C
O 4~ Oy ™+ Q= - g hogr 3 Log- 2
Caaular: 1= %2 = §—2t g
X" - X" - X+1 O(x+1)(x- 1)

De nuevo, la funcion raciond a integrar es irreducible y € grado de
numerador, 1, es estrictamente menor que € del denominador, 3. Las raices
de &steson x = -1, red y Smple, x = 1, red y doble. Como no posee raices
complgas, usaremos la descomposicion dada por € método de fracciones
smples.

3X+5 _ A N B N C _
(x+1)(x- 1> x+1 x-1 (x-12)
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_ Alx- 1 +B(x+1)(x- 1) +C(x+1)
(x +1)(x- 1)*

Igualando los numeradores, tenemos que:

3X+ 5= AX’—2Ax+ A+ BX’°-B+ Cx+ C

Usaremos ahora € primer procedimiento sugerido para calcular las
constantes indeterminadas, es decir, igudaremos los coeficientes del
mismo grado a ambos lados de la igual dad:

grado 2: 0=A+B
grado 1: 3=-2A+C
grado O: 5=A-B+C

Este sistema contiene tres ecuaciones y tres incognitas. Su resolucion es
sencilla, obteniéndose @ siguiente resultado:

Por tanto, laintegral origina quedara como:

I—O—‘llzdx+ O—"llzdx+ LI
X +1 x-1 x- 1)
=L logk+1 - TLogk-1 - —1+C
2 x-1
6x* - 38x+ 76

3) Cdcular: 1= ¢

x+1)(x- 5)(x- 3)
La funcion raciond es irreducible (se puede comprobar facilmente que ni

Xx=-=1Ln x=5n x=3 raices dd denominador, lo son dd polinomio que
aparece en d numerador), y ademés € grado del numerador, 2, es
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edrictamente  menor que € de denominador, 3. Por tanto, la
descomposicion através del método de fracciones simples queda:

6x° - 38x+ 76 _ A N B N C _
(x+1)(x- 5)(x-3) x+1 x-5 x-3

_ Alx- 5)(x- 3) +B(x +1)(x- 3) +C(x+1)(x- 5)
(x+1)(x- 5)(x- 3)

Como las raices dd denominador son reales smples, daremos justamente
esos valores a la variable x en la igualdad de numeradores en la
descomposicion:

= 120=24A b A=5
b 54-114+76 =-8C b 16=-8C b C=-2
b 150-190+76=12B b 36=128B b B=3

-1

X
Xx= 3
Xx=5

Asdi, laintegral | se calcula como:

__ . dx . ox L dx | x+1°|x- 5]°
I—50X+1+ 30 2 =L +

C
X- 5 X-3 | x- 3|

3 2
2x3 - IX*+9x- 5
4) Cdcular: 1= ¢y X 4X - X
x*- X

dx

Las raices del denominador son x = 0, de multiplicidad igud atres y x=
1, smple. Como estos valores no anulan a numerador, la funcion raciona
es irreducible. Ademés, @ grado del numerador, 3, es estrictamente menor
que € de denominador, 4. Esto nos lleva a redlizar la descomposicion por
medio del método de fracciones smples:

2x°- 7x*+9x-5 A B C D
=t —+t—+—=

x4 - X3 X X x x-1

:A(X' 1)+ BX(X- 1)+Cx2(x_ 1)+ Dx3
x*(x- 1)
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Aplicando la segunda opcién dada para calcular los coeficientes constantes,
daremos a x los valores de sus dos raices reales distintas y otros dos valores
arbitrarios hasta conseguir un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas:

x=0 b -5=-A b A=5

x=1 b -1=D

Xx=-1p -23=-2A+2B—2C-D
b -23=-10+2B-2C+1 b  -14=2B-2C

X=2 b 1=A+2B+4C+8D b 1=5+2B+4C-8
b 4=2B+4C

De las dos Ultimas ecuacionesresultaque: C=3b B=-4.
Asi, | quedar&

|_50— 40CE 3od—x O—dx

—Loglx—1] +C

dx

5) Cdcular: | = X-4 A X- 4
0x3-x-x 2 0(x 2)¢ +x+1)

El denominador posee una raiz real, x = 2, smple, y una pargja de raices

complejas conjugadas, que son los ceros del polinomio X + x+1. Estas
raices no lo son dd numerador, por lo que la funcién racionad es
irreducible. De nuevo, & grado del numerador, 1, es estrictamente menor
que e del denominador, 3. Aunque en este caso aparecen raices complejas,
éstas son smples, por lo que de nuevo debemos emplear € método de
descomposicion de fracciones simples:

X-4 _ A N Bx+C _
(x- 2x> +x+1 x-2 X2 +x+1

_ADE +x+1)+ (Bx +C)(x- 2)
(x- 2)x* +x+1)
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En este caso, optamos por la primera opcion para € céculo de las
constantes indeterminadas, igudando los coeficientes de los términos del
mismo grado en ambos miembros:

X—4=AX*+ Ax+ A+ BXx’-2Bx+ Cx—-2C

x*: 0=A+B P B=-A
X : 1=A-2B+Cb A:'—Z, B:E,C:E
7 7
1: —-4=A-2C
Por tanto, laintegra | quedar&
I_-_Z\dx L1, 2x+13 dx= '—2Log|x—2|+l‘2X+13
7 02770 x+1 7 70 1 x+1

Esta nueva integra |a separaremos en dos, con € objetivo de llegar en una
de dlas a obtener un Logaritmo, y en la otra un arco tangente.

< 2x+13 . 2x+1

L= O——dx= Oidx+120—
YW x4+ X2+ X+1
8’?(+—++—
e 2g 4
=Log|x2+x+1|+1240 o =
Sm2 10,
NeliWF:
_LOg|X+X+1|+16£éM:
2 Yeox+16
= +1
§73 5

= Log| X%+ x+ 1| + 8+/3 arctgéEiZX 19 ¢

Llevando este resultado alaintegra original, tenemos que:
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58 Introduccion al calculo integral

-2 1 ) 8 a2x +106
= “Zlog|x—2|+ = Log| X2+x+1]| + =+/3 arct Z+C
7 og | I - og| I - gg 73
4.6. Méodo de Harmite
.P(x)

Este méodo se aplicard para cacular integrales dd tipo

el

(

cuando grado P(x) < grado Q(x), y Q(x) tiene raices complgas
P

(x)

(4

dx,
con
se

multiplicidad mayor estricta a uno. Dicho méodo se basa en que

\®)

puede descomponer como sigue:

Mx + N
(x-r)* +s?

Donde, s Q(x) =(x- a)"...(x- b)"... [(x- r)? +sz]p,entonces

D) = (x- a)™"...(x- b)""... [(x r)? +sz]p'l
es decir, D(X)=m.c.d.[Q(X),Q'(X)], o, lo que es lo mismo, & polinomio que
resultade dividir Q(x) por (x- a)k (x- b)k |(x- r)? +s?|.

En resumen, D(X) es d polinomio Q(x) ya descompuesto en factores y con
cada uno de elos rebgado en uno su orden de multiplicidad.

Por otra parte, R(x) es un polinomio de coeficientes a determinar y de grado
inferior en una unidad a de D(X).
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Asi, s llamamos C(x) d polinomio (x- a)k (x- bk |(x- r)? +s?], es
Q(x)

decir, C(X) = —— , podemos escribir:

D(x)

P(x) _ d eR(X)0, B

a;)_ dxeéDIxiﬂ Clx

Integrando miembro amiembro esta igualdad,

P o R, B0

%K) o) ERK)

donde grado B(x) = [grado C(X)] -1

dx

Notese que este método de Hermite ya nos proporciona una parte del
resultado buscado, y que la integral que nos queda por calcular es una funcidn
raciona con numerador B(X) y denominador C(x), que se puede descomponer
por medio dd méodo anterior de fracciones simples, ya que las raices
complgjas de C(x), en caso de exigtir, deben ser simples. Por tanto, podemos
excribir:

C(x) x-a x-b 7 (x-r)+s?

Bx) A B Mx+ N
+ + ...+

Aunque d méodo de Hermite es largo, no sdlo porque debemos obtener
o . . _d éR(x)u
los coeficientes indeterminados sino porque h ue redizar — 1, que,
porque hay q ix eﬁ_)D " H q

aungue sencilla es muy engorrosa de calcular, e méodo es aplicable a cuaquier
funcién racional, ya que es una generalizacion del método de fracciones smples
teniendo en cuenta que afiadimos € término i ?(X)E
dx &D(x)t

Nota
Omitimos la demostracion de este método por ser muy compleja.
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Ejemplos

D

dx
e )

Cdcular: |1 = ¢

En este caso, & denominador posee raices complgas dobles, por 1o que,
como € grado del numerador, 0, es edrictamente menor que €
denominador, 6, debemos aplicar la descomposicién dada por € método de
Hermite:

1 _déac+bx+cl, A  Bx+C

g

(x+1)2(x2 +1)2 ~dx @x+1)x2 +1)8+ Xx+1 X2+l

Una vez redizada la derivada del cociente y puesto denominador comin
(como en & caso de fracciones smples), usaremos € procedimiento de
iguadar los coeficientes de los términos del mismo grado en ambos lados de
la iguadad, para obtener & sistema que nos determine € vaor de las
constantes indeterminadas:

x> 0=A+B

x*: 0=-a+A+2B+C

x3: 0=-2b+ 2A+ 2B+ 2C

X2 0=-3c—b+a+ 2A+ 2B+ 2C
X: 0=2a-2c+ A+B+ 2C

1 l=b-c+ A+ C

Resolviendo este sistema, |legamos a que:

a='—1, bzl, c=0, A= ,B:'—l,Cz
4 5 2

N |-
NG

Por tanto, laintegra origind tendralaforma:

- X2+ X 1,.dx  1.-2x+1

—_ d o
A+ +1) 201 201
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2)

- X2+ X 1 1 5 1
= + =Log| x+1] - =Log|x“+ 1] +=arctgx + C
4(x+1)x2+1 2 | | 4 | | 4 J

dx
Cdcular: 1= ¢
O (x- 1)(x? +2)°

De nuevo, & denominador posee una pareja de raices compleas conjugadas
de multiplicidad dos, y @ grado del numerador, O, es estrictamente menor

qgue @ de denominador, 8, por lo que, adicando € méodo de Hermite,
obtenemos:

1 deac+b +ox+du A B |
(x- 1) +1f dxg XK+ g ox x-1
Mx + N
+
x*+1

Notese que laraiz real x = 1 no aparece en € denominador del cociente a
derivar, debido a que su multiplicidad es uno, y a rebgarla en un grado se
convierte en cero. Redizada la derivacion y la puesta de denominador
comun, una vez més igualamos los coeficientes de los términos del mismo
grado, obteniendo € siguiente sistemallined:

X" 0=A+B+M=0

x°: 0=-a-A-M+N

X O=a—-2b+2A+ 2B+ M—N
x*: 0=2+a-3-2A-M+N
x3: 0=-a-4d+A+B-N
X% O=4d-c-A

X: O=c-2

1: 1=2d

La solucion Unica de este sistema es:
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a=§,b=§,c=1,d=1,A=1,B=1,M=j,N=1
4 4 2 4 4
Por tanto, | queda:
_5x3+3x2+4x+2+ dx 1,.dx 5, 2x s A dx
by Ok a0 1 g0 ™ Oy

5x3 +3x% +4x+ 2
4x2(x2 +1)

+ Log|x|+ 711 Log|x — 1|—g Log| x*+ 1|+arctgx +C

x*-10x3- 11x% - 24x+8

d
(x- 5)(x? +2x+2f "

3 Cdcula: 1= ¢

El denominador factorizado nos muestra la existencia de raices complejas
conjugadas dobles. Como, ademas, la funcion racional es irreducible y €
grado del numerador, 4, es estrictamente menor que € del denominador, 5,
procedemos a aplicar e método de descomposicion de Hermite:

x*-10x° - 11x* - 24x+8 _d ¢ ax+b u, A
(x- 5)(x2+2x+2) CaxBE+2x+2H x-5
Mx+ N
X2 42X+ 2

Procediendo como en los gemplos anteriores, se llega a siguiente sistema
lineal que determina las constantes:

x*: 7=A+ M

x3: -10=—a+ 4A—-3M+ N

x2: -11=5-2b+ 8A—-8M - 3N

X -24=8+ 2a+ 8A—10M — 8N
1 8=—10a+ 10b + 4A — 10N

cuya solucion es:
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a=1,b=-1,A=2,M =5, N=-2
Asi, resulta que:

x-1 . ax . bx-2

| = +20_5+ 0X2 dx=

X2 +2X+ 2 X +2X+2

= Xl ologx— 5+ Log) X2+ 2x+ 2| — 7 arctg(x + 1)+ C
X2 +2X+ 2 2

donde la Ultima integral es de uno de los tipos que hemos visto en € caso
de aplicacion del método de fracciones simples, cuando las raices de
denominador eran complgas conjugadas smples.

4.7. Problemas resueltos

Volver al indice

D

X - XY +4AX3 - 4AX® +8x- 4

=0 (xz " 2)3 dx

Debido a la existencia de raices complejas conjugadas en e denominador,
se asegura que € método de descomposicion de Hermite va a permitir
resolver esta integral. En este caso, vamos a aplicar una generdizacion del
método de fracciones simples, que aqui va a funcionar, aunque, en general,
acabariamos por recurrir a método de Hermite necesariamente.

Vamos, por tanto, a aplicar la descomposicion de fracciones simples,
tratando a las raices complegjas conjugadas con multiplicidad mayor estricta
a uno como lo hacemos con las que son redes. En este gemplo apareceran
tres sumandos debidos a la Unica pargja de raices complegjas conjugadas
triples:

x> - x“+4x3-4x2+8x-4= Ax+B+ Cx+D N Ex+F
(x2+2)3 x* +2 (x2+2)2 (x2+2)3

S ponemos denominador comun e igualamos los coeficientes de los
términos del mismo grado, llegamos d sstemalined:
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Introduccion al calculo integral

X°: 1=A

x*: -1=B

x3: 4=4A+ C

X?: -4=48+D

X: 8=4A+2C+ E

1 -4=4B+2D+ F
Su solucién es.

A=1,B=-1,C=0,D=0,E=4,F =0
Por tanto, laintegral quedar&

1= 0 e P =
~ 0%

J2 @&X 0 1

1
==Log|x’+ 2| -— arctg¢~—=+ - ——+C
> og| | > g¢

&2 g (x2 + 2)2

= A dx
txz +1)2

Aqui si que aplicamos € método de Hermite, debido a la existencia de
raices complejas conjugadas dobles.

1  déax+by, Mx+N
(2 )2_d_8 2 1T
X2 +1 x 8x2+1H x*+1

El ssemalined a que llegamos es.

x3: 0=M

X =—a+N
X: 0=—2b+ M
1: l1=a+ N
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cuya solucion es:

:l,b:O’M :O’N :1
2 2

que, llevada alaintegral, resulta en:

= X +1\dx_ X +£arctgx+C
2he+1) 2041 e+l 2

dx
x? +1)3
Como en casos anteriores, a aplicar Hermite resulta:

3) Proponemos un dltimo gemplo: | = ¢

1 _ dfx+bx®+cx+dU Mx+N
( 2 1) dxa s lf o X+l
X +1) é (x +1) 9]

El sstema queda:

x>: 0=M

x*: O=-a+N

x3: =—2b+ 2M

NG 0=-3c+ 3a+ 2N
X: 0O=2-4d+ M
1: 1=c+ N

Su solucién es:
a:§,b:O,c:§,d =0,M =0, N :§
8 8 8

Laintegra se resuelve finalmente como:

Célculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es



66

Introduccion al calculo integral

_3*+5x 3, dx _ 3x*+5x 3
= -t 05 =" >+ —arctgx+ C
gz +1f 8X+1 g2 +1)
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