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Capitulo 5
| ntegracion de funciones trigonométricas

5.1. Introduccion

En este capitulo trataremos & problema de la integracion de funciones
racionades que contengan solamente funciones trigonométricas. El caso mas
generd en que dichas funciones son irracionales se vera en  proximo capitulo.
A pesar de dlo, agunos cambios de variables estudiados aqui pueden ser
validos también cuando aparezcan funciones irracionales.

Para la resolucion de ntegrales de funciones racionales que contengan a
funciones trigonométricas, es necesario conocer agunas de las digtintas
relaciones mas habituales que existen entre las funciones trigonométricas, de las
gue hacemos una breve relacion:

1) sen’x+cos’x=1  1+tag®x=sec’x 1+ cotg *x = cosec®x

». _ 1- cos2x

2 sen?x ,. _ 1+cos2x

cos’X
3) sen2x = 2senxcosx COS2X = COS*X - Sen’x

4) senx = cosga—) - XQ
@2

5) senxcosy =%[%n(><- y)+sen(x+y)]

senxseny = %[cos(x - y)- cog(x+ )]

COSXCOSY = %[COS(X - Y) + COS(X + y)]
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5.2. Cambiosdevariable

Vamos a resolver integrales de funciones raciondes de funciones
trigonomeétricas, a las que denotaremos en genera por R(senx, cosx), mediante
una serie de cambios de variable que nos mostraran que la funcion
R(senx, cosx) es integrable de manera sencilla. Con estos cambios de variable,
pasaremos a una funcion integrable de manera inmediata 0 a una funcién
raciona de las estudiadas en € capitulo anterior, quedando & problema resuelto
de una forma u otra. La eleccion del cambio de variable que resuelve una
integral dd tipo tratado aqui dependerd de como sea la funcion R(senx, cosx).
Ademas, una vez eegido € cambio de variable que parezca mas apropiado,
deberemos obtener las expresiones de senx y cosx en funcion de esta nueva
variable (ya que cuaquier otra funcion trigonométrica se puede expresar
facilmente en términos de estas dos) asi como del término dx en funcion de la
diferencial de la nueva variable. Veamos los diferentes cambios de variable que
podremos aplicar:

A) Cambio tg%9= t . Este cambio de variable sempre se puede utilizar; pero,
ecg
en genera, cuando se pueda redizar aguno de los otros cambios que
veremos mas adelante, resultara en una integral mas sencilla a resolver. Para
el cdculo de senx y cosx en términos de t, usamos las férmulas del angulo
dobley laigualdad fundamenta de la trigonometria:

_ 2en(x/2)cos(x/2) _ 2tg(x/2) 2
senx = = P senx=
sen?(x/ 2)+cos?(x/2)  tg*(x/2)+1 1+12
o5 = cos®(x/ 2)- sen®(x/ 2) _ 1- tg®(x/2) b cosx= it
sen?(x/ 2) +cos?(x/ 2) 1+tg?(x/2) 1+t2

Finamente, para calcular dx derivamos miembro a miembro la iguadad dada
por & cambio de variable y despgiamos, obteniendo que:
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20t

C1+t?
Con este cambio laintegral origina queda de laforma:

et 1-t%0 dt

OR(senx, cosx) dx =2 d?glﬂz Tr e

gue resulta en una integral de una funcién raciond del tipo de las vistas en €
capitulo anterior.

Ejemplo
| = de _ (\)1+t2 2
Senx 2t 1+t°
Nota

Para los siguientes cambios de variable necesitamos recordar 10s conceptos
de simetrias para funciones de dos variables, generalizados de manera natura de
los andlogos para una variable:

dt = (‘)‘:—t= Log|t]+ C= Log|tg(x/2)| + C

f(x,y)esimparen xd f(-x,y) =- f(x,y)
f(x,y)esimparenysd f(x,-y)=- f(x,y)
f(x,y)esparenxeysd f(-x,-y)= f(x,y)

En nuestro caso, identificaremos a la funcién de dos variables como la
funcion raciona de funciones trigonométricas, es decir, f(x , y) © R(senx, cosx).
Cada una de estas tres simetrias da lugar a un cambio de variable distinto.

B) S R(senx, cosx) es una funcion par en senx y cosx, es decir, se tiene que
R(- senx, - cosx) =  R(senx, cosx) , entonces € cambio a redizar es de la
forma: tgx = t. Utilizando las relaciones entre senx, cosx, Yy tgx, obtenemos:

P COSX =

1
COS’ X J1+12

1+ tg°x =
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t
Senx = tgx cosx p Senx =
N1+1t2
dt

Finalmente, derivando miembro amiembro, tgx=t P dx = e
+

A pesar de las expresiones irracionales que aparecen en la obtencion de las
expresiones de senx, cosx, en funcion de la nueva variable t, éstas
desaparecen en la integral que resulta una vez redizado € cambio de
variable, debido a la smetria par en serx, cosx, y d tipo de operaciones
(productos) que aparecen. Un caso particular seria:

| =cgen"x cos’x dx= (mn deigua parided) =

N tm 1 d't < tm
- m n = 0) m-+n dt’
0(«/1+t2) (\/1+t2) 1+t? (1+t2)1+7

+
donde m neeun entero.
Ejemplo
1
= coS’X dx= ALt a . at
Arenix O ¢ 1+ Qeziet?)
1+1 t?
+

Esta integrd es del tipo de las estudiadas en € capitulo anterior, como
cociente de polinomios en t. Aparecen dos pargas de raices complejas
conjugadas smples como ceros del denominador, por lo que, aplicando €
método de fracciones simples, resulta en una descomposicion del tipo:

1 _Mt+N_ Pt+Q
[L+2t2 J1+t2)  1+2t2  1+t?

donde, poniendo denominador comun e igualando los numeradores que resultan,
llegamos d sistema que nos proporcionara € vaor de las constantes, sin més
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que iguaar los coeficientes de los términos del mismo grado a ambos lados de
laiguadad:

t3: 0=M+2P
t?: 0=N+2Q
t: 0= M+P
1: 1=N+Q

Resolviendo: M =0, N=2,P=0,Q=-1
Asdi, laintegral queda:

s _ 2
0 01+t2_ O( ) OHT

=«/§arctg(«/§t) - arctgt+ C= «/Earctg(«/? tgx)- X+ C

C) S R(senx, cosx) es impar en cosx, es decir, R(senx, - cosx) = - R(senx, cosx)
entonces:

. R(senx, cosx)

cosx dx= R (senx,cosx) cosx dx
COSX (ﬁ( )

donde R, (senx, cosx) es par en cosx , y haciendo € cambio serx =
llegamos a la integra de una funcién raciona de las estudiadas en € capitulo
anterior. De manera sencilla, con este cambio se obtiene que:

dt

cosx = /1- t° , dx =
\1-t?

Como en € caso anterior, no aparecerén funciones irracionaes en la nueva
integral, debido alaimparidad de la funcion cosx.
Un caso particular, con n impar, seria:
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I = ¢gen™x cos"x dx= (‘j”‘(«/l- t2)n = c‘;m(l- tz)%ldt

1-t?

gue es integrable de manera sencilla, puesto que s n esimpar, n - 1 es par,

y asl, T es entero.

Ejemplo

I:‘dX:‘ 1 . _ . dt
Qcos'x Q(J;LT)1 e Yo)

Las raices dd denominador de este cociente de polinomios son reales
dobles, t = 1, t = -1, por lo que, aplicando e método de descomposicion de
facciones smples, llegamos a que:

1 A B C D

= + + +
b-ef Tt (-t 1t ()

Poniendo denominador comun:
1= A1- t)1+t)? +B(L+t)* +C(1- t)*(1+t) + D(1- t)’
Dando \alores a la variable t, los de las raices reaes distintas, y otros dos

més de manera arbitraria, se llega al sistema cuya solucién son los valores de las
constantes a determinar:

'R

48
4D
A+B+C+D

coa+ Jiac+ t
4 4

~ ~~ -~
TR TIT

'_\
=
TRTIT

N Q@

—
1

Resolviendo:

Caélculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es



Introduccion al calculo integral

Asdi, laintegral quedade laforma:

|:1‘dt+i‘ dt +E‘dt+i‘ dt =
401 40(1-t)2 40+t 4 1+t)?
1 1 1 1
- ZLog|1- t ZLlog|1l+t]-———+C=
29! |+4(1- ) 4 o=t a1+t)

1 | 1+ senx| 1 1
_Log +

- + C
47 |1- senx|  4(1- senx)  4(1+senx)

D) De forma similar a caso anterior, S R(senx, cosx) es impar en senx, es decir,

S R(- senx, cosx) = - R(senx, cosx) , € cambio de varidble a realizar sera de
laforma cosx = t, puesto que:

. . R(senx, cosx) senx
: dx = -
OR(senx, cosx) dx = ¢y .

dx= MR (senx,cosx) dx
R )

donde R (senx, cosx) es par en senx. Asi, como en e caso anterior, se
obtiene de manera inmediata que:

- dt
cosx =t , senx =4/1- t? | dx = -
1-t

Un caso particular seria, con mimpar:

I = ¢gen™xcos"x dx= (pos’xsen™"x senx dx =

R Nre) i
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que es integrable de forma sencilla, puesto que, S mesimpar, m- 1 es par,

y, por tanto, mTl €s entero.

Ejemplo
= COSX dx= o t - ot _
Oen®x+ 2c05” xeenx 0(/1_ t2)3+2t2 M- 17 V1- t2
_ s tot _ tot _
Yefeah-v) o)
- tdt

S R Ta)

Las raices del denominador son t =1, t = - 1, redles smples, y una parga
de complgas conjugadas simples. De nuevo, € método de fracciones simples
nos proporciona la siguiente descomposicion:

-t __A_ B Ct+D_
-2 fi+t2) 1+t 1-t 1+t

A e e)+ Bl tfiee e+ Dh- )
] b i)

Dando vaores alavariablet, resulta d sistema:

t=1: -1=4B

t=-1: 1=4A

t=0: 0=A+B+D

t=2 -2=-5A+15B- 6C- 3D

cuya Unica solucion es.

A=—, B

N

Nl
@)
I

N |-
O
I
o
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Por lo que, laintegral origina se puede descomponer como:

1,d 1,dt 1, tdt

=200 30 2%t

1 1 1 )
= Zlog|l+t|+ =Log|l- t|- =Log|t®+ 1] + C=
2 I | 2 11- t] 2 I |

|1-t?] |1- cos® x|
=L 4 + C=L 4— '+ C=
= |1+t | = |1+ cox’x|
2
sen’x
= Log 4/ ————+C
® 1+ cos*x

5.3. Transformacion en sumas

Estos cambios de variables que hemos visto no son, obviamente, la Unica
poshilidad que existe para resolver integraes raciondes de funciones
trigonomeétricas. En general, merece la pena estudiar de manera breve la funcién
gue queremos integrar, por S la aplicacion de aguna de las relaciones
trigonométricas conocidas nos permite reducir dicha funcion de forma sencilla a
otra funcién cuya integracion sea mucho més répida. Ademas, no todas las
funciones racionaes de funciones trigonométricas aparecen en la forma en la
gue podemos aplicar aguno de los cambios de variable comentado. Por
gemplo, s en la funcidn a integrar aparecen razones trigonométricas de angulos
distintos, un primer paso necesario consiste en pasarlas todas a mismo angulo.
En este caso, las ecuaciones que nos relacionan los productos de razones
trigonométricas de angulos distintos con sumas de razones trigonometricas
pueden resolver e problema:

a) cyen(mx)sen(nx) dx= %c‘pos[(m n)x]dx - %(‘):os[(m+ n)x] dx

b) ¢gen(mx) cos(nx) dx = %c‘pen[(m n)x] dx + %(‘pen[(m+ n)x] dx
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0) cyos(mx)cos(nx)dx= %c‘pos[(m - n)x|dx + %(‘yos[(m +n)x| dx

Notese que, aunque las razones trigonométricas que aparecen sumando
también se refieren a dngulos distintos, la diferencia fundamental estriba en que,
mientras las integrales de productos no se pueden separar, las integraes de
sumas si pueden hacerlo en sumas de integraes, por la linedidad de la integrd,
apareciendo de esta forma los angulos distintos en integrales digtintas, 10 que,
obviamente, no es ningn problema.

5.4. Problemasresueltos

Volver al indice

1+ 2t
< 1+ senx < 1+t2  2dt
DI = oidX:tX/ZZt: =
) SENXCOSX tx2=tr =0 2t 1-t? 1+t2
1+t 1+t°
B2+l (t+1) Jt+l

Ot 17) 2dt= Q- tz)dt: Q- t)OIt

Las raices del denominador son redles simples; por lo tanto, d método a
utilizar sera @ de fracciones simples.

+
i+l A, B b t+1=AQ-1)+BtbP A=1,6B=2
ta-t) t 1-t

Wt dt
= O—*+20—=Loglt|- 2Log|1- t|+C=
Oy * 20~ Lodltl- 2Log|i-t|

= Log| tg(x/2)| - 2Log|1- tg(x/2)| + C

1= @ dx ., cosx
01+tgx 0senx+ COSX

dx={ tg(x/2) =t} =
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1-t°
< 1+t? 2dt PN 1-t?
=2 dt
02 11+t Qa1 ofiet?)
+
1+t%  1+t?

Las raices del denominador son dos irracionales y otras dos complejas
conjugadas, todas dlas smples. S aplicamos € méodo de fracciones
simples para descomponer esta funcién, deberemos trabajar con nimeros
irracionales. Antes de seguir adelante, probemos otro cambio de variable
distinto de este general. Obsérvese que la funcién a integrar es par en sernx,
cosx, por lo que podemos intentar € cambio de variablestgx = t.

dt R dt

= A dx = = = A 1 =
T Ohgx VYT O A+t t?)

Aunque en este caso, también aplicaremos € método de descomposicion de
fracciones simples, las raices de denominador ahora son unaenterat= -1,y
una pargja de complgas conjugadas, todas simples. A diferencia del cambio
de variable anterior, hemos salvado operar con nimeros irracionales.

1 _ A N Bt+C
(1+t)e+t?) t+1 241

Poniendo denominador comun, abtenemos que:

1=A(t’+ 1)+(Bt+ C)(t+ 1) = At’+ A+ Bt>+Bt+ Ct+ C

Igualando los coeficientes de los términos dd mismo grado, obtenemos €
siguiente sstema

t2: 0=A+B
t: 0=B+C
: 1=C

cuya solucion es.
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A=l B=-1, =1
2 2

Laintegra origina quedara como:

1, dt 1.t-1 1 1 1
| == A S ZA dt==Log|t + 1|- =Log|t*+ 1|+ =arctgt+ C=
501 307,473 oglt + 1 2 og| | > a9

1 1 ) 1
= —Log|l+tgx - —Log|l+tg“x]+ —=x+ C
2ogl x| 4ogl 9°X| >

2dt
5 dx \ 1+t?
31 = ={tg(x/2) =t} = =
) 0Zsenx- cosx+5 {2 =t =0 4 1- t? +5
1+t% 1+t°
. 2dt . 2dt . dt
Oy 1+t2+5+52 Oazva+a Gazion+2
-5 dt I P S RO - L1 I
e~ 16 5 5Oaé3t+162 579 5 5
FA+—= +-= = +1
g J3g 3 59
S N
2t 2dt
_ a Senx _ _ _ a1+t 2+t®2
4 | = dx= tg(x/2) = t = =
) + COSX + Senx t g2 J 01+ 1- t? N 2t
1+t 1+4t°
< Atdt < 4tdt

T Qe e e e ea) St
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N 2tdt
Gt~z +1)

Una vez més, las raices del denominador nos permiten aplicar ¢ méodo de
descomposicion de fracciones smples:

2 _ A B+C
(t+t2+1) t+1 t2+1

2t= At’+ A+ Bt?’+ Bt+ Ct+ C

Igualando los coeficientes de los términos del mismo grado, obtenemos:

t?: 0=A+B
t: 2=B+C
1 0=A+C

cuya solucion es:
A=-1,B=1,C=1
Laintegral queda como:
dt t+1 1
l=- Oy—+ ¢ dt=- Logt +1+ = Logt> +1|+ arctgt+ C=
Orey” Grag® =" otk +de 5 Lok +4 arcg

= - LoglL+1g(x/2) + %Log|1+tgz(x/2)| + §+ C

.Senxcosx + cos*x
5) | = dx={tgx=t} =
2 + Senxcosx
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1
41—41— T o

1 1+t2

«/1+t2 N1+t?

t 1 t!1+t2!+1
LA (1e?f o (1+t?)

-0 py b 1+t 02(1+t2!+t 1+t%

1+t? 1412

N t+t+1

= dt
0(1+t2)2(2t2 +t+2)

En este caso, € denominador posee una pargia de raices compleas
conjugadas dobles, por lo que es necesario aplicar  méodo de
descomposicién de Hermite:

t*+t+1 dea1+bu Mt+N+ Pt+Q
hetfloe+t+g o BLrCH 1+t 27 +t+2

Redizando la derivada del cociente, poniendo denominador comin e
igudando los coeficientes de los términos del mismo grado, llegamos d
siguiente sistemalineal que nos proporcionara e valor de las constantes:

t°: 0=2M+P

t*: 0=-2a+M+2N+Q

t3: 1=-4b-a+4M+ N+ 2P
t?: =-2b+ M+ 4N+ 2Q

t: l=a-4b+2M+ N+ P
1: 1=2a+ 2N+ Q

cuya Unica solucién resulta ser:
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a=0, b:%,M =-1,P=2, Q=-5

Llevamos estos valores alaintegrd original, con lo que:

| = 1 N <\ 3- t . &A-5 1 N
2L+t?) o™ O™ " 2f+t?)
+3arctg t- 1 Log|t2 ]4+ = Log|2t2 +t+ 2| Odit
2 2 VA% +t+2
Calculemos esta nuevaintegra por separado:
= 3 at _ 8. at a
0212+t+2 5L o 15 " 15910 1
e ZJ—z g\/_ [}
215  ai+10,
15 5,

Por tanto, laintegra | quedaréa de la siguiente forma:
1 1 1
| = +3arctgt - =Loglt® +1) + =Log2t* +t + 2 -
2(1+t25 J 2 g( ) 2 g| |

(125 st1o

2 15 % 5

~ 1 2g°x+tgx+2 11 & + Atgx O
| = —+L = - arctg I+
2l +1g?x) 1+1g°x N SN
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sen’x senx(l- cos’ x)
01 = Oy oo X € dx= ¢genx(1- cosx)dx=
) + CcosX X=0 1+ cosx X G;enx( COSX) X

(genx dx- ¢penx cosx dx= - cosx- %sen2x+c

2+Log?| x| dx 2+t?
| = dx={L =tphb —=dt =O—dt=
L xLog| x| - x t Loox X } t-1
= (Jt+1)dt+3 ¢ * U, t+3Log|t- 1|+ C=
q-l 2
2
= Iﬁngxh Log |x] + 3Log|Log|x|- ]4+ C
8 | = Gsen(x/Z)cos(Sx/ 2) o

sen3x

Como las razones trigonomeétricas que aparecen en la integral estan referidas
a angulos digtintos, € primer paso, antes de pensar en agin cambio de
variable, debe ser intentar pasar esta expresion a otra igual donde las nuevas
razones trigonométricas estén referidas d mismo angulo. Utilizamos para
elo las férmulas que réacionan productos con sumas de funciones
trigonométricas.

senAcosB =%[sen(A+ B)+sen(A- B)| b

sen(x/2)cog(5x/2) = %(senSx - sen2x)

SeN2X = 2eNXCosx

sen3x = sen(2x + x) = senxcos2x + cosxsen2x =
= Senxcos’ X - sen’Xx + 2senxcos’ X =
= 3senxcos’x - sen’x = 3senx(1- senzx)- sen’x =
= senx(3- 4sen2x)
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Asi, tenemos que:

1 .sen3x- sen2x 1. 1 .sen2x

= —(‘)—dx: X - —O—dx
2 sen3x 2Od 2 “'sen3x

SENXCOSX

L= O =2 ¢ 2 =
= O =2 Oy x(3- 4sen’x) = % &

={sex=1tbP cosxdx=dt} =2 Oﬁ gc‘)di

%fg

Esta tltimaintegrd la descomponemos por € método de fracciones smples:

1 A B_A(1+u)+B(1-u)ID Azl go

= =+ = =—, =
1-u® 1-u 1+u 1- u? 2

N

+
Logll+ul+ C= 1 Logll uI+C:

243 7|1- u]

1 1
J_Log|1 ul + 2@
|£+2t|

2J— IJ— 2t|

Finalmente,

—x+ |«/— 2senX |
4J— SN CP—"y

I = +C
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5.5. Integracion por recurrencia

Veremos aqui una técnica general de integracion, llamada integracion por
recurrencia, en € caso particular que nos ocupa en este capitulo, es decir, para
funciones racionales que contengan a funciones trigonométricas. Esta técnica se
aplica para d cdculo de integraes de funciones que dependan de agun
parametro, expresando la integral deseada en términos de otra de smilar
enunciado en la que € pardmetro haya disminuido. Una vez conseguida esta
relacion, bastard aplicar recurrencia para poder expresar la integral origina en
funcion del parametro y de otraintegral que ya no contenga a dicho parametro.

Volver al indice

Ejemplo

I mn= Cpen"x cos’x dx

Para calcular estaintegral, tomamos partes de la siguiente manera:

S m<0yn>0:
I u=cos"'x P du=(n- Lcos"x (- senx)dxil
i sen™*x Y
. dv=sen™x cosxdx P vs— Y
1 m+1 b
Ademés, teniendo en cuenta que sen™?x = sen™x (1 - cos®Xx),
obtenemos
cos"'xsen™x n-1. .
| on= 1 + 10:05“ “xsen™"?x dx =
’ m+ m+
cos"'xsen™x n-1. . o
= 1 + 1@en xcos™ “xdx -
m+ m+
n-1. . . cos"'xsen™x n-1
- (pen"xcos" xdx = + | mn2 -
m+1 m+1 m+1
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i n-lI
m+1

m,n

Despgiando | ., , en estaigualdad, resulta que:

| = sen™*'x cos™ *x L n-1

m,n

m+n m+n ™2
S m>0yn<O0:
I u=sen™'x P du=(m- L)sen™ *x cosxdxil
i oL
.dv=cos"x senxdx b y=-— ~ Yy
f n+1 b

Procediendo andlogamente, |legamos a que:

| = cos”“xsenm'lx+ m- 1

m,n

m-2,n

m+n m+n
Sm<0y n<0, enlugar dedespgiar | ,,,, sedespgan |, o1l
En cualquiera de las tres poshilidades, aplicando de forma sucesiva la

integracion por partes a cada nueva integral que va apareciendo, todo se reduce
acdcularl 4,01, . Veamos como se calcularian éstas Ultimas:

| o =(FEN" X dX
Elegimos integracidn por partes, de la siguiente manera:

u=sen™x b du=(m- 1)sen™xcosx dxil

i
i , de modo que tenemos
jdv=senxdx P V = - COSX
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| o = - COSXsen™ x+ (m- I)cpen™ *x cos’x dx

Yy, COMo, de nuevo,
sen™ 2x cos®x :senm‘zx(l- senzx): sen™2x- sen™x
se tiene que laigualdad anterior queda como:

| o = - COSXsen™*x+(m- 1)dpen™*x dx- (m- 1)¢pen™xdx =

- cosxsen™x+(m- 1, - (m- 21,
Despgiando | ,, de estaigualdad:

L= cosxsen’“‘lx+ m-1,

mo m m

m- 2,0

De nuevo obtenemos una recurrencia, pero, a diferencia del Gaso anterior,
ésta solo depende de un parametro, y bastara conocer € valor de 1 ,,, 0de | .
En cualquiera de los dos casos, resultan en integrales inmediatas, ya que:

loo = (X=x+C , 1, =cpenxdx=-cox+C

Para e cdculo de |, ,=(pos"xdx, procediendo de manera andloga, se
llegaaque
senxcos“‘1x+ n-

\ 1 N -
o, = CpoS"xdx = . . CFos™ *x dx

Similarmente, bastara conocer € vaor de |,,, o de |,,. En cuaquiera de
los dos casos, también resultan en integrales inmediatas, ya que:
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loo = (X=x+C , I, =cposxdx=senx+C
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