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7.1. Introduccion

S y = f(x) es una funcion definida en € intervalo [a,b] y d limite de la
suma de Riemann existe, entonces decimos que f(x) es una funcion integrable en
[a,b] y denotamos ese limite mediante:

LI)Aiir®no iaoz‘l f(ci)D<i = 91‘ (x) dx

Llamamos integral definida de lafuncion y = f(x) entreay b aeste limite.
Al nimero a se le llama limite inferior de integracion y a nimero b, limite
superior de integracion.

7.2. Teoremade integrabilidad

S y = f(x) es una funcion continua en un intervalo cerrado y acotado [a,b]
P f(X) es integrable en [a,b]. Ademas, € vaor de la integral definida es un
ndmero real.
7.3. El é&rea como unaintegral definida

S y = f(x) es una funcion continua 'y no negativa en € intervalo cerrado y
acotado [a,b] P € &reade laregion limitada por la funcion y = f(x), € ge OX,
y lasrectas verticalesx = a, X = b viene dada por € nimero redl:

b
Area = )f (x) dx

7.4. Propiedades

a

1)Sy=f(x) etadefinidaenx=a b f (x)dx=0

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es



Integral definida 133

b a
2)Sy=f(x) esintegrableen[ab] b ) (x)dx =- O)f (x) dx
b

3) S y = f(x) esintegrable en [a,b] y caT (a,b) con y = f(x) integrable en
[a,cly [c,b] P

b b

Of (x)dx = of (x) dx + of (x) dx

4) S y=1f(x),y=g(x) sonintegrables en [a,b] y k esunaconstante real b

b

b
K (%) dx =k o)f (x) dx

) gl = oo () e+ ()

a a

5) Propiedad de monotonia de laintegral:
Sy = f(X), y = g(x) son funciones integrables en [a,b] tales que cumplen
que fX) £g(x) " x1 [ab] b

b

of (x)dx £ (‘p(x) dx

7.5. Teorema Fundamental del Calculo Integrd

Hay una estrecha relacion entre € célculo diferencia y @ caculo integral.
Esta relacion fue descubierta, independientemente, por Newton y Leibniz, y por
esta razén se les atribuye a ambos € descubrimiento del clculo integral.

Volver al indice

Teorema
S unafuncion y = f(x) es continua en € intervalo cerrado y acotado [a,b]

b
= (‘)f(x) dx=F(b)- F(a), donde F(x) es cudquier funcion ta que

F')=f(x) " xT [ab].
Este resultado se conoce también como Regla de Barrow.
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134 Introduccion al calculo integral

Ejemplos
2 A3 \2
1) X - 3)dx: gx—-sz -8 6.145-.2
1 é3 a 3 3

1825 1p_1124_31

1 0
2) (4x+1)dx= = g—— 2 :
)6)4334e33g433

1

2

2
4) Evduar: ()2x- 1] dx
0

ue tener en cuenta que -h=q
¥4 a %1- 2x s x<1/2

2 y2 2
J2x- 1| dx= ¢§1- 2x)dx + §2x - )dx =
0 0 12

S

5) Cdcular € area de la region limitada por la gréfica de ecuacion
y= 2x°- 3x+2,d geOXy lasrectas verticales x=0,x= 2.

2 £y 3 2 Vi
h é u
Area =d2X2 - 3x+2)dx = e—AZX (3 +2X5 = 1 1, 4= 1

) é3 2 b 3 2 3

7.6. Cambios de variable paraintegrales definidas

Volver al Indice S lafuncion u = g(x) tiene derivada continua en [a,b] y existe la integra
indefinida sobre € recorrido de g(x), entonces.
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b g(b)
5 (90 g (o = o ()
a g(a)

donde € cambio de variable afecta también a los limites de integracidn, que
tomaran ahora valores en la nueva variable de integracion.

Ejemplos
! 3
1) Cdcular: 1= c‘)((x2 +1) dx
0
S redizamos € cambio devariable u=x?+1 b du= 2x dx

Esto nos lleva a cambiar también los valores de los limites de integracion de
la siguiente manera:

Xx=1p u=2
S Xx=0PpP u=1

Por tanto, a redizar este cambio de variable, llegamos a

- 12‘313du—1éu u_1 16_ 15
= = =Z e =288 2=
2§ 2848 28 4y 8
X
2 Bvdua: | = g=—=dx
1 V2X- 1
Redlizamos @ cambio devaridble:.  u®? =2x- 1 2udu = 2dx
. u®+1
Despgando, x =
Cambiamos los indices de integracion:
s x=5p u=3
S x=1pb u=1
Por tanto,
3 2 3
| ‘(u +1)/2 du = ‘u2+1)du-
1 u 1
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136 Introduccion al calculo integral

4 13 \3 , N
eu u

=% &3 Ty =%§9+3_%_ ul%lz%’5
e U

3) Cecular: 1= )/r’- x* dx
0

Cambio devariable x =rsent P dx =rcost dt
Cambio de limites de integracion:

sl X=r b t:E
2
S x=0pP t=0
Asi,
p2 pi2 2 P2
I= (Vr®- rsentcostdt =r? ¢pos’t dt:?(‘jl+0032t)dt:
0 0 0
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