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Capitulo 8
Aplicaciones geométricas y mecanicas
de laintegral definida

8.1. Cdaculo de &reas en coordenadas cartesianas

En esta seccién vamos a tratar de calcular € area de figuras planas
limitadas por funciones continuas expresadas en coordenadas cartesianas a
través del calculo de ciertas integrales definidas. Distinguiremos varios casos,
de menor amayor complejidad, hasta llegar ala situacién més general.

a) S la funcion y = f(X) esta definida y es continua en € intervalo [a,b],
verificando que f(x) 3 0 " x 1 [ab], entonces, como ya sabemos, € &rea de
trapecio curvilineo limitado por la curva y = f(x), d ge OX y las rectas
verticallesx=a,x=besigud a

b) S la funcion y = f(x) esta definida y es continua en € intervalo [a,b],
verificando que f(xX) £0 " x 1 [ab], entonces e &rea dd trapecio curvilineo
limitado por la curva y = f(x), & ge OX y las rectas verticales x=a, x = b es
igual a

Notemos que en esta Situacion, debido a que f(x) es no postiva en €
intervalo de integracion, € vador del &ea es no negativo, por la propiedad de
monotonia de la integral.

c) S y= f(X) esta definida y es continua en € intervalo [a,b] y cambia de
signo un nimero finito de veces en & segmento [ab], entonces podemos
descomponer la integral a lo largo dd intervao [a,b] en suma de integrales alo
largo de tantos subintervalos como sea necesario para asegurar que en cada uno
de élos la funcion permanece con signo constante. El valor de la integral
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Aplicaciones geométricas y mecanicas de la integral definida 143

definida sera positiva en los subintervalos donde f(x) 2 0O, y negativa en aquellos
donde f(x) £ 0. Asi, & aeade trapecio curvilineo limitado por la curva y = f(x),
e ge OX y las rectas verticdes x = a, x = b se caculard como suma de
integrales definidas de la forma vista en los casos anteriores a) o b), segin €

signo constante que posea la funcion en cada subintervalo concreto. Esta
situacion puede resumirse en la siguiente formula genera, que engloba a los
casos anteriores como particulares:

A= bef ()] dx

a

d) S se desea cacular € &rea de la regidn limitada por las curvas y = f(X),
y = g(x), continuas en € intervao [ab], y las rectas verticalles x = a, x = b,
primero se calcularan todos los puntos en que se cortan las dos funciones f(x),
g(x) dentro dd intervalo [ab]. Entonces, en cada uno de los subintervalos
determinados por esos puntos de interseccion se comprueba qué gréfica se
encuentra por encimade la otray se aplica en cada uno de dlos laformula:

j
A= dcurva gue va por arriba - curva que va por debg) o) dx

Este caso es € més general, y todos los anteriores se pueden ver como
situaciones particulares de €. La formula, escrita en términos de las funciones,
quedaria como:

b

A = f(x)- g(x)] dx

a

Nota

A veces es interesante cambiar los papeles de las variables x e y. Con un
estudio similar, € caso general d), podria escribirse en esta situacién como:

j
A= dcurva dela derecha - curva delaizquierda )dy
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144 Introduccion al calculo integral

donde ahora la integracion se redlizara con respecto a la variable y, sendo, por
lo tanto, los valores de los limites de integracién valores de esta variable.

Siempre que se pueda es recomendable redizar € dibujo de la gréfica, 1o
gue nos servird en la mayoria de los casos para decidir la integracion que nos
interese, bien respecto alavariable x, bien respecto alay.

Ejemplos

1) Cdcular @ area de la region limitada por la snusoide y = senx y € ge OX,
cuando O£ X £ 2p

Solucioén:

Y=SE N

Puesto que senx 3 Opara0 £x £p, y senx £ 0 parap £ X £ 2p, es necesario
cacular € éea como la suma de dos integrales definidas, segun dichos
intervalos. Es decir:

p 2p
A= (yenxdx - Cpenxdx=|- cosx]g+[cosx]ﬁp=- (-1-D+(1+D=4
0 p

2) Cadlcular € &eadelaregion limitada por las curvas y = «/;,y: X?
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Solucion:

112

0.0

Resolviendo € sistema formado por: Y= x, y =x?, obtenemos los puntos de

corte (0,0), (1,1). Ademas, y = «/; vapor encimadey = x* paravalores de
x en € intervao (0,1). Por tanto:

1.1
373

A= %‘{«/; xz)dx= %[xm]z - % [x3]i,= %

8.2. Cdalculo del area en coordenadas paramétricas

Calculemos € &rea de un trapecio curvilineo limitado por una curva dada

por sus ecuaciones paramétricas. i ;_;((?) ,cuando a £ x £ b, demodo que €
Ty =
parametro t varieentre a £ t £b,con j (a)=a,j (b)=h.

Supongamos que las ecuaciones paramétricas definen una funcion y = f(X)
en d intervao [a,b]. Por tanto, el érea del trapecio curvilineo limitado por esta
funcion, e ge OX, y lasrectas verticales x = a, X = b, puede ser calculada segin
laférmula

Volver al indice
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b b
A= Of (x)dx= ¢y dx
Para calcular € valor de esta integral definida, aprovechamos las

ecuaciones paramétricas para redizar el cambio de \ariable dado por €ellas, es

decir, x=j (t), de donde dx =j (t)dt. Asi pues, llevando este cambio de
varidble a la integrd definida que nos proporcionard e vaor del &ea y

recordando que Yy = f(x): fh (t)] =y(t), de las ecuaciones parametricas,
llegamos &

A=y 0i ()t

Esta es la formula para calcular € &rea de un trapecio curvilineo limitado
por una curva dada en coordenadas paramétricas.

Ejemplos

1) Cdcular e aea dd dominio limitado por la dipse, cuyas ecuaciones
" . i X = acost

parameétricas vienen dadas por: i
1y =bsent

Solucioén:

-3 =

il N
~ |

Calcularemos sdlo € area de la mitad superior de la dipse y la duplicaremos,
debido a la smetria existente. Este hecho se utilizar& mucho a lo largo del

presente capitulo. Como la variable x varia desde - a hasta a, €l parametro t
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varia desde p hasta O, respectivamente. Por tanto, la integral definida que nos
dara el valor del area buscada sera

0 0 p
A =2 (fbsent)(- asent)dt= - 2abpen’t dt= 2ab (gen’tdt=
0

p p
P1- cos2 6t sen2tof p
=2ab ———dt=2ab z—- —— =2ab —-= pab
C o2 & 4 Y 2

2) Cdcular € érea de la region limitada por € ge OX y un arco de la cicloide
. o i x=alt - sent)

Cuyas ecuaciones parameétricas vienen dadas por: {

1y =all- cost)

Solucion:

da pmm—_——— 1

0 na 273

Puesto que x varia desde O hasta 2 a, t variard desde O hasta 2. Asdi, la
integral definida que nos proporcionara € vaor del &rea, una vez redizado €
cambio de variable dado por las ecuaciones paramétricas, viene expresada

por:

2p

2
A= (gll- cost)all- cost)dt = a® (f1- cost)’dt=

0 0
é2P 2p 2p l‘J
= a’a(ylt - 2¢postdt + gpositdty = a2[t- 2sent] 2+
€o 0 0 a
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2p s N
» 1+ cos2t ) , 6l senzty
ta"Q———dt=a2p+a‘ g+ ——yp =
0 2 p 82 4 Ho

= 2pa’+ pa’= 3pa’

8.3. Cdalculo del éreaen coordenadas polares

Sea r = f(q) la ecuacion de una curva en coordenadas polares, donde f(Q)
es una funcién continua para a £ q £ b. Determinemos el &rea del sector OAB,
limitedo por lacurvar = f(q) y losradiosvectoresq=a yq=h.

o

0
Siguiendo un proceso smilar a redizado en @ capitulo 1, dividimos la
region de la cua queremos calcular € valor del area en n partes mediante los

radios vectores a =(q,,0,,K ,q, =b, formando de esta manera |as particiones
que resultaban dli.

Designemos por  Dq,,Dq, K ,Dq, los angulos formados por estos radios
vectores; y sea I'i lalongitud de un radio vector correspondiente a un angulo
a; cuaquiera, comprendido entre J;.1,4;- Consideremos € sector circular de

radio I'; y angulo central DO . El &rea de este sector esigual a

A= % r |2 Da;
y sera una aproximacion numérica del valor del &ea de mismo sector

determinado por lafuncion r = f(q).

S repetimos este proceso de aproximacion para todos los sctores en que
hemos dividido & sector origind OAB, obtenemos una aproximacion del érea
total, sin més que sumar todas estas aproximaciones parciales.
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A]:

“Qo-

'u\

iD= 24 1(a)0q,

i=l

N

Puesto que la suma indicada es una suma correspondiente a la funcion

r2=f2(g)en @ intevdo a£ q £ b, su limite cuando méxDg, ® 0
y, por tanto, € valor del &rea buscada seralaintegra definida:

1°
- = °d
20
Nota

Caculando € &ea dd sector curvilineo mediante trapecios curvilineos,
obtendriamos & mismo resultado.

1%
Asi, el dreadel sector OAB serdigual a AZEU “do

Ejemplos
1) Calcular e &reaencerrada por lalemniscata r = a/c0s2q .

Solucion:

f=m'4

/”
S _oF

Como recomendamos anteriormente, realizamos un dibujo de la funcion,
para determinar visuamente la regiéon de la cua queremos cacular € érea.
Los valores de q variaran en los intervalos [0,p/4], y [3p/4,p], donde la
funcidn cos2q es no negativa. Ademas, como la funcién cos2q es simétrica
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respecto a angulo (cos2q = cos(-2q)), la gréfica debe presentar dicha
simetria. Daremos valores a angulo dentro de su dominio, donde, ademés, la
funcion es continua, quedando su representacidn como se ve en lafigura

A lavigta de la gréfica de la funcidn, basta con calcular € érea de la cuarta
parte que se encuentra en € primer cuadrante y multiplicarla por cuatro. En
esa cuarta parte, €l angulo q variadesde 0 hasta p/4, y, por consiguiente,

1, 1P 1 L, a2 éSJeanu/4 a2
= — = —a” (pos2qdq= — g7/ =
2772 00 2@ OAM= g2 4,

por tanto, A=a’

2) Cacular d &readd circulo cuya ecuacion en coordenadas polareses. r = R.

Solucioén:

Esta funcién es continua para cuaquier valor dd angulo; por tanto, q variard
en d intervao [0,2p]. En vista de la gréfica, aplicando simetrias,

p/2

A= Oth—ZRZ[t]p’Z—pRZ
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8.4. Cdaculo del vaor medio de unafuncion

Sea y = f(X) una funcién definida y continua en € intervdo [a)b].
Designamos por m € valor més pequefio que toma f(x) cuando X recorre €l
intervalo [a,b]. Andlogamente, sea M e valor mas grande. En estas condiciones
m£ f(x) £ M, paratodo x en € intervalo [a,b]. Dividimos [a,b] en subintervalos,
es decir, generamos una particion del mismo a través de los siguientes valores,

a=x, <X <K <X,, <X, =b obteniendo |as desigualdades:

i m(xl- a)£(xl- a)f(co)E M(xl- a) afc, £x
1ok, - x)E(g- x)fQ)EMx - x) X EcEx
: KKKKKKEKEKEKEKKKK K K

tm(b_ an)£(b_ Xn-l)f(Cn-l)EM(b- Xn-l) Xn-1£Cn-1£b

Sumando miembro a miembro:

mb- &) £ & (x - x..)f(c..) EM(b- a)

i=1

Cuando n ® ¥, se demuestra que la serie tiende a la integral definida
b
of (x) dx. Asi, haciendo € limite en las tres partes de la desigual dad:

a
b

m(b- a)£(‘)f(x)dx£ M(o- a)

Estas desigualdades muestran que € vaor de la integral definida es €
producto de b - a, longitud del intervalo de integracion, por un nimero N
comprendido entre my M, de donde:

b

Of (x)dx = N(o- a)

a
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Como lafuncion y = f(x) es continua en [a,b], existe d menos un valor ¢ de
lavariable x tal que N =f(c). Setiene asi:

b

of (x)dx = (b- a)f(c)

8.4.1. Interpretacion geométrica

veier ellineles Supongamos la funcién y = f(x) continua en e intervalo fa,b], de modo

b
gue, como hemos visto anteriormente, la integral definida | = Qf (x) dx
representa € area limitada por la gréfica de la funcion, € ge OX, y las rectas
verticales x = a, x = b, S suponemos, sin pérdida de generalidad, que la funcién

es no negativa alo largo de todo € intervalo.
Por gemplo:

fic

H=a w=h

En este caso, @ resultado anterior nos dice que f(c) es la dtura de
rectingulo HAB'K debase AB'=b - ay deaeaigua al.
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8.4.2. Vaor medio deunafuncién

1 °
El valor anterior f (c) = mof (x) dx, recibe € nombre de valor medio

de la funcion f(x) en € intervalo [a,b]. Dicha notacion se justifica viendo que
esta formula del valor medio de una funcion no es més que una generalizacion
de la nocién de media aritmética. Para ello, descomponemos una vez més €

intervalo [ab] a través de una particion, a =X, < X <K <X, <X =b,y
consideramos la siguiente suma finita:

U, =22 28[t(a) + F(x) +k + f(x,.)+ 1(o]

comoU, ® | cuandon ® ¥, sededuce que:
%[f(a)+f(x1)+K #1(x,)+ F(B)] ® = (o). cwndon ® ¥

El vaor medio de una funcion aparece como € limite de la media
aritmética de f()g),i =0,..,n- 1

Nota
El vaor medio de una funcién puede ser positivo o negativo. S b - a >0,

b
e signo de f(c) ese mismo que e de | = Qf (x) dx. El vaor medio de una

funcidn puede ser nulo s laintegral definidal es nula

8.5. Cdculo delalongitud de curva en coordenadas
cartesianas

Sea y = f(x) laecuacion de una curva plana en coordenadas cartesianas.
Busguemos la longitud ddl arco AB de esta curva, comprendida entre las rectas
veticdes x = a, x = b. Para dlo, como hemos redlizado anteriormente,
congtruiremos una paticion ded intervado [ab], encontraremos una
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aproximacion a la longitud de la curva en cada uno de los subintervalos que
proporciona la particion, sumaremos todas esas aproximaciones para obtener
una gproximacion a la longitud completa buscada y, findmente, pasaremos da
limite cuando la longitud del mayor subintervalo de la particion tiende a cero,
para encontrar la formula que nos permita cacular la longitud de un arco de
curvaatravés del clculo de dgunaintegra definida determinada.

Comenzaremos, como siempre, redizando un dibujo de la funcién, que
podemos suponer, sin pérdida de generdidad, no negativa en todo € intervao
[a,b].

o

Generamos la particién dd intervalo a,b] tomando sobre € arco AB los

puntos A, M, M,, ..., M,, ... ,M__,, B, cuyas abscisas son, respectivamente,
A= Xy s Xpyewrs Xiyows Xoq 0 X, =D
Tracemos las cuerdass AM,, M, M,, .. , M ,B, cuyas longitudes

designaremos por DS ,DS,, ... DS, , respectivamente. Obtenemos &i una

linea poligond  AM, M,...M ;B inscritaen e arco AB. La longitud de esa
poligonal que ser4 una aproximacion a la longitud del arco de curva buscada es

iguda S, = é CS .

i=1
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El limite d cud tiende la longitud de la poligond inscrita, cuando la
longitud de su lado mayor tiende a cero, se llama longitud del arco AB, y es
valor que buscamos, es decir:

A DS ® S, cuando méx DS ® 0

i=1

Veremos ahora que, s la funcion f(x) y su derivada f *(x) son continuas en
d intervdo a £ x £ b, este limite existe y obtendremos la formula que nos
permitira calcular la longitud de curva. Para dlo, introduzcamos la siguiente
notacion:

Dy, = f(xi)' f(xi-l)

(Dy. )
(Dx, )

DS :\/(DXI)Z +(Wi)2 =Dx |1+

Ahora aplicamos € teorema de Lagrange o teorema del valor medio para
derivadas:

Dy, _ H(x)- f(%4) _ e
DX X- X, = )

Por tanto,

, donde X, <c, <X,

DS, =+/1+[f ¢ )|* Dx

De este modo la longitud de la poligond inscrita es:

Como por hipétesis la funcion f '(x) es continua en € intervalo [ab], la
funcion 1/1+[f'(x)]2también sera continua en € mismo intervalo. En
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consecuencia, la suma integral escrita tiene limite cuando € méaximo de los
valores de Dx; tienda hacia cero. Este limite seralaintegral definida:

b

S= o1+ [f (X7 dx

a

Asi, hemos obtenido la férmula para cacular la longitud de un arco de

S= Ob‘ [+ (X)? dx = Qb‘ /1+ 835 dx

8.5.1. Diferencia de un arco de curva

Partiendo de la férmula anterior, se puede obtener la derivada de la
longitud del arco respecto a la abscisa. Considerando que € limite superior de
integracion es variable y designandolo por x (sin cambiar la variable de
integracion), obtenemos lalongitud del arco S en funcién de x:

%y (dy)®
- Ak d
9 4 o &

Derivando esta integral respecto del limite superior de integracion:

%z 1+832 b (dS)’ = (dx)* +(dy)*p dS=+/(dx)* +(dy)*

8.5.2. Comparacion del arcoy de su cuerda

Consideramos sobre € arco AB de la figura anterior dos puntos M, N. Nos
proponemaos comparar la longitud ddl arco, S, y de su cuerda, C, cuando se hace
tender N hacia M. Las componentes del vector MN (como cuerda) sobre los ges

son (Dx, Dy) b C?= (Dx)*+ (Dy)’.
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S X, esladbscisade M b € arco AM = (X, ), y & arco AN = §x), de

donde se deduce que lalongitud del arco MN es: S= S(x) - (X, ) = DS. Asi, €

cociente entre & cuadrado de la longitud del arco y € de la longitud de la cuerda
ser&

(s _ (s 1
(Dx)? +(Dy)*  (Dx)’ 1+ (Dy)?
(Dx)?
Ademés, cuando Dx® O, se tiene que E® ? y en las mismas
X

Dy

condiciones Dx ® y¢ Contodo esto:

como queriamos demostrar.

Ejemplos

1) Cdcular lalongitud de lacircunferencia x°+ y*= R®.

Solucioén:

Ak
N
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2
ﬂ=-£b ds= /1+X—2 dx
dx y y

La longitud total se obtiene, por simetrig, caculando la longitud del trozo de

circunferencia que se encuentra en € primer cuadrante, cuando x variaentre
0 y R, y multiplicandola por 4. Es decir,

R 2 R 2 2 R 2
= 41+ 25 dx= 4¢) XY e 40— o=
0 y 0 y 0 R™- X
RO dx

ARO———={x=Rsentp dx= Rcostdt} =
oVRZ- X2

—
|

p/2

: Rcost P’ Reost
=40 dt=4R O dt=4RE=2pR
0 \/RZ - R*sen’t o Reost 2

2) Encontrar la longitud del arco de curva cuya ecuacion es y*=8x°,
correspondiente d intervalo 1 £ X £ 3.

Solucioén:
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y= 2«/§X3/2b %: 3\/5 /2

X
3 13 12
L= ( 1+18x dx = Eld_g(1+1gx)1/2dxz Eg [(1+18X)3’2]f =

_1 [@ @J = 12,03969766
27

3) Encontrar la longitud del arco de curva cuya ecuacion es  y* =8X,
correspondiente d intervalo 2 £ x £ 4.

Solucion:

Redlizamos € cambio de variable;
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1+3=t2p x=Lp dx = -4 dt

X t?-1 (t2-1)2

Con este cambio, los vaores que toma la nueva variable de integracion son:

X =4b t=€ . x=2b t=42

Por tanto,
NER t2 V2 12
L=-4 (‘) dt=4 (‘) dt
Fle-1f  mh- )

gue resulta ser un cociente de polinomios. Utilizamos, pues, € n#odo de
descomposicion en fracciones smples, debido a la naturaleza de los ceros del
denominador:

4t° A B C D
= + + +

(t2-1)2 t-1 (t-1)7 t+1 (t+1)

poniendo denominador comun:
42 = At- 1)t +1)° + Bt +1)* +C(t +2)(t- 1)* + D(t - 2)°

Damos ahoravaores alavariable t:

t=1 b 4=4B b B=1
t=-110b 4=4D P D=1

t=0 b 0=-A+B+C+D P C-A=-2
t=2 b 16=9A+ 9B+ 3C+ D P C+3A=2

Resolviendo, resultaque:.  A=1,B=1C=-1,D =1, conlo cud:
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G-l gt-1° gattl glt+1)°
N

3
=-2J2- Log2+4\/; = 1,37740518

8.6. Cdlculo delalongitud de curva en coordenadas
Volver al indice paramétrl cas
Seanx=j (1), y=y(t) (a £t £ b), las ecuaciones en paramétricas de una
funcién, donde j (1), y (t) son funciones continuas con derivadas continuas en €
intervalo dado, tal que j '(t) * 0 en dicho intervalo. En este caso las ecuaciones

paramétricas determinan una cierta funcion y = f(x) continua, con derivada
continua de laforma:

dy_yd)
dx )

Sean j (@) = a, j (b) = b, los vaores entre los que varia la variable x.
Redizamos €@ dguiente cambio de variable en la integrad definida que
obtuvimos para e cdculo de la longitud de arco en € caso de una funcion dada
en coordenadas cartesianas, vista en € apartado anterior:

x=j (t)p dx=j ¢t)dt

con lo que, recordando que y =y (t) , legamos a

L:b‘ 1+ [y'(t)]zj ¢t)dt o L=b‘ i) +y (t) dt

N ENINO, ;
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Observacion
Se puede demostrar que esta formula conserva su vaidez para las curvas
gue son cortadas por rectas verticales en méas de un punto (en particular para las

curvas cerradas) con la condicion de que j '(t), y '(t) sean continuas en todos los
puntos de la curva.

Ejemplos

1) Cdcular la longitud de la hipocicloide (astroide) cuyas ecuaciones
paramétricas son:

1 x=acos’t
[

Ty =asen’t
Solucion:

Puesto que la curva es simétrica respecto de los dos ges de coordenadas,

calculemos la longitud del arco perteneciente a primer cuadrante. En é se
tendra

%: - 3acos’tsent ﬂzBasenztcost
dt dt
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Ademés, t variardentre Oy E. Por tanto, la longitud total L se calculard a

través de laintegral definida

p/2
OV/9a’cos’tsen’t +9asen‘tcost dt =
0

1

4
p/2

3a @/cos’tsen’t(cos’t +sen’t) dt =

0

pl2 . 2, P2
PN esen“tu

=3 Jentcost dt=3a g0ty = Bp =g
0 e 00 2

2) Cacular lalongitud de la cicloide generada por un circulo de radio 1.
Solucion:

Las ecuaciones en paramétricas de la cicloide, cuando € radio del circulo
gue lageneraes 1, vienen dadas por:

Xx=t-sent , y=1- cost

con t variando de 0 a 2o, es decir, cuando € circulo generador da una vuelta
completa sobre si mismo. Por tanto, la longitud de un arco de la cicloide
sera

2p 2p 2p
L=/x2+y?dt= /(- cost) +sen’t dt=)/201- cost) =
0 0 0

2 dt P2 dt
= (P 4se|12(t/2)7 =4 (‘)sen(t/2)7= - 4fcod(t/2)] "= 8
0 0
] 2n
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Notemos que, s € radio del circulo que genera a la cicloide es en generd
diginto de uno, R # 1, entonces la longitud de un arco de la cicloide viene
expresadacomo L =8R

. . . .1 X=acost
3) Cacular lalongitud de la €lipse de ecuaciones paramétricas. |
1y =bsent

donde  pardmetro t variaentre Oy 2p (a > b).
Solucioén:

Debido a la smetria de la eipse centrada en € origen con respecto a los dos
ges coordenados, calcularemos la cuarta parte del arco, es decir, la longitud
del arco que corresponde a la variacion del parametro en e primer cuadrante,
desdet= O hasta t = p/2.

=}

[

p/2 pl2
= O/a’sen’t +bcos’t dt=a /1- kcos’t dt
0 0

N

donde k =

\[az _ b2 Py 1
—a .
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p/2

Por lo tanto, L =4a () /1- k%cos?t dt.

0
Esta integral no la podemos expresar mediante funciones elementales, y se
puede calcular Unicamente por medio de métodos de cdlculo numérico por
gproximacion (por gemplo, utilizando la formula de Simpson).

Observacién

Si tenemos una curva en e espacio, dada por sus coordenadas paramétricas
x=]@®),y=y(@®),z=q(t) (@ £t £ b), lalongitud de uno de sus arcos se define
(de manera similar que para una curva plana), como € limite d cual tiende la
longitud de una linea quebrada inscrita cuando la longitud de su lado mayor

tiende a cero. S las funciones j (t), y (t), q(t) son continuas y tienen derivadas
continuas en [a, b], entonces la curva tiene una longitud determinada (es decir,
exise € limite indicado arriba), que se calcula mediante la férmula

L= Gy O+ q [ o

Admitamos este Ultimo resultado sin demostracion.
Ejemplo
Calcular la longitud de un arco de la hélice cuyas ecuaciones en
paramétricas vienen expresadas como
Xx=acost , y=asent , z=amt
y donde & parametro t variaentre Oy 2p.

Solucioén:

Cdculamos las diferencidles de las tres variables en términos de la
diferenciad del parametro:

dx=-asentdt , dy=acostdt , dz=amdt

Por lo tanto, sustituyendo en laformula
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2p 2p
L= ¢y/a’sen’t +a’cos’t + a’m? dt = a 1+ m? dt = pay1+m?
0 0

8.7. Calculo delalongitud de curva en coordenadas polares

Volver al indice
Sear = f(q) la ecuacion de una curva en coordenadas polares, donder es

e radio polar y gd angulo polar. Escribamos las formulas de paso de
coordenadas polares a cartesianas.

X=rcosg , y=rsenq
Al sudtituir r por su expresion, en funcién de g, obtenemos las ecuaciones:
= f(g)cosg , y = f(g)seng
Estas ecuaciones se pueden considerar como las ecuaciones paramétricas

de la curva y aplicar @ resultado anterior para € céalculo de la longitud de un
arco de curva. Halemos, para €llo, las derivadas de X, y respecto del parametro

G
o= fdakosa- flaena. = 1 da)ena+ flakosa P
“g;—qg &"9;—2 = [fa]* +[f(Q))* =r € +r?
L= :‘)\W dq
Ejemplos a

1) Hdlar lalongitud del circulo r = R = constante, con t variando entre 0y 2p.
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Solucioén:

Ak

2) Calcular lalongitud delacardioide r =a (1 + cosq).

Solucioén:

2a

r'=- aseng; por lo tanto,

167
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ds = ~/a?(L+ cosg)? +aZsen?q dq=a4/2(L+cosq) dg= 2a cos(g/2) dg

orientando la curvaen € sentido delos q crecientes, para 0< q < p.
Se puede hacer variar g de 0 a p, y doblar para tener la longitud total, porque
la curva es simétrica respecto a ge OX. Asi,

L=2 FE‘)’Zacos(q/ 2) dg = 8a [sen(g/2)] | = 8a

8.8. Calculo del volumen de un cuerpo

Dado un cuerpo T, supongamos que se conoce e area de toda seccién
arbitraria de este cuerpo por un plano perpendicular a ge OX.

drawdrd
AX))

T -

(R Ci]

Volver al indice

AX
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Este area depende de la posicion del plano secante, es decir, es funcion
dex, A= A(X).
Supongamos que A(xX) es una funcion continua de X, y caculemos €

volumen del cuerpo dado. Tracemos los planos X=X, =a, X=X,...,
X=X, =b. Estos planos dividen a cuerpo en franjas. En cada intervalo
X_, £ X £ X, dijamos un punto arbitrario ¢, ,y paracadavaordei =1, .., n
construyamos un cuerpo cilindrico cuya generatriz sea paraela d ge OXy se
apoye sobre € contorno de la seccion del cuerpo T por  plano x = ¢, . H
volumen de ta cilindro elemental, con € &rea de la base igud a A(c,) (con
X, £ ¢ £ X), yladtura Dx, esigud a A(c,) DX, . El volumen totd de
todos los cilindros es:

v, =& Alc)Dx

i=1
El limite de esta suma, S existe, cuando méx Dx, ® 0, se llama volumen
ddl cuerpo dado:

4 A )Dx ® V, cuando max Dx ® O
i=1

Puesto que V. representa, evidentemente, una suma integra

correspondiente a una funcién continua A(X) en @ segmento a £ x £ b,
entonces, € limite indicado existe y se expresa por laintegral definida

b
V= (‘)A(x)dx

Ejemplo

X2 y2 Z2
Cdcular e volumen del eipsoide — + “—+ —
a

b c2:l
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z
®
¥
Solucion:
La seccién del dipsoide cortado por un plano paradelo d plano OYZ que se
. . L . 2 7 x?
encuentre a la distancia x de éste Ultimo da la elipse % +—=1-— 0,
C a
equiva entemente,
y’ 2
e [0 e[ <u
df1- 2o &fi- 2
e! ag &' ag
2 2
de semigjes b= by1- X—2 , C,= C41- %

Pero, como el éreade dichaelipse esigud a pb,c,, entonces,

I-I-O

W2 &
A(x)=pbc§-—25

a

Q

De donde se sigue que € volumen del ipsoide ser&
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X 0 é *u
V=pbc (g —sdx=pbc ax- X—Zu = —pabc
£ g e °ag,

Notemos que s a = b = c, entonces € dipsoide no es nada més que una

esfera, de volumen V = gpa3.

8.9. Calculo del volumen de un cuerpo de revolucion

S unaregion R en @ plano OXY se hace girar en torno a un ge del plano,
generard un sdlido Ilamado sélido de revolucion.

8.9.1. Método de discos

Consideremos e cuerpo de revolucion engendrado por un trapecio
curvilineo a girar drededor del e OX. En este método supondremos que €
trapecio esta limitado por la curva y = f(x) continua en € intervalo [a,b], € ge
OX, y las rectas verticdes x = a, x = b. Bgjo estas hipétesis, toda seccion
arbitraria del cuerpo por un plano perpendicular a ge de abscisas es un circulo

dedrea A=py’=pI[f(x)]°>.

y=1lx]

(or4

~

g s O

Aplicando la formula genera vista en @ apartado anterior para € cdculo
de volumenes en general, en este caso particular obtendremos la férmula del
método Ilamado de discos:

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es



172 Introduccion al calculo integral

b b
V = paydx = pg f (x)])° dx

Ejemplo
Hallar € volumen del cuerpo de revolucién engendrado por la rotacion de

la catenaria y=g(ex’a +e‘x’a) drededor del gle OX, en d intervdo
comprendido desde x =0 hastax = b.
Solucion:

La catenaria es una funcion continua para todo nimero rea que toma
valores positivos S suponemos que a > 0. Por tanto, podemos aplicar e méodo
de discos para calcular € volumen que se pide:

o

b 2
; 2 a )
dex/a+e x/a) dX: p 4 e2x/a+2+e2x/a)dX:

o
o

a’ éa a Vi a’ azb
2fa 4 oy . _e-2>§/al;| _p (ezb/a ) e—2b/a) p

R 4+ —
4 8 2° H 8 2
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O

=0 ¥=h

Nota

El método de discos se puede enunciar también cambiando los papeles de
las variables x e y; es decir, d volumen dd sdlido de revolucion generado por la
region plana limitada por la gréfica de x = g(y), d ge OV, y las rectas
horizontdes y = ¢, y = d, d girar drededor del propio ge QOY, vendra
expresado por:

8.9.2. Método delas arandelas

Consideramos ahora € caso en que la region acotada por las rectas
verticAles X = a, x = b y por las gréficas de dos funciones continuas y = f(x),
y = g(x), con f(x) 3 g(x) 3 O paratodo vaor de x en d intervao [a,b], gira
alrededor del ge OX. Entonces, s g(x) > 0 en todo € intervao [a,b], & sdlido
tiene un hueco o agujero central.

El volumen V puede calcularse aplicando € método de discos anterior,
restando el volumen del sdlido generado por la region pequefia del volumen
generado por la regién mas grande.

v = pddf (P ax- pfalFax = pf t OF - [l o

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es



Introduccion al calculo integral

174

Andogamente, como en € méodo de discos, se pueden cambiar los
papeles de las variables s se hace drededor del e OY.

Ejemplo
Calcular € volumen del sdlido de revolucion engendrado por la rotaciéon de
laregion encerrada por las gréficas y = NS y = x?, drededor del gje OX.

Solucion:
y=xC
_, 12
(1) 4
-
(0.0 o
Ve p g e p &€ XU Lo 3
P P& 5e TP 5, 10

8.9.3. Método de las envolventes cilindricas (cortezas)
El volumen de una envolvente cilindrica de radio exterior r,, de radio

Volver al indice
interior 1, y dturah es:
+r.

I
prih- prih=p(r,+r)(r,- n)h=2p %(rz ~o)h

r,+r . .
=2 _1 d radio medio de la corteza. Entonces, & volumen de la

Sea

corteza es:
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V = 2prhDr

Sea y = f(X) continua y no negativa en € intervalo [ab] para 0 £ a < b.
Entonces, € volumen de sdlido de revolucion generado a girar la region
acotada por la gréficade y = f(X), las rectas verticdes x = a, x=b, y d ge OX,
alrededor del ge QY, es:

b
V = oRpxf (x) dx

oy

0

y=1lx]

Ejemplo
Obtener & volumen V del sdlido formado haciendo girar la region limitada
por Iasgréficasdey:«/;,yzo, x= 4, entorno a ge OY.

Solucion:

4
V=2p ox/x dx=2p é[xf’/z];‘ = @
0
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8.10. Calculo del arealateral de un cuerpo de revolucion

Dada una superficie engendrada por la revolucién de la curva y = f(X)
alrededor del ge OX, calculemos € &rea latera de esta superficie de revolucion
end intervao a£ X £Db.

Supongamos que la funcién y = f(x) es continua y tiene derivada continua
en todos los puntos del intervalo [a,b].

Tracemos las cuerdass AM,, M, M,, .. .M ,B, cuyas longitudes
designamos por DS, DS,, ..., DS, . En su rotacion, cada cuerda de longitud
DS (i=1, ..., n) describe un tronco de cono, cuya superficie lateral es:

Volver al indice

AR VA
DPI :2p y|—12 yl DSI

2
Pero, DS = +/(Dx)* +(Dy, )} = 1+ )
Aplicando €l teorema de Lagrange, obtendremos:

Dy _ £0)- 0] _ g

- - C)’ X, <C <X

D>ﬂ X = X I

Por tanto:
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DS

i félc)ox pooR=2p 2N 117 (c) Dx

La superficie descrita por lalinea poligona esigua a

[£6.)+ 10 72 (0) o n

extendida a todas las cuerdas de la poligona. El limite de esta suma, cuando €
lado mayor de la poligona tiende a cero, se llama érea lateral de la superficie
de revolucion.

El proceso seguido se puede observar en la siguiente figura, donde se ha
dibujado un sdlido de revolucion particular, que nos sirve para ilustrar
facilmente € desarrollo seguido para la obtencion de la féormula
correspondiente.

Y
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Notese que la suma anterior no es una sumaintegral de lafuncion
2p f(x)4/1+ £2(x) @)

puesto que en € sumando correspondiente al intervalo [X_,,X;] figuran varios

puntos del mismo, a saber, X_,, X;, C,. Sin embargo, se puede demostrar que

e limite de la suma (1) esigud a de la suma integra de la funcién (2), es
decir:

P® pén‘[f(xi_l)+f(xi)] 1+ f'?(c) Dx , cuando méaxDx, ® O

P® pé’i 2f(c )1+ f%(c) Dx, cuando méaxDx ® O

i=1
Por tanto, la superficie lateral buscada, que denotaremos por S, es:

b

S, =2pOf () 1+ £2(x) dx

Nota

Esta es laformula para € céculo del realateral de un sdlido de revolucion
cuando se rota la region limitada por la gréfica de y = f(x) (continua'y con
derivada continua en [a,b]), € ge OX, y las rectas verticaes x = a, X = h
arededor del ge OX. S se hace  mismo céculo girando la misma region
arededor del ge OY, laformula correspondiente es.

b
S, = 20(K1+ £2(x) dx

a la cua se llega sguiendo un proceso smilar ad desarrollado en e caso
anterior, considerando ahora € tronco de cono que se genera en la rotacion
alrededor del ge OY con bases perpendiculares a propio ge QY, y cuya
generatriz coincide con ladel caso anterior.
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Ejemplos

1) Determinar la superficie lateral del paraboloide engendrado por la revolucion
drededor del e OX del arco de la pardbola y*= 2px, correspondiente a la
variacion de x desde x = O hastax = a.

Solucioén:
¥ =2px p=0
) Y
i
|
x=a

x=10

2px, y¢—— 4/1+y \/ 2p \/2x+p

S=2p ()/2px 2X2:r(p dx= ZpJ_ 2x+ p dx=
0

= 2p§\/6§(2x+p)3/219a_ DJ_ [2a+p 3/2J

2H, 3

Notese gque solo se ha elegido la parte superior de la pardbola para cacular la
superficie latera del solido engendrado, ya que a girar una vueta entera
arededor del ge OX genera d solido completo. S consideramos la pardbola
entera, obtendriamos, obviamente, e doble de dicha superficie lateral.

Por ultimo, nétese que, s p < 0, @ sdlido engendrado es e mismo, sdlo que
colocando la pardbola en la otra parte dd plano. Por tanto, se puede
considerar sin pérdida de generalidad € caso en que p > 0, como se ha
hecho.
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2) Cdcular lasuperficie lateral de un cono.
Solucion:
La ecuacion de la curva que engendra un cono girando arededor del ge OX
es la de unarecta de ecuacion y = ax, donde
: R R
a = pendiente = tga :F’ y¢:a:F.

Asi:

h h 2 2 2 h
S= c‘)’Zpy 1+ y2 dx = (‘)2pr /1+R—2 dx= ZpBJh;ZR (‘)XdX
o o h h h h o

como L= vh®+ R® eslalongitud de lageneratriz del cono,

h
éx*u _ 2pR, h?
oL e—g= = L-—=pRL
e §28" e 2"

S= 2pR

W=
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8.11. Calculo del trabajo mediante laintegral definida

Supongamos que, bajo € efecto de una fuerza F, € punto materiad M se
desplaza a lo largo de larecta OS'y que la direccién de la fuerza coincide con la
de movimiento. Se desea determinar € trabgjo producido por la fuerza F d
desplazar € punto M desde la posicion s= a hastalaposicion s= b.

1) S F esconstante, € trabgjo W se expresardcomo W= F(b - a).

2) Supongamos que F varia de forma continua en funcién de la posicién del
punto material, es decir, es una funcion F(s), continua en & segmento
a £ s £ b. Dividimos d intervao [a,b] en n partes arbitrarias de longitudes

Ds,, Ds,, ...Ds,. Elegimos en cada segmento parcial [S_;,S ] un punto
arbitrario Cc, y sudituimos € trabgo de la fuerza F(s) en € camino
Ds, (i =1,...,n) por € producto F(c,)Ds. Esto significa que en cada
intervalo parcial admitimos como constante la fuerza F, es decir, F = F(C,).
En tal caso, la expresion F(c,)Ds para Ds suficientemente pequefio daréa
un valor aproximado del trabgjo de la fuerza F alo largo del camino Ds,,y
lasuma
W,= 3 Flc)Ds
i=1
serala expresion aproximada del trabajo de lafuerza F en todo [a,b].

Es evidente que W, representa una suma integral de lafuncion F = F(s) en

e intervalo [ab]. El limite de esta suma cuando maxDs ® O existe y

expresa e trabgjo de la fuerza F(s) alo largo del camino desde @ punto s=a
hastael s=b. Asi:

W:(‘j:(s)ds

a

Ejemplos

1) Lacompresién S de un muelle helicoida es proporciona a la fuerza aplicada
F. Cacular € trabgjo de la fuerza F a comprimir € muelle 5 cm, 9 es
preciso aplicar unafuerza de 1 kp paracomprimirlo 1 cm.
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2)

Solucioén:

Segln la hipdtesis, la fuerza F y € desplazamiento s estan ligados por la
ecuacion F = k s, donde k es una constante. Expresamos s en metrosy F en
kilopondios. S s = 0,01, entonces F = 1, es decir, 1 = k 0,01, de donde
k =100, esdecir, F =100 s.

Aplicando laférmula anterior se tiene

0.05 , 2[]005
W= 01005ds 100 e?u = 50 (0,05) = 0,125 kpm
e< U

Lafuerza F de repulsion entre dos cargas eléctricas ¢, ¢, del mismo signo,

dispuestas a una distancia r, se expresa mediante la formula F = k ql—?z
r

donde k es una constante.

Determinar € trabgjo de la fuerza F para desplazar la carga , desde €

punto A, gque se encuentra a la distancia r, de q,, d punto B, que se hallaa

ladistancia r, de Q.
Solucion:

Supongamos que g, se encuentraen & punto O tomado como origen. Asi:

_ % G0, é10’ &l 106
W= d<r—22dr— - kﬂunga = koﬂnga- i

¥
Para r, =¥, setiene W= d(ql—?zdrz K 39
r N

S, ademés, q,= 1, tenemos W = K S (potencia del campo creado por la

n

carga ).
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8.12. Coordenadas del centro de gravedad
Dado en d plano OXY un dSsema de puntos materiaes

Pl(xl,yl), Pz(xz,yz), e Pn(xn,yn), Cuyas masas son respectivamente m,,
m,, .., m,,losproductos X, m e Yy, m se llaman momentos estéticos de la
masa M, respecto alos ges OYy OX.

Designemos por X, Y, las coordenadas del centro de gravedad (baricentro)
del sistema dado. Estas coordenadas se calculan mediante las férmulas.

axm
+...+X m .
h [] m
an
aym
+ ...+ )
yc - yl”l " +ynmn - |:f(Lg (4)
m +..+m, Am

i=1

Utilizaremos estas formulas para buscar los centros de gravedad de
diversos cuerpos y figuras. Se demuestra que, S un sistema de puntos se puede
subdividir en un cierto nimero de partes diguntas, su centro de gravedad se
obtendrd a partir de los centros de gravedad de las partes materiales, cada una de
las cuales esté afectada por |a masa total de la parte correspondiente.

8.12.1. Centro de gravedad de una curva plana

Supongamos que la ecuacion y = f(x), a £ x £ b, define una curva material
AB. Sea d la densdad lined (masa de la unidad de longitud de la curva dada,
gue supondremos igua en todos los puntos de la curva) de esta curva materidl.

Dividimos la curva en n partes de longitudes Ds , ..., Ds,. Las masas de estas
partes serén iguades a los productos de sus longitudes por la densidad lineal
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Dm = d Ds,. Tomemos un punto arbitrario de abscisa ¢, en cada porcion de la
curva Ds,. Tomando en cada Ds un punto materid PJ[c,, f(c,)] de masa
d Ds y sustituyendo en las formulas (3), (4) X;e Y, por los vdores c,, f(c,),

asi como m por d Ds,, obtendremos las férmulas aproximadas para determinar
el centro de gravedad de la curva

acdbs a flc)dDs

XC » Izln— yC »i:ln—
a dbs a d Ds
i=1 i=1

S lafuncion y = f(x) es continua, a igual que su derivada, entonces las
sumas del numerador y del denominador de cada fraccién, paramaxDs, ® O,

tienen sus limites iguales a los limites de las sumas integrales correspondientes.
De este modo las coordenadas del centro de gavedad de la curva se expresan
por medio de las integrales definidas:

b b b b

OKds  Ox+/1+ 12 (x) dx Of (x)ds  yf (x) 1+ 2 (x) dx
Xc —_ ab —_ ab , yc — a - — a -

s 1+ 7 (x)dx (¥s N1+ 2 (x) dx
Ejemplo

Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la semicircunferencia
x?+ y?=a?, dtuadapor encimade ge OX.

Solucion:

7y X 14 \9y)

- X , = 2 =7 0

a
=+a - ———, ds= dx = ——=0dx
! dx  a*-x° (dx)® N
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a()i a
_ _-a Ja? - x? [ va?- x la -0
©L x [arcsen (x/a)s P
a 2
avat- x?
Ava? - x? a__ x .
y. = -8 az-x2 _[ax]% _2a?_ 2a
’ pa pa ap p

8.12.2. Centro de gravedad de unafigura plana
Volver al indice Supongamos que la figura dada, limitada por las curvas y = f,(x),

y= fz(x), y las rectas verticales x = g x = h representa una figura plana
materia. Consideremos que la densidad superficia (masa de una unidad de érea
de la superficie) es congtante e igua a D en toda la figura. Dividimos la figura

dada mediante las rectas X=X, =a, X=X, .. , X=X =b, en bandas
paralelas cuyas anchuras son Dx,, Dx,, ..., DX, .
Y 4
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La masa de cada banda sera igua a producto de su area por su densidad
superficia D. Al sustituir cada banda por un rectangulo de base Dx y dtura

f,(c)- f,(c), donde Ci:X"l;Xi, la masa de esta banda serd

aproximadamente igua a
Dm=D [f,(c)- f,(c )] Dx, i=12..n.

El centro de gravedad de esta banda se encuentra, aproximadamente, en €
centro del rectangulo correspondiente:

(y),= f,(c)+ f.(c)

(xi)C: G, >

Localizando la masa de cada banda en su centro de gravedad, encontremos
el vaor aproximado de las coordenadas del centro de gravedad de lafigura

"4 olt(e)- o
§ el bledofr o) 1)l
Yer Sy
iao:.lD[fz(Ci)' fl(cl )]DX|

Pasando a limite cuando Dx, ® O, obtendremos las coordenadas exactas

del centro de gravedad de la figura dada, convirtiéndose las sumas finitas en
sumas integrales:
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d[f (9- £,(x)] o E;Mhz(x)- £ (o
X, = , Y. =2

df , ()] ox df L(x)] ax

Estas formulas son vdlidas para toda figura plana homogénea (es decir,
aquella con densdad constante en todos sus puntos). Como vemos, las
coordenadas del centro de gravedad no dependen ck la densidad D (pues se ha
eliminado en € caculo).

Ejemplo
Determinar las coordenadas del centro de gravedad del area encerrada por
lapardbola y?=ax, y larectavertical x = a.

Solucion:

VW =ax

a
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y.= 0, puesto que € segmento es simétrico respecto a ge OX.

8.13. Céculo de momentos de inercia mediante laintegra
definida

8.13.1. Momento de inercia de una curvamaterial

Dado en € plano OXY un sistema de puntos materiaes Pl(xl,yl),
P,(%.Y,), -, P,(X,.Y,), cuyas masas son respectivamente m,, m,, .., m_,

como sabemos por Mecanica, e momento de inercia de un sistema de puntos
materiaes respecto a punto 0 se determina del modo siguiente:

|o:601n(>§2+)’i2)mi 0 |o=énri2mi con r’=x’+y> (5

=1 i=1l

Sea la curva AB dada por su ecuacion y = f(x), a £ x £ b. Supongamos que
esta curva es materid y que su densdad lineal es constante e igua a d.

Dividamos una vez mas lalineaen n puntos de longitudes Ds, ..., Ds, , donde

D5 = (D%} +(0y,]

Las masas de estas porciones son iguaes a los productos de sus longitudes
por la densidad linedl, es decir, Dm = dDs,. Tomemos un punto arbitrario de

abscisa C, en cada porcion de la curva. La ordenada en ese punto seréa

p,= f(c,). El momento de inercia de la curva respecto del origen O serg,
aproximadamente, segun (5):

o » & (c2 + p?)Dm ©)

i=1
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S lafuncion y = f(x) y su derivada f ‘(x) son continuas, paraméxDs, ® O,
la suma (6) tiene limite, que se expresa como una integra definida,
determinando € momento de inercia de la linea materid:

I0=d‘x2+f(x)2] 1+ ' (x)? dx @

a

8.13.2. Momento de inercia de una barrahomogénea de longitud L
Volver al indice respecto a su extremo

Colocamos una barra de longitud L sobre € ge OX, de ta forma que uno
de sus extremos coincidacon € origen (0 £ x £L). En este caso

Ds=Dx, Dm=dDx, r’=x’

Laformula (7) tomalaformade:
L L3
l, =d()dx=d— )
o 3
Si conocemos la masa M de la barra, entonces la densidad linea se puede

expresar como d = MT y (8) se transforma en:

1
I0=§ME )

8.13.3. Momento deinerciade unacircunferencia materia deradior
Volver al indice respecto al Centro

Puesto que los puntos de la circunferencia se encuentran ala distancia r del
centroy sumasaes m= 2p r d, entonces.

l, =mr?=d2pr® (10)
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8.13.4. Momento deinercia de un circulo homogéneo deradior
respecto al centro

Sea d la masa de una unidad de &ea del circulo o densidad superficial.
Dividamos € circulo en n anillos. Consideremos uno de esos anillos. Sea r; su

radio interior y r;+ Dr, su radio exterior. La masa Dm, de este anillo, calculado

un error infinitésimo de orden superior a Dr,, sera Dm=d 2p r; Dr,. En virtud

del apartado anterior, & momento de inercia de su masa respecto a centro sera
aproximadamente igua a

(Dl,)»d2pr, Dr,r,2= d2p r?Dr,

El momento de inercia de todo € circulo, considerado como € conjunto de
todos los anillos, se expresara mediante:

l, :én_ d2pr?® Dr, (11)

i=1

Pasando a limite, para maxDr, ® 0, obtendremos e momento de inercia
del &readel circulo respecto a su centro:

4

R
I0:d2p(‘jsdr=pd7 (12)
0

Si conocemos la masa M dd circulo, entonces, la densidad superficid d se

puede expresar como d =

5

Introduciendo este vaor en (12), obtendremos en definitiva

RZ
lo =M=
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