CAPITULO 9. INTEGRALES IMPROPIAS
9.1. Limites de integracion infinitos
9.2. Integrales con integrando que tiende ainfinito

9.3. Observaciones alas integrales impropias
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Capitulo 9
Integrales impropias

Hasta ahora hemos redlizado todo € estudio sobre las integrales definidas
bajo dos hipétesis fundamentales, € hecho de que los limites de integracidn
eran finitos y la continuidad de la funcion a integrar, f(x), en € intervao de
integracion [a , b]. Cuando alguna de esas dos condiciones no se cumple, se dice
gue laintegra que resultaesimpropia.

Estudiaremos estos casos por separado, viendo como conclusion € caso
general en  que pudieran no cumplirse estas dos hipétesis ala vez.

9.1. Limitesdeintegracion infinitos

En este primer caso, supondremos que la funcion a integrar, f(x), esta
definida y es continua en un intervalo no acotado. Esta Situacion puede darse de
tres maneras digtintas. que € limite superior de integracion sea infinito, que d
limite inferior de integracién sea menos infinito, o que ninguno de los limites
de integracién sea finito. Veamos cada una de estas tres posibilidades:

¥ t
1) Sf(x) escontinuaen[a,¥) b Of (x)dx = !!@ry of (x) dx
t

donde ()f (x) dx esunaintegral definida

2) Sf(x) escontinuaen (-¥ ,a] b ¢f (x)dx =lim of (x) dx
-¥ t

donde ()f (x) dx esunaintegral definida.

t

3) S f(x) escontinua paratodo x real y a es un nimero real cualquiera:

¥ a ¥
Of () dx = f (x)ax + of (x) dx
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y cada una de las integraes impropias del miembro de la derecha, se
cacularan segiinlovisoen loscaso 1) y 2).

Es decir, en cudquier caso, para cacular una integra impropia, primero
pasamos a cacular una integral definida dependiendo de un pardmetro t que
haremos tender a més o menos infinito, segin e caso. Asi pues, € céculo dd
valor de una integra impropia se reduce a cdculo de manera consecutiva de
una integral definida y de un limite. Debido, precisamente, a la operacion del
cdculo dd limite de una funcion, este limite puede ser rea (convergencia) o
puede ser infinito (divergencid). Esta situacion da lugar a la siguiente
clasificacion en las integrales impropias. cuando los limites de 1) y 2) existan,
se dird que las integrales convergen; s no existen (son infinito), se dird que
divergen. En 3) la integral de la izquierda se dice que converge S y solo s
convergen las dos de la derecha (s una de dlas diverge independientemente de
laotra, también serd divergente lade laizquierda).

Ejemplos
1 | —+0—¥‘ o
- 249

0

El limite superior de integracion toma vaor no finito. Asi pues, segin € caso
1), tenemos:

+¥ t
L ox i ¢ dx
Oox2+9_t®+¥00x2+9

Caculamos primero la integral definida con limite de integracion superior
igud at:

Ldx L Y9
O+o” HyaF a1

o= ferctg(/3)] , = Sarctg/3)

Por udltimo, calculamos € limite cuando t tiende a més infinito de esta
funcion:
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2)

3)

t 32 6
Por tanto, | es convergente'y su valor es | :%.
- % dx
_¥: 1- X

El limite inferior de integracion toma valor no finito. Asi pues, segln € caso
2), tenemos:

% dx ~im % dx
_¥:«/1- X @ t:wll- X

Caculamos primero la integrd definida con limite de integracion inferior
igud at:

0 0
(‘)f—xz N1- x)'l/zdx:-z[(l- x)l/z]? =-24+2J1-t
¢ VI-X t

Por Ultimo, calculamos € limite cuando t tiende a menos infinito de esta
funcion:

Iim(— 2+2\/ﬁ):-2+¥ =¥

t® -¥
Por tanto, | esdivergentey suvaores | =¥ .

¥
I = &2 dx
-¥

En este caso los dos limites de integracion son no finitos. Asi pues, segun €
caso 3), separamos esta integral en suma de otras dos por un punto
cuaquieraintermedio, por gemplo, € cero:
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Integrales impropias 211

+¥ +¥

0(2 dx— O(Z dx+o<2 dx

Calculamos cada una de estas dos nuevas integrales impropias segun los
casos 1) 0 2). Por tanto:

0 0 &0 o’
0X2 dx—tl(énl@(Z “dx = _Etlénlnggzg =
é 1 2* u 1
=limg 0=-

t® ¥@ 2Log2 2L092g 2Log2

2= lim 2 ax=- Llime 2l
o2 o= fim o2 o - lme st -
e 2 1 q 1

=limg
t® +¥@ 2Log2 2L092g 2Log2

1 1
Por tanto, | es convergentey suvaores | =- +

2log2 2Log2

9.2. Integrales con integrando que tiende ainfinito

En este segundo caso supondremos que la funcion aintegrar, f(x), tiene una
discontinuidad infinita para adgun vaor en d intervalo de integracion cerrado y
acotado, [a , b]. Asi, tenemos tres posibilidades:

Volver al indice

1) Sf(x) escontinuaen[a,b),y[f(X)|® ¥ ,cuando X® b~ , entonces.

b t

of (x) dx= lim of( ) dx
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t

donde (Of (x)dx esunaintegral definida

2) S f(x) escontinuaen (a,b],y [f(X)|® ¥ ,cuando x® a”, entonces:

b b

Of (x)dx=lim ¢)f (x) dx

t®a*

b

donde Of (x) dx esunaintegral definida.
t

3 S (X)) ® ¥,cuando x® c,cona<c<byf(x) escontinuaen todos
los demés puntos del intervalo [a, b], entonces:

b

b c
of (x) dx= of (x) dx+ of (x) dx

donde cada una de las integrales impropias del miembro de la derecha se
calculan segin lo visto en los casos 1) y 2) anteriores.

Al igual que en e caso en que aparecian limites de ntegracion infinitos,
para cadcular una integra impropia en cuaquiera de estas tres Situaciones
mencionadas, primero tendremos que cacular una integra definida
dependiendo de un pardmetro t que posteriormente haremos tender a valor red
donde se produce la discontinuidad infinita de la funcién a integrar. Asi pues, €
clculo dd vaor de una integra impropia se reduce de nuevo a caculo de
manera consecutiva de una integral definida y de un limite. También agui
diremos que las integraes impropias convergen § exisen (son finitos) los
limites anteriores, y se dird que divergen en caso contrario. En € caso 3) la
integral impropia de la izquierda se dice que converge S y solo S convergen las
dos de la derecha (3 una de ellas diverge independientemente de la otra,
también sera divergente la de laizquierda).
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Ejemplos

“ dx

D 1=0—
Volver 0V16- X*
caso 1)
La funcion a integrar en este caso presenta una discontinuidad infinita dentro
del intervalo de integracion en € punto x = 4. Asi pues, seglin e caso 1),
tenemos:

4‘ dX t

dx
O—=limg—
0V16- x> ©4 ;416- x°

Calculamos primero la integrd definida con limite de integracién superior
igud at:

‘" dx
00«/16 - x?

= 0L = [arcsn(/4] =
- (g2

= arcsen(t/4) - arcsen0 = arcsen(t/4)

Por ultimo, caculamos € limite cuando t tiende a 4 por la izquierda de esta
funcion:

lim (arcsen(t/4)) =

t® 4

N T

Por tanto, | es convergentey suvalores | = E .

2 dx
Volver 2 | = o—

caso 2) 1 VX-1

En este caso, la funcidn a integrar presenta una discontinuidad infinita dentro
del intervalo de integracion en @ punto x = 1. Asi pues, segin € caso 2),
tenemos:
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214 Introduccion al calculo integral

2 2
& O—=limg— &
4/ -1 w@r 4/ -1

Caculamos primero la integrd definida con limite de integracion superior
igud at:

2\ dX 2 12 e(X 1
1 d —e—' =201- vt-1
th-l dX " e ]/2 U, [ ]

Por ultimo, calculamos € limite cuando t tiende a 1 por la derecha de esta
funcion:

lim2- - 1=
t®1*
Por tanto, | es convergentey suvalores | = 2.

3) | = 403—‘ dx
Volver ) | = x- 1
caso 3) 0
En este caso, la funcidn a integrar presenta una discontinuidad infinita dentro
del intervalo de integracion en e punto x = 1. Asi pues, segin € caso 3),
tenemos:

A L dx +4\ dx
01 Q1 1@«/x-1

Cada una de las integrales del miembro de la derecha se calcula segin lo
visto para el caso 1) 0 2).

1 t
Oo—=limg— —|Ide )Y

/ 1 ter 4/ 1 ter
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Por tanto, | es convergentey suvalores | = g (%/5 - 1).

9.3. Observaciones alasintegralesimpropias

Observacién 1: Los casos que se han comentado en |os apartados anteriores
se han referido a situaciones simples. En generd, varias de esas Situaciones se
pueden producir a la vez en una misma integral. Es posible que en una misma
integral aparezca agun limite de integracion infinito y que la funcidn a integrar
posea una discontinuidad infinita en agin punto dentro del intervado de
integracion. Para determinar S converge 0 no esta integra impropia hay que
separarla como la suma de tantas integrales impropias como sea necesario, de
forma que cada una de ellas solamente posea un punto de impropiedad en algin
limite de integracién. Esta separacion, obviamente, se redlizara a través de
puntos interiores del intervalo, en los cuales la funcion a integrar sea continua.
S convergen todas las integrales impropias en que se haya separado la integral
original, entonces ésta serd convergente. Si, a menos, aguna de dlas es
divergente, entonces también lo seralaorigind.

Ejemplos
6
nl=g dx :
- Y 4‘ X)

En este caso tenemos un limite de integracion no finito, junto con un valor
numerico, X = 4, en d cua la funcion a integrar presenta una discontinuidad
infinita. Asi pues, la descomponemos como sigue:
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° dx % dx +4\ dx +6\ dx
[ ZEINCINLS FRRVCIES FIRMCIES FRINE

donde se ha degido € punto interior x = 0, de continuidad de la funcion,
para separar laintegral. Calculemos cada una de ellas por separado:

0 0 0
O— X im =2 = lim g4 x)'zdx—llme_1u =
_¥(4_ X)2 ® ¥ “4- X)Z EE ©-¥84- xH,

1 el g_ 1

-2 = im 5 I|md4 x) %dx = lim&-— 2 U
Oa G gr KOy -XH
:“mae_19+1__¥+%__¥

t®484 tg 4

Como esta integral es divergente, no es necesario calcular la tercera integral
de la descomposicion, ya se que se concluye que | es divergente.

1
< Logx
T

0:«/1- X

Aqui existen dos vaores numéricos dentro del intervalo, x = 0, x = 1,end
cua la funcion a integrar presenta una discontinuidad infinita. Asi pues, la
descomponemos como sigue:

dx

y2
Logxd Logx "+ ! Logx 2

O ™ O < " O«

donde se ha elegido € punto interior x = 1/2, de continuidad de la funcién,
para separar la integrad. Vamos a calcular en primer lugar la integra
indefinida de la funcién:
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1 dx
u = Logx b du=—
dX=|l g X

X jav=(1-x)%dx b v=-2/1- x}

. Logx

<\_C:

e

J1- X
O ——dx

=-2Logx \/1- X + 2¢
X

Calculemos la nuevaintegra indefinida que nos ha aparecido aparte:

5@;zdx=h-x=t2pck=-ﬂd@=-2@£%;m=
:2é%ﬁéém:2pzqf%5=z-L@%;H+c:
=21- x- Log% +C=
=2J17§-Logﬁiﬁgzgf~+c:
= 24/1- x - 2Log‘1+ «/1-_x‘+Logx+C
Por lo tanto,

O—= 109)( dx =-2Logx+/1- x +441- x - 4Log‘1+ N1- X‘+ 2Logx +C=
V1- x

=F(x)+C

Asi, procedemos ahora a calcular las dos integrales impropias en que hemos
separado laintegrd origind |:
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2 2 | ogx
0_\/=dX: tl(i)rg! t()ﬂdx =

- 2Logxv1- X+4v1- X - 4'—09‘1+«/1-_X‘+2L0gx]:/2 =

= rE0. ||m[ 2Logt~1-t+4/1-t- 4Log|1+J1._t‘+2Logt]:

egt@O

= F(?_lQ- 4+ 4Log2

1 t

. Logx . Logx
dx=1lim dx =
]/9 J1- X t®1‘£ 1- x

2Logx+/1- X+ 4/1- X - 4LoglL++/1- X +2Logx]:/2 =

= lim|-
t®1°
=lim|- 2Logt J1- t +441-t - 4Log|1+«/ |+2Logt] FQ___
t®1
= FE0
e2g
Finamente, | =- 4+ 4Log2.

Observacion 2. Otra observacion importante que debemos hacer esta
dirigidaa error bastante frecuente consi stente en:

+¥ t

_(‘)f( x)dx = lim of( x) dx

t® +¥

La operacion correcta, como hemos comentado en la observacién 1, seria
realizar la separacion en dos integrales impropias de la forma:
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o (9 = &7 ox+ o b

donde a debe ser un punto de conti nwdad parala funC| on f(x). Cada una de estas
integrales impropias se calculara como en |os casos anteriores.

b b b
Observacion 3: La separacic’)ndf(x)+ g(x)) dx = Of (x) dx+ (‘}}(x) dx

a
s0lo se puede redizar en integraes impropias S son convergentes las dos
integrales de la derecha.

Observaciéon 4: Cuando existe un punto de discontinuidad infinita de la
funcion a integrar estrictamente interior a intervalo de integracion, hay que
llevar cuidado de partir la integra por ese punto. S no se procede de esta

2

manera, se puede llegar a resultados falsos. Por gemplo, sea | = O_ donde €

vaor de x = 0, edrictamente interior ad intervao, es € unlco punto de
discontinuidad infinita de la funcion a integrar. La manera correcta de proceder
seria:

- ax 2 dx
lx3 0 X3

O—Od lim fx-*dx= ||me—2@—|im"1u+1—-¥
X w0 O( @0 &- 281 wo 82t2H 2

Por tanto, | es divergente.
Si no nos damos cuenta de que es mpropia y la intentamos calcular como

definida, llegaremos a

o adx_é-lu_-1.1_3
O™ &, 8 2 8
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gue es bastante diferente a resultado correcto obtenido anteriormente.
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