Ejercicios de Integrales resueltos

1. Resuelve la integral:

Ln x
J. dx
1-x
SOLUCION
nx
Llamemos | = d
IJl— X
[Ln X=u=> ax =du ]
X
Aplicamos partes: 1 d b=

L/l_—dv:v——Z\/_J

- 1-x=t?
2.[ 1 X dX: = 2
X —dx = 2tdt 1-t
__q 1+ )m—4jm— > =4at—4 at
"¢ 1-
{ 12: A + B :>A(l+t)+B(l—t):l:>A:l;B=é
%1—t 1-t 1+t 2 2

dt dt dt
-4 =2 -2 =2Lnfl—t|-2Lnl+t|+ C
t I1—t2 I1—t j1+t p-t s
Deshaciendo los cambios de variable:

| = —2d1—xLnx + 4JT—x +2Lnft —¥T—x|-2Lnjt+¥1— x|+ €

1-+1-x
| = —241— XLnx + 4J1—x +2Ln|—'+(2
p+J1—x

I Lnx d = 24J1— xLnx + 41— +2Lnl1+\/_-+@
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2. Resuelve la integral:

1—senXx+ cosx
I dx

) 1+senx—cosx
SOLUCION

1—senx+cosx
Sea |= J- dx. Hacemos el cambio de variable: tg % =t
1+senx—cosx

_ 2

t
55 SenX = > ; COSX = > con lo que la integral dada
1+t 1+t 1+t

se transforma en:

1 2t 1-t?
=] Tl i 2t ] 2-2t 2dt f 1t
g2t 1o et 2ttt 1+t T g(t41) (14t
1+t2 1+t

entonces dx =

dt dt
=2 -2
jt(t+1)(1+t2) j(t+1)(1+t2)
Podemos descomponer en fracciones simples cada integrando es decir:
1 A B (Mt+N)

———=—+ + >

tE+1)1+t7) t t+1 1+t
Poniendo denominador comun, obtenemos que:

1= A(t+1)@+1t")+ Bt +t* )+ (Mt + N)t(t +1)

Igualando los coeficientes de los términos del mismo grado obtenemos el
1 1 1
siguiente resultado: A=1; B=— ;M=—= ; N=——
2 2 2
C Dt+E

t+1)1+t7)  t+1 REPE
Poniendo denominador comun, obtenemos que:
1=C(+t")+(Dt+E)t+1)
Igualando los coeficientes de los tlérminos dlel mismo grado obtenemos el

1
siguiente resultado: C=— ; D=—-—= ; E=—
2 2 2

La integral original se puede descomponer como:

fﬂ—l dt 1 Lyl
t 2Jt+1 2J 144

2Ln|t|—Lnit +]4—% Ln‘1+t2‘—arc.tagt —Lnft +]4+% Ln‘1+t2‘—arc.tagt +C=

Por otra parte tendremos:

1pdt 1,1t
2J t4+1 2J 1++¢2

=2

= 2Ln[t|—2Ln|t+1 —2arctagt + C

Deshacemos el cambio de variable realizado, tg % =t, obteniendo:
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3. Resuelve la integral:

dx
J‘x2—4

SOLUCION

jx _4 _J-(x+2)(x 2)
Utilizaremos el método de descomposicion en fracciones simples:
1 A N B AXX-2)+B(x+2)
(X+2)(x=2) x+2 x-2  (x+2)(x-2)

Igualando los numeradores: 1= A(Xx —2) + B(X +2), y dando a x los valores de
las raices reales del denominador, se obtienen valores para Ay B:

x:2:>B:l , X=—2=>A=—-

Luego, aplicando propiedades elementales de integracion:

—1/4 1/4 1 1
= dx = —— Log|x + 2|+ = Log|x — 2|+ C
J'x -4 jx+2 I -2 4 d | 4 d |
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4. Obtener una primitiva de la funcion:
__X+2
= x*(x* -1)

SOLUCION

: X+2 , :
Descomponiendo ————= en fracciones simples:
x*(x* -1)

X+2 = Ax(X+1)(x —1) + B(x +1)(x —1) + Cx*(x —1) + Dx*(x +1)

Resolvemos la ecuacion anterior:
Six=0=2=-B=B=-2. Six=1=3=2D= D=9%,.

Six=-1=1=-2C=C=-%. six=2=26A=-6=A=-1

Porlotantoj ( ) '[ dx+f—dx+.f yzdx+f % dx

Las integrales resultantes son inmediatas por lo que:

j )((+2 ) Ln|x|+ ;Ln|x+]]+gLn|x—]J+C,esdecir:

fzxi dx = E—Ln|x|+ Ln|
X X

-1
(xz—l) X ]J
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5. Resuelve la integral:

J.arc.tg& dx
SOLUCION
( 1 1]
u=arc.tgvx = du =
Sea | = J.arc.tg\& dx. Tomamos partes: i J 1+x ZJ_T
dv=dx = v=x

| = xarc. tg&—fx—ﬁ

1 1 x =t? 2 1 t?
X————=dx = = —2tdt = dt =
1+ x 24/x {dx:zuﬁ} j1+t 2t I1+t2

:j@—lt dQ:jm—

——=dx =+ X —arc.tg¥x + C. Por lo tanto:
1+x2\/_ \/_ g\/_

dt =t— arc.tgt. Deshaciendo el cambio:

| = x arc.tgv/x —v/x +arc.tgv'x +C
jarc.tg& dx = (x +Darc.tgvx —vx +C

Calculo Integral para primeros cursos universitarios. Alejandre - Allueva, http://ocw.unizar.es



6. Resuelve la integral:

[ xarc.tgx

R

SOLUCION

u=arc.tgx =>du=
g 1+x°

xdx 1
dv= 2 2V=——2
1+Xx 2(1+x7)

Aplicando partes: | =

1larctgx 1 dx
=5 2 +_I_m
2 1+X 27 (L+x9)

dx
Aplicamos el método de Hermite para resolver: .[(1—

+x7)

j dx ax+b J-Ax+BdX

= +
A+x3)?  1+x* 4 14X

1 a(l+x*) - 2x(ax+b) Ax+B
2y2 272 + 2
@+x) @+x°) 1+ X

1=a(l+ x*)—2x(ax +b) + (Ax + B)1L + x%)
Identificando coeficientes:

x*: 0=A
X 0=a—-2a+B=B=a
X : 0=-2b+A=Db=0

1 : 1:a+B:>a:B:%

dx 1 x 1¢ dx 1 x 1
_[ 22 T o 2"‘—_[ 7 = > +—arc.tgx+C
@+x7) 21+x° 271+x° 21+x° 2

Sustituyendo estos valores resulta que:

xarc.tg x larctgx 1 X 1
jﬁ X=—= — +— > +—arctgx+C
(x*+1) 2 1+x 41+x° 4
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/. Resuelve la integral:

Ux? + 4x
SOLUCION

Dividimos numerador y denominador por Jx y reducimos al mismo indice:

X

_IVX_Z+4X _J- }/‘5+4x)/2 '[}/‘5+4x}/2

X =t = x =t° 6t°
:I:_[ 3

dx = 6t°dt t+4t

zﬁj(ltz—i+i 21 )dt
4" 16 164" +1

Deshaciendo el camblo

Hacemos el cambio: { dt =

G(Lt —it+Larc tg(2t)j
4.3 16 16-2

IV_ 2 2 yz—gx%’+ﬁarctg(2x%)+c
+ x
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8. Resuelve la integral:

x*—x+14
:IT X
(x=4)(x-2)
SOLUCION
_ x> —x+14 : :
Descomponiendo ————-—— en fracciones simples:
(x—=4)(x-2)
x> —x +14 A B C D

3 = + 5 + 5+ =

(x=4)y(x-2) x-4 (x-4)" (x-4) x-2

x> —X+14= A(x—4)’ (x—2) + B(x— 4)(x—2) + C(x - 2) + D(x — 4)°
Dando a X los valores de las raices reales del denominador de la funcién racional
original:

Si?(:2:>16:—8D: D=-2;six=4=26=2C=C=13

Por otra parte: AX’ + Dx’=0=A=-D=A=2

Dando a X un valor cualquiera, por ejemplo 0, obtenemos: B = -3
Sustituyendo estos valores:

x> —x+14 2 -3 13 -2
KX = d d d d
I(x—4)3(x—2) =I5 X+I(x—4)2 X+I(x—4)3 Sl

Integrales inmediatas todas ellas, por lo tanto:

1 13 1
I =2Lnlx-4+3 B > —2Lnx-2|+C
Xx—-4 2 (x-4)
2_ —
[ ST PRY - P T S
(x—4)°(x-2) x-2] x-4 2 (x-4)
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9. Resuelve la integral:

I:ijW+2dx

SOLUCION

X2 -t =x=(t -2
Hacemos el cambio: 3 ¥
dx = E (t2 —2)Y?2tdt

4
1= (- 2Vt .3(t% — 2)2tdt =3 (t* - 4t* + 4t*)dt = 3t3(t7 —%tz +§j +C

Deshaciendo el cambio:

% oy
J.XVW + 20X :BQ(% +2j/2{(x3+2) —%(x% - 2)+%}+C
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10. Resuelve Ia integral:

J X+5
(x+1)° (x+2)(x+3)
SOLUCION
. X+5 . .
Descomponiendo 3 en fracciones simples:
(x+1)'(x+2)(x+3)
X+5 A B C D E

1P (x+2)(x+3) (X1 (x+1)7 @ (x+D)  (x+2) " (x+3)
X+5=AX+2)(X+3)+ B(X+1)(Xx + 2)(x + 3) + C(x +1)*(x + 2)(x + 3) +
+ DX +1)°(x+3)+ E(x +1)°*(x + 2)

Six=-1=24=2A=>A=2;siXx=-2=3=-D=D=-3

Si X=—3:>2:8E:E:%

5
|x—o=>B+c=%f |[B=73
Si: 4 = 1

1 Sustituyendo estos valores:
Xx=1=B+2C=3 C:Z

11, dx
I(x+1) - I(x+1) (x+1) I(x+2) _I(x+3)
Y Y
I 3x+5 dx = — 1 5 1 ‘Ln X +174x + 3 Lc
(x+1)°(x+ 2)(x+3) (x +1)° 2 X+1 I + 2
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11. Resuelve la integral:
I= jsenx -Ln(2 +sen x)dx

SOLUCION

COSX
u=1Ln(2+senx)= du=———dx
Tomando partes: 2+senx =

dv = sen xdx = V=-C0SX

2

COS” X
I = —cosxLn(2 +senx)+ J‘—dx
2+senx

cos’x  l-—sen®x
= =2-senX—-————
2+senx 2+senx 2 +senx

dx:I[Z—senx— JdX=2X+COSX_jT3ende
+

Ahora bien:

I cos? x

2 +senx 2 +senx

2t
t =t=>senx=
QVZ 1+t

dx . Hacemos el cambio:
2 +senx 2

dx =
1+1t2

Calculamos I

dt
2

entonces:I 3 dx:3.[ L+t :3.[ 5 2 dt:SJ. > at =
2 +senx 5,2t 2t +2t+2 t?+t+1

1+t

dt :3f dt _
2 3 5 2
) +% T yf e Jj

:3.%f . at =
1+[\/§(t+%ﬂ

B AR
_4-7arc.tg 7 +C=

=3

=23 arc.tg[%) +C

Deshaciendo los cambios y sustituyendo en | obtenemos:

2t9%45 +1
| = —cosxLn(2 +senx)+2x +CoSX—2+/3 arc.tg{%} +C
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12. Resuelve Ia integral:

dx

I_.|-x5—x4+4x3—4x2+8x—4
B (x* +2)°

SOLUCION

X°— X' +4x°—4x* +8x -4

Descomponemos en fracciones simples

(x* +2)°
X°—x'+4x°-4x*+8x-4 Ax+B Cx+D Ex+F
X +2)° T2 (1Y 2y
X° = X"+ 4x°— 4x* +8x —4 = (Ax + B)(X* +2)° + (Cx + D)(x* +2) +

+EX+F

Igualando los coeficientes de los términos del mismo grado, llegamos al sistema

lineal:
x° 1=A
x*: —1=B
x*: 4=4A+C
xX*: —4=4B+D
X 8=4A+2C+E
1: —4=4B+2D+F

Susoluciénes: A=1, B=-1 C=0, D=0, E=4, F=0
La integral quedara:

-1 4
I:I X dx+J'(X2 IZ)SdX

X —dx 4x
dx + + dx
J-x2+2 x> +2 -[(x2+2)3

arc.t [Lj —;-FC
" g JE (X2+2)2

X +2

N

I:%Ln|x2 +9 -
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13. Resuelve Ia integral:

X 5x
Sen—Ccos—

sen3x

SOLUCION

Como las razones trigonometricas que aparecen en el integrando estan
referidas a angulos distintos debemos pasar esta expresion a otra igual
donde las razones trigonométricas estén referidas al mismo angulo.
Utilizamos para ello las férmulas que relacionan productos con sumas de
funciones trigonométricas:

1
senAcosB = > [sen(A+B)+sen(A-B)]=

X 5x 1 X 5X X SX 1
sen—cos— ==|sen| = +— | +sen| — ——| [==[sen3x — sen2x]
2 2 2 2 2 2 2 2
Sen2x = 2senxcos X
sen3X = sen(2X + X) =Sen X C0S 2X + COS X SeN2X =
=senxcos’ X —sen’ X +2sen xcos’ X =
= 3sen xcos’ X —sen’ x = 3sen x(1 — sen’ x)—sen’x =
= senx(3—4sen’x)
Sustituyendo estos valores en la integral dada obtenemos:

_lj-sensx—senZX __Id __.[sen2x
B sen3x sen3x
Isean B j Sen X CoSX X_I COSX
sen 3x senx(3- 4sen2x) -V 3-4sen*x

= {senx =t = cos xdx = dt} = ZJ.

:ZIL:
3-4¢ 3 1_(%j2
:{%zuzdt=§du}:%jlﬁu

Descomponemos en fracciones simples

1 A B 1 1
= + =1=Al+u)+Bl-u)=> A==, B==
+Uu 2 2

R

Por lo tanto:
1 ¢ du 1 |1+L1
— = Lnfl—ul+ Lnl+ul+C=——=L +C
\/éf 1-u° 2J' R-ul+ Jé L+l 23 -y
Deshaciend bios: | |\/_+2t| too L |\/_+25enx|
eshaciendo cambios: 1— |\/_

2t| |\/_ 2sen x|
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1 1 |J§+23enx|
porloque.I—2X—4—J§Ln|J§_ZsenX|+C
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14. Resuelve la integral:

J- x%+1
(x=1)(x* +2)

SOLUCION

Puesto que el denominador presenta raices complejas maltiples, aplicamos
el método de Hermite para resolver la integral:

X2 +1 d[ax+b} A Mx+N

(x— 1)(x2+2)2 T 2l TxC1 a2
x? +1 a(x +2)- 2x(ax+b) A Mx+N_
(x=1)(x* +2) (x +2) Txm1T X2
[a(x +2) 2x(ax+b)-[x 1)+ A(x +2) +(Mx+ N)(x - 1)(x +2)
(x* +2)(x 1)
Por lo tanto:

x> +1= [a(x2 +2) - 2x(ax + b):kx ~1)+ A(X* + 2)2 +(Mx+ N)(x —1)(x* +2)
Igualando los coeficientes de los términos del mismo grado, llegamos al sistema

lineal:
X 0=A+M
X 0=-a-M+N
x*: l=a-2b+4A-N+2M
X 0=2a+2b+2N-2M
1 1=-2a+4A-2N
Susoluciénes:a:—l, b:—l, A:Z, M:—g, N:—i
12 6 9 9 36
Llevamos estos valores a la integral y resulta:
1 1
X 2

12" 6 dx 1, 2x 5 ¢ dx
=126 27 X 2 dx
- -[ -[x2+2 367 x*+2

Finalmente resolvemos las integrales inmediatas y obtenemos:

i X—2
12 x* +2

+;L Ix — ]I——Ln(x +2)—ﬂarctg(\/_j C
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15. Resuelve la integral:

X
SOLUCION
4

X ==Ssenu
Hacemos el cambio con lo que:

dx =—cosudu

3

| __J.-J(].G 1688n U) cosucosu

cosudu——2 ——du
4 sen®u
—| sen®u

Dividiendo por cos’ u nos queda:

1
tgu=t
3 cos’u s 1
— = [Los Uy, == [t%dt=-==t"+C
42-[tgﬁu 1 u=dt 4ZI 4%5
COS u

Para deshacer los cambios hemos de tener en cuenta:

\116 Ox? Uz 3X
16" 9 ~J16-9%?

I x° X=-7 J16-9x2 e

3
senu =ZX:> Ccosu = 1—
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16. Resuelve Ia integral:

J. thx
1+thx
SOLUCION

shx=2—°% ex_e—x
Teniendo en cuenta: =thx =——

e +e” e*+e”
chx = ——
gt —e*
thx e e gt —e " 1 1 pe™”
———=—x= dx==] dx—= | —dx=
f1+thx f e —e f 2e* Zf Zf e
e +e*

f—dthx x:£x+£e’2X +C
1+ thx 2 4
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17. Resuelve la integral:

I:j x dx
(@x* +12x+9)\/x2 —4x+3

SOLUCION
2X+3=

QL ~ |

sz X dx _
(2x+3)° VX2 —4x+3  |ogy— _

N

t

1-3t —dt 13t g
t

:f 2t 2t° _}f
1 (1-3t) (1-3t 491 ot —6t+1 4-12t
- -4 +3 e 2 - +3

t 2 2

I—_1 Il 173 4
2J 45t> —14t +1
1-3t . N
Sea |, :f dt integral irracional, por lo tanto:
\45t% —14t +1

. /
13t :(a 45t2—14t+1) n l
Ja5t — 14t +1 Ja5t —14t +1

1-3t _a 90t-14 m
Ot? —18t+5 2+/45t7 —14t +1 +/45t2 —14t +1

=

1-3t=a(45t—7)+m=a= —i, m= 8 . Por lo tanto, sustituyendo
15 15
dt

estos valores, nos queda: |, :—% 45t? _14t+1+%f\/2—
45t° 14t +1

Sea | —f dt
2 ) Jast? 14t 41

2 2
Teniendo en cuenta: ax® +bx +c =|vax+ b ] _ b —dac
2Ja 4a
45t -7
Z_I 7 2 4 - 2 f 45 > = 5 =
N
45 45 2 45
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J35 idu 1 q U=—-
— f45 _ f u _ senv

:Lofvdv
sen<v
_ 1 f—cosv/senv _ f
© Va5 \/<]/sen2v) 1 V45 senv
COSV = Z = senv = /1— 72
Hacemos el cambio dz , con lo que |, se transforma
N T
L L
2_\/4—5 1—7 2
1 2 4 1
= = Lnil—z|+ Lnl+4z|+C
i \/Efl—z J_f1+z 2\/_ iz 2445 i+
1 |1+z|
= +C
N |1—z|

Para hallar | es necesario deshacer todos los cambios de variable efectuados
durante el desarrollo del problema.

| o |1+cosv|+C ‘1-1—\/1 sen’v
2 2\/7 |1 COSV| 2\/7 ‘1_«/1 senv

‘1+~/1 1’ N R !
+C = Ln
2\/_5 ‘1—«/1—1/u 2./45 ‘u—\/uz—l

+C=

+C=

1 2 1
= Ln(u+\/u2—1) +C:_Ln‘u+x/u2—1‘+c
2:/45 J45
1 8 1 ‘45t—7 45t 7Y
|, = ——~/45t> 14t +1+— ~1+C
115 15 /45 ‘ 2 [ 2 ]

1 1 2
=1 =—— [(2x+3) —14(2x+3)+45
2! 30(2x+3)\/< x+3) (2x+3)+45+

4 1 ‘24—14x+\/(24—14x)z —4(2x+3)°

C
15725 ‘ 2(2x+3) ‘+
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18. Resuelve Ia integral:

|=J- x dx
VX2 +2x+2

SOLUCION

Integral irracional, por lo tanto:

_m
—— = (avx* +2x+2 )
VX2 42X +2 ( \/x2+2x+2
X X+1

\/x +2x+2 \/x +2X +2 \/x +2x+2

x=a(x+1)+m=a=1 m=-1porlo que la integral dada se transforma en:

[ KTk - [—2

VX? +2X+2 \/(x+1) +1
x+l_tgt 2
f f1+tg tlt: dt _
/x+1 11 dx_ l+tg t)d 1 cost
cost
sent =u=> cost =v1-U®
_ q :J' dt
v1-u?
Descomponiendo esta Gltima integral en fracciones simples obtenemos:
1+u
P ek Pkt e

1+u |1 ul

Deshaciendo los cambios de variable realizados en el proceso:

1
+ /1——2
1+(x+1)
1- 1—;2
1+(x+1)

|1+ sent| 1
= C==Ln
|1 sent| 2

+C=

x+1
1+ 2
1 \/Xz+2)(+2 1 |x+1+\lx +2X +2
=—Ln +C=-=Ln +C=>
2 x+1 2 |x+l—\/x2+2x+2
NX2+2x+2

| :\/xz+2x+2—Ln‘x+1+\/x2+2x+2‘+c
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19. Resuelve Ia integral:

dx

I :j3x4+4x2 +2x+1
x(x2+1)2

SOLUCION

Puesto que el denominador presenta raices complejas multiples, aplicamos
el método de Hermite para resolver la integral.
3x*+4x* +2x+1 d(ax+b) A Mx+N
— =—|= +—+—;
x(x +1) dx\x“+1/ x x"+1

3x‘+4x* +2x+1 a(x*+1)-2x(ax+b) A Mx+N
> > = > > +— + > =
x(x +1) (x +1) X x"+1

3x* +4x> +2x +1=ax’ + ax — 2ax® — 2bx* + Ax* + 2Ax* + A+ Mx* +
+ Mx® + Nx® + Nx
Igualando los coeficientes de los términos del mismo grado, llegamos al sistema

lineal:
x'*:  3=A+M
x> 0=-a+N
x°:  4=-2b+2A+M
X 2=a+N
1 1=A

Susoluciénes: a=1, b=0, A=1 M=2 N-=1

, X dx 2X dx
En consecuencia: | =— +J— +| ——dx +.f — =
X" +1 X X" +1 X" +1

X 2
| = + Ln[x]+ Lnx® +1 +arc.tgx +C
77 x|+ Lnlx* +1 g
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20. Resuelve la integral:

| = J. xarc. cos xdx

SOLUCION
—dx
U=arc.cosx=-du =
: . V1-x?
Aplicamos partes: =

X3
dv=x%dx =v=—

I —X—Sarc cosx+ij‘ X dx
3 37 V1-x?
x3 _ . N
Para calcular I ﬂdx aplicamos un cambio de variable:
1— x> =t* = x=+1-t?
—t
1-t?

dx = dt

—dx_—f t2ol :—f(l—t2>dt:§—t+c

Deshaciendo el cambio de variable:

dx—\/T N1-x+C= \/_(

—Q+C:

=S
= —%ﬂ(z +x°)+C

Luego:

3
I x2arc.cos xdx = X? arc.cos x —%Jl -x* @2+ x2)+ C
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21. Resuelve la integral:

| = I Ln(a® + x*)dx
SOLUCION
2
) u:Ln(a2+x2):>du:2_X2dX
Aplicamos partes: 2 1 x N

2x2
I = xLn(@® + x*) - | 59— dx
( ) J.az+x2

I ZI dx = ZIdx ZI ~ =
R e

3
——dx=2x-2a-arc.tg — |+C
Fos o2

+ X
Luego:
I Ln(@® + x*)dx = xLn(@” + x*) — 2x + 2a~arc.tg[§j iC
| = an(aZ+x2)_J'2_)(20|X
- a’+x°
22
.[ dx_ZI( jdx_ZIdx 2] =
a +x° a +x° X
1+( )
a
2 2
I%dx:Zx—Za-arc.tg(§)+C
a“+x a
Luego:

I Ln(@* + x*)dx = xLn(@® + x*) — 2x + 2a-arc.tg(§) e
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272. Resuelve la integral:

x* =2
|l=|————=d
-[x3(x2 +1)° X

SOLUCION

Puesto que el denominador presenta raices complejas multiples, aplicamos el
método de Hermite para resolver la integral:

X -2 d|lm®+nx®*+px+g| A Mx+N
3702 2 4y 2(,2 ~t 2
(X2 +1)7  dx x*(x* +1) x X +1

(Bmx® +2nx + P (x* +1)— (Mx® + nx + px + q]_ZX(x2 +1)+ x22x]
x*(x° +1)2

+

A Mx+N
+ = s
X X" +1
x? =2 = (3mx +2nx + px(x* +1)— (mx® +nx* + px+ qIZ(x2 +1 )+ 2x2]+

+Ax*(x? +1)2 +(Mx + N)X*(X* +1)

Igualando los coeficientes de los términos del mismo grado, llegamos al sistema

lineal:

xX*: 0=A+M

x>:  0=N-m

x': 0=2A+M-2n
x>:  0=N+m-3p
x?:  1=A-4q

X 0=-p

1: -2=-2q

5
Susoluciénes: A=5 M=-5 N=0, m=0, n:E, p=0, g=1

La integral quedara:

J. X' -2 dx = EX2+1 +I§dx+fidx:
e+ X (xP+1) Y x x> +1

5 2
Ix3(x2+1)2 dx = XZ(X2+1)+5LnIXI_2 Lnx?+1+C
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23. Resuelve la integral:

dx

5 3 _
I:jx +4x° +7x—-4

(x* + 1)3

SOLUCION

Puesto que el denominador presenta raices complejas multiples, aplicamos el
método de Hermite para resolver la integral:

x5+4x3+7x—4_i ax®+bx?+cx+d| Ax+B
(¢ +1) dx (¢ +1) x* +1

Derivando y quitando denominadores, llegamos a:
X°+4x° +7x—4=Ax" +(B-a)x* + 2(A-b)x® + (3a —3c + 2B)x* +
+(b-4d + A)x+c+B

Igualando los coeficientes de los términos del mismo grado, llegamos al sistema
lineal:
X1 1=A

x*: 0=B-a

x*:  4=2(A-b)
x*: 0=3a-3c+2B
X T7=2b-4d+A

l1: -4=c+8B
Su soluciones: A=1, Bz—g, a:—g, b=-1, C=—§, d=-2
2 2 2
La integral quedara:
—§3X3—X2 Ex—z 1
I = +=
(x2+1)2 2~[x +1 Ix +1

Finalmente:

—3x% —2x? —=5x — 4 1

2(x2 + 1)2

I = L|x +]] —arctgx+C
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24. Resuelve la integral:

X+ X2+ x+1
|- [ XXXy,
(x=1)
SOLUCION
Descomponiendo en fracciones simples el integrando:

x3+x2+x+1_A+ B N C s D s E .
(x-1°  x-1 (x-1 (x-1 (x-1 (x-1y

X 4+ X2+ x+1= A(x-1)* + Bx 1)’ + C(x =1 + D(x—1)+ E

Igualando los coeficientes de los términos del mismo grado, llegamos al sistema

lineal:
x*: 0=A
x*:  1=-4A+B
x°: 1=6A-3B+C
X 1=-4A+3B-2C+D
1 1=A-B+C-D+E

Susoluciénes: A=0, B=1 C=4, D=6, E=4

La integral quedara:

X2+ X2+ Xx+1 dx 4dx 6dx 4dx
=y =l oy oy oy

Luego:

J-x3+x2+x+1dx 1 2 2 1

o) TRy 1) -1f x-1'C
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25. Resuelve la integral:

X2

I :I X
(xsenx +cosx)’

SOLUCION

Multiplicamos y dividimos por cos X con lo que la integral dada resulta:
| _I X X COS X

cosx (xsenx+ cosx)

dx . Aplicando partes en esta integral:

COSX + XsenXx

X
U=——=du= > dx
COS X COS* X
=
X COS X -1
= X >V =——-"——
(Xsenx+ cosx) XSeN X + COS X
X -1 dx —X
| = : +J' — = +tgX +C
COSX XSenXx -+ cosX COS" X  COSX(XSenX +cosX)
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26. Resuelve la integral:
| = J.sen2 X - cos’ xdx
SOLUCION
La integral dada la podemos poner como:

| = jsen2 X - cos’ xdx :J.sen2 X - c0s’ X.cos” xdx
Utilizando las razones trigonométricas:

sen 2x = 2sen X cos X
sen’ x:# + La integral dada se transforma en:
Cos? X — 1+ cos 2x
2
1 1 2 1
I :—'|‘sen22xM dx :—J‘(sen2 2 +sen’ 2x cos2x )ix =
4 8
1 p[l—cosdx 1, ., 1 sen4dx sen’2x
== | |———+=(sen” 2x)cos 2x-2|dx = —|X— +C
8«” 2 2< ) 16[ 4 3
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2 7. Resuelve la integral:

I:J‘x“—2x3+3x2—2x+1
x(x2+1)2

dx

SOLUCION

Puesto que el denominador presenta raices complejas maltiples, aplicamos el
método de Hermite para resolver la integral:

X' -2x*+3x*-2x+1 d [ax+b} A Mx+N
x(x2+1)2 TaxLxZe1d T x4l
Derivando y quitando denominadores, llegamos a:
X* =25 4 3% — 2x+1= A(x? +1) +Mx* + Mx? + N + Nx +
+ax’ +ax —2ax’ — 2bx’

Igualando los coeficientes de los términos del mismo grado, llegamos al sistema
lineal:

xX': 1=A+M

x*: —2=N-a

X*: 3=2A-2b+M
X —2=N+a

1 1=A

Susoluciones: A=1, M =0, N=-2, a=0, b:_%

La integral quedara:

_1 1 +J-% —2dx

1
+ =— +Ln|x|—2arc.tgx+C
2x%+1 4 x x* +1 2(x2+l) s g
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28. Resuelve la integral:

3
cos° X
I:I dx

sen®x +sen?x +sen x

SOLUCION

Hacemos el cambio de variable: senx =t = cos xdx = dt
Hemos de tener en cuenta que:

cos® xdx = cos’ x cosxdx = (L —sen” x Jcosxdx = (1 — t* )t

1-t? J- 1-t

La integral dada se transforma en: I:J. 3 t(t t 1)
+t+

2
"+t
Descomponiendo la Gltima integral en fracciones 5|mples.

1—t2 A bt
- =2 +C =1-t" = A(t* +t+1)+(bt+o)t
tt®+t+1) t t+t+l

Igualando los coeficientes de los términos del mismo grado, llegamos al sistema

lineal:
t>:  —1=A+b
t 0=A+c
1: 1=A

Susoluciénes: A=1, b=-2 c=-1
La integral quedaré:

|_fdt e 1o|t_Ln|t|—Ln\t +t41+C

t? 4t +
Deshaciendo el cambio de variable que hemos realizado:
3
C0S” X sen x
J' 3 5 dx = Lh— | | +C
sen” X +sen”x +senx |sen x+senx+]]
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29. Resuelve la integral:

| = jcosz x sen 4xdx

SOLUCION

Para resolver la integral vamos a utilizar diferentes razones trigonométricas:

) 1+cos2x 1+cos2x

COS” X sen4xdx =

= ljsen 4xdx +—1J.sen 4x cos2xdx
. 2 2
senxcosy =— [sen(x + y)+sen(x —y)]=
1
sen4xcos2x :E(sen 6X +sen2x). Sustituyendo en la integral:

= 1 jsen 4 xdx +i Isen 6xdx +1J.sen2xdx
2 4 4

Por lo tanto:
cos4x 1senbx 1 sen2x
—= —= +C
4 4 6 4 2

!
2
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30. Resuelve la integral:

= J.sen2x -sen 3x -sen 4 xdx

SOLUCION

Para resolver la integral vamos a utilizar diferentes razones trigonométricas:
cos(a —b)- cos(a+ b)
> =

sena-senb =

COS(2x —3x)—cos(2x +3x)  cos X — cos 5X
2 - 2

Sen2x-sen 3x =

Por lo tanto:

I_J'COSX—COS5X

1 1
sen4xdx =— j cosxsen4xdx — — j cosbxsen 4x
2 2

sen(a +b) +sen(a—b)

sena-cosh =
2
sen5x + sen3x
Sen4x-cosx =
2
sen9x —sen x
sen4x-cosbx = T

1 1 1 1
[cosxsen4xdx = —'|.sen5xdx + —IsenSxdx = ———C0$5X ———c0s3x+C
2 2 2-5 :

1 1 1 1
[ cos5xsen4x =—jsen 9xdx——jsen XdX = ———c0s 9X +=cosx + C
2 2 2-9 2

2

) 1| cosbx cos3x| 1| cos9x cosx
En consecuencia: | =—| — — o +—+C
2 10 6 18 2
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31. Resuelve la integral:

I =jx25en(Lnx)dx
SOLUCION
cos(Lnx
u=sen(Lnx)= du= 4—)dx
X
Aplicamos partes: 2 =
dv = x2dx =V = X?

_ X¥sen(Lnx) 1
3 3

— L
u=cos(Lnx)= du= ﬂnxﬂ)dx

l, = J. x* cos(Lnx)dx = =
dv = x%dx =V :X?

I J. x* cos(Lnx)dx

3
_X cos(Lnx)+}

2
3 3.[ x“ sen(Lnx)dx

3
2 XCSenLn) L os cos(Lng)— 21 =
3 9 9

3 3
| = 2 {M 2L X cos(Lnx)} +C= 3x l:sen (Lnx)— 1 cos(Lnx)} +C
10 3 9 10 3
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32. Resuelve la integral:

| dx
- X X
c0s?=—sen’ =
2 2
SOLUCION
Teniendo en cuenta que: cos’ x —sen’ x = cos2x, la integral dada se transforma
dx
en: |=|——.
COS X

Hacemos el cambio:

{senx:t — COS X :\/l—tz}:>

cos xdx = dt

dt dt
IZI\/l—tZ\/l—tz =I1—t2

Descomponiendo el integrando de esta integral en fracciones simples:

1 _A B, 1 1
1-t

2

+ =
1-t 1+t 2

Luego: |:fédwf%dt:—%Ln|1—t|+%Ln|1+t|+c

Deshaciendo el cambio de variable que hemos realizado:

1 1+senx
1, [rseny

I =
2 |1-senx
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33. Resuelve la integral:

I:f< X=2 dx

X2 + x-i—l)2 (x—1)

SOLUCION

El denominador presenta raices complejas multiples, por lo tanto aplicamos
el método de Hermite para resolver la integral:

X—2 :i ax+b A Mx+ N
<x2+x+1)2(x—1) dx|(x*+x+1)| x=1 X +x+1

X—2 _a(¢ +x+1)—(2x+1)(ax+b) A L MXEN

(3 4+ x+1) (x—1) (3 +x+1) x=1 x*+x+1

Si ponemos el denominador comdn obtenemos:

Xx—2=(-ax* —2bx+a—b)ax +b)+ A(x* +x +1)2 +
+(Mx+ N)(x —1)(x* + x+1)
Igualando los coeficientes de los términos del mismo grado, llegamos al sistema

lineal:
xX*: 0=A+M
x*:  0=2A+N
x*: 0=-a+3A
X 1=-2b+2A—-M
1: —-2=a-b+A-N
Su solucion es: A:—g, M:§, N:E, a:—g, b:—f
9 9 9 3 3

La integral quedara:
5 4

_ 3" 3 5 dx 50 x+2
X*+x+1 9J x—1 9J x*4+x+1

Iiz Lnix-1+C
x—1

X+2 1 2x+4 1 2x+1 3 dx
fz;dxz—fz;dxz—fz;dxﬂ“fz—
X“4+x4+1 2J X4+ x+1 2J xX“+x+1 2J xX“+x+1

2X+1
Iﬁdx = Lnx® +x+1+C
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2

dx dx Y 2 (Zx +1j
= = dx =—=arc.t C
J'x2+x+1 -[( 1)2 3 I(ZX +1)2 X \/éarc 0 V3 "
X+ +— 3 +1

4
Sustituyendo estos valores de las diferentes integrales, llegamos a:

5 4
_ix_i
3° 3 5 5 ) 5 2x+1
=—2 9 _ “n|x—1+-—=Ln|x*+x+1+—=arc.tg|—=—|+C
X2 4+x4+1 9 ! 18 | ] 33 g[ J3
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34. Resuelve la integral:

- X
V54 x —x?
SOLUCION

Integral del tipo irracional por lo tanto:
d [ 3 m
—————=—|av5+x—X ]+—
V5+x—x* dx V5+x— X2
X a(l-2x) m
= + =
V5+x-x2 205+4x—x> V5+x—X?

2X=a-2ax+2m=a=-1, m:}/z

1 dx
Con lo cual: = V5 +X -X° += | —m——or
ZI\IS +X —X°

)2 b2 — 4ac
4a

Teniendo en cuenta que:

sia< 0= ax’ +bx+c:—(\/ ax —

2J-a
dx

J 5+dxx—x2:j 21 1l 2x -1
) \/7_()(_2) J—J (\/2_1)

= arc sen(zx_l] +C
I J21

En consecuencia:

| = —/54Xx—X? +%arc.sen[
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35. Resuelve la integral:
senxcos?x
_ [ SENXC08 X gy

1+4cos’x
SOLUCION
t = cosx = senx =vV1—t?
Realizamos el cambio de variable: dt =
X=-
V1-¢
t’V1-t* dt 1. 4 142 +1-1
[l e
1+40° {1I-8 4748 +1 47 4" +1

1 1
:__ - C=—-—-t+—=arc.tg(2t)+C
I(Zt) T1TCTptrgaei@C=

1 1
| = —C0sX+g arc.tg(2 cosx) +C
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36. Resuelve la integral:

| = jarc.sen‘/ dx
Xx+1

SOLUCION

u=arc.sen |—— =du=——~
Aplicando partes: x+1 2x+1NX [ =

dv=dx=>v=xX

| = xarc.sen X —ij d
— TSI T2 (x+1Wx

dx
=] (X+INX {dx 2tdt} I(t 2udt = ZI t=

t2+1 dt
L =2 dt—-2 =2t-2arc.tgt+C
! jt2+1 -[t2+1 g

, X
| = xarcseny—— —Jx +arc.tg¥x +C
_I_

Por lo tanto:
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37. Resuelve la integral:
o ,[ 2sen?x
1-5c0s” x

SOLUCION

t 1
tgx=t=senx = , COSX =
2 ’ 2
Haciendo el cambio: 1+t 1+t =

dx = 9L
1+t
2t?
1+t?
| = = m
1_ 2 1+t f1+t t—
1+t?

Descomponiendo en fracciones simples esta ultima integral:

t? __A B Mt+N
(1+t2Xt2—4)_t—2 t+2  t2+1

t* = A(t+2)(t* +1)+ B(t—2)(t* +1)+(Mt + N)(t+2)t - 2)
si t:2:>4:A-4.5:>A=é

si t:—2:>4:B-(—4)-5:>B:_l

sit=0:>0=2A—ZB—4N:>N=%

Si t:l:>1:6A—ZB—3(M + N):> M=0
Sustituyendo estos valores, obtenemos:

2 dt 2 [t-2
——j —— =—1Ln

t—2 5 t+2 5t+l 5 1t+2
Deshaciendo el cambio:

+§arc.tgt+c

+EX+C
5

tgx—2
tgx+2

I:gLn
5
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38. Resuelve la integral:
dx
I = _[—

senxcos’ x
SOLUCION
cosx =t =senx = v1—t2
Hacemos el cambio de variable: dt =

dx = —
1-t°

dt dt dt
I = ‘I\/l—tz V-2 12 =] -2y :j(t +D)(t-1x°

1 __A B
t+1Xt-D* t+1 t-1

o

C
TrtES

N

t
1= A+t + Bt—1x* + C(t + 1)(t— 1)t + D(t + 1)(t - 1)

sit=1=1=2A=> A:%

sit=—1:>1:—28:>B:—%
sit=0=21=-D=>D=-1

Sit=2=1=12A+4B+6C+3D=C=0

Con estos valores:

Tedt Lpdt dt 1 1 1
Y LS Y S SN VT ST T
2 1 20ty 2 2 t

Deshaciendo el cambio:

1 1 1
| ==Lnlcosx =1 —= Lnlcosx +1] + —— +C
2 2 COSX
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39. Resuelve la integral:
J-x+(2x 1)3/
(2x —1y? 1

SOLUCION
+1
_ 2x-1=t* = x =
Haciendo el cambio: 2 =
dx = 3t°dt
t° +1th4
3t +2t° +t°
| = J 2 3t°dt = —ja—dt = Como el polinomio numerador es
2 " +1

de grado mayor al polinomio denominador dividimos y obtenemos:

3
|:Ej(ts+ 2t° —t* —2t° +2t° + 2 it

Ahora bien: t° +1= (t —1-1)('[2 -1 +1). Descomponiendo en fracciones simples
la Gltima integral:

2+1 A Mt+N  AE-t+1)+(Mt+N)t+1)
= —+ =
tP+1 t+1 tiP-t+1 t?+1

Igualando los coeficientes de los términos del mismo grado, obtenemos el
siguiente sistema lineal:

t: 1=A+M
0=-A+M+N
1:1=A+N
Susoluciénes:A:g, M:l, :1
3 3 3

Por lo tanto, tenemos:

t24+1, 2,dt 1, t+1
Itsilt 3I ;

_£ +=[5
t+1 37t -t+1

2t 1 1 1
B AR F i Y

2 1 1 1
==Lnft++=Lnjt* —t+4+= | 5———dt
3 t+9 6 ‘ JJ thz—H—l
b? — 4ac
Teniendo en cuenta que: ax’ +bx +c¢ = (\/ ax + j sia>0
f yNE 4a
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1 dt 4 dt 2 (Zt_lj
— gt= =— = —=arc.t +C
Itz—t+1 j( 1)2 3 3%31}2 BN
t—=] +— —= | +1
2) 4 V3

9 7 6
I=t—+3i—t——§t4+t3+3t—2Ln|t+]J—1Ln|t2—t+]|+

6 7 4 4 2

2t-1
—</3arc.t C
J3arc g[ 7 j+

Deshaciendo el cambio:

1Y _1Y6 2x—
_ (2x 61)}/ . 3(2X7 1ye 2X4 1—%(2x—1)% +(2x —1)}/2 +

+3(2x -1/ ~2Ln(2x - 1)* +1|—%Ln|(2x—1)%—(2x B\ b
—@arc.tg(z(zx_—l)ys_lj +C

NE
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40. Resuelve la integral:

2 +1g®x
:J 3 2 OX
(1 +1tg° x )cos” x

SOLUCION

tgx=t

. 2+ t2
Hacemos el cambio: J-

dx = dt 1+t
cos’ x ( )
Descomponiendo en fracciones simples:

2412 A Mt+ N 5 )
= + =2+t"=Alt" -t+1)+(Mt+ N)(t+1
(1+t3) t+1 tP-t+1 ( ) ( Jt+1)

Igualando los coeficientes de los términos del mismo grado, obtenemos el
siguiente sistema lineal:

t?: 1=A+M
t: 0=-A+M+N
1: 2=A+N

Susoluciones: A=1 M=0, N=1
Por lo tanto, tenemos:

dt
jt+1 j —t+ 1_Ln|t+ﬂ+jt2—t+1

Teniendo en cuenta que: ax’ +bx+c = (\/ax +

)2 b2 — 4ac .
— sia>0
4a

e[ e T O o 25

2) 4

2 (Zt—lj
| = Lnjt —=arc.t C
1+ Faretg =7~ )+

Deshaciendo el cambio:

| = Lnll+tgx|+%arc.tg(2t%_lj +C
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A1, Resuelve la integral:
| = j'ezx sen xdx

SOLUCION

u=e?* = du=2e?*dx }
=

Aplicamos partes:
dv =senxdx = v=—Cos X

u=e?* = du=2e’*dx
=
dv = cosxdx = v =sen X

| = —e® cosx + ZJ' e® cos xdx = {

—e?* cos X +2e% senx
5 +C

| = —e*cosx+2e"senx—41 =1 =
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