PRACTICA 8: INTEGRAL DE LINEA DE UN CAMPO ESCALAR

|. Longitud de un arco de curva

1. Informacioén basica

La distancia a lo largo de una curva se suele denotar mediante la letra s y se llama longitud

de arco. Como la relacion entre la velocidad y la distancia es || v(t) | :%, decidimos que la distancia

es s=J$dt:j|| vt dt = [ ') ot .

t=h
Asi pues, la férmula|L = [ | r'(t) |dt|nos da la longitud de la curva r(t) desde t=a hasta t=b.
t=a

2. Ejercicios
x(t) =cost
Ejercicio 1: Considera la hélice circular | y(t) =sint.
z(t) =t

a) Calcula, sin usar el ordenador, el vector velocidad y los vectores tangente y normal unitarios de
esta hélice circular en un punto generico.

b) Dibuja una vuelta completa de la hélice.
c) ¢Cual es la longitud de media vuelta de esta hélice? Para responder a esta pregunta puedes usar
las siguientes ordenes:
helice[t_] = {Cos[t], Sin[t], t};
velocidad[t_] =V helice"[t]. helice" [t] ;

Tt
semivuelta= J velocidad[t] dt
0

e X(t) =t —sint L  ClIA
Ejercicio 2: Dibuja la curva plana {ygtgzl—cost’ llamada cicloide, para te [0,47z]. (Cual es la

longitud de uno de sus arcos?

Ejercicio 3: Un satélite artificial describe una trayectoria eliptica dada por las ecuaciones

{ X(t) = 300cos 2% t

y(t) = 2005in%gt donde x e Yy estan dadas en kilébmetros y t en minutos.

a) ¢Cuantos minutos tarda en recorrer la elipse completa?
b) Calcula la distancia recorrida por el satélite entre los instantes t =0 y t =15.
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I1. Integral de linea de un campo escalar

1. Informacioén basica

b
En las integrales simples | f (x) dx se integra sobre un intervalo [a,b] . En esta seccion vamos a

definir y usar un nuevo tipo de integral, Ilamada integral de linea o integral curvilinea J'C f(x,y)ds en
la que se integra sobre una curva C suave a trozos.

Si f(x,y) es un campo escalar definido sobre una region del plano que contiene a la curva
suave C, se define la integral de linea de f sobre C como

L f (x,y)ds =m; f(x,Y)As
siempre que el limite exista.

Para calcular dicha integral cuando la curva plana C estd dada por r(t)=x(t)i+ y(t)j, con

r'(t) | dt = \/[x'(t)]z + [y’(t)]2 dt y asi nos queda:

a<t<b, utilizamos que ds =|

t=b

[ f(x,y)ds = J f(x(t),y(t))\/[x’(t)]z—i-[y’(t)]z dt

Ir'co

t=a

Una formula similar es valida para una curva en el espacio.

Te ayudard a entender el concepto de integral que hemos descrito el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Calculamos la integral de linea de f(x,y)= E ) sobre la curva plana r(t) =t% +t°j,

para 0<t<1 y damos dos interpretaciones del resultado, segun sea el significado de la funcion
escalar.

t=b

Para calcular la integral curvilinea jcf(x,y)ds=J f(x(t),y(t))\/[x’(t)]er[y’(t)]2 at

t=a
necesitamos el valor de la funcion f en los puntos de la curva: f(x(t),y())= Ef(t )
y la velocidad: | r'(t) | =/4t*+9t* .
t=1
En consecuencia, [ f(xy)ds = J e ) Ja fort dt,
© TxOYO) ol

t=0

que al pedirle a Mathematica que la resuelva nos da como resultado: 0.859962.
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a. Una posible interpretacion del resultado obtenido es el del area de una superficie que se apoya
x(t) =t*

y(t) =t*
alturas dadas por f (x,y)=E

La imagen del corte vertical cuya area calcula la integral
de linea

sobre la curva { desde t=0 hasta t=1, y con

o)

t=1

[ (% y)ds = J e ) a2 ot dt

altura long. base

t=0
es la que aparece al lado.

El dibujo se ha realizado usando las posibilidades
gréficas del Mathematica.

b. Otra posible interpretacion: Supongamos que C es una varilla de un material cuya densidad en
cada punto la mide la funcion escalar f(x,y) gr/cm. Entonces la integral curvilinea

La curva (¥,t%)

t=1 1

fcf(:c,y)dSZJ L(w) JAE + 9t at

densidad (gr /cm)
t=0

mide la masa de la varilla, que en este caso es 0.86 gramos.

longitud (ecm)

Cuerda de masa 0.859962

2. Ejercicios

Ejercicio 4: Calcula la masa de dos vueltas de un muelle que tiene la forma de hélice circular
r(t) =3costi+3sint j+ 2tk suponiendo que su densidad es constante p(x, Y, z) =2 gr/lcm.

Ejercicio 5: Calcula el area de la superficie que se apoya en el cuarto de circulo x>+ y? =1 del primer
cuadrante y con alturas dadas por h(x, y) =X+Y.

S . X(t) =3cost +cos 3t ;
Ejercicio 6: Considera la curva plana {y(t) —3sint—sin3t ’ Ilamada astroide, para t e [0,272'] :

a) Dibujala (necesitas la orden ParametricPlot). Indica sobre el dibujo en qué punto comienza el
recorrido de la curvay cual es su sentido.

b) Calcula la longitud de la astroide.
c) Si la densidad del hilo que forma la astroide es constante p(x,y)=2 gr/cm, ;cual es la masa

total del hilo? ;Y si la densidad fuera variable p(x,y) =+/x*+y* gricm?

x(t) =t

Ejercicio 7: Considera la curva plana C :
! P y(t) =t

» para los valores del parametro t entre 0 y 2.
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a) Dibujala, ¢como se llama esta curva plana?
b) Averigua cual es el vector velocidad y la velocidad en t=1,
¢cuales son las componentes del vector tangente unitario en el

punto (1,1)?

c) ¢Cudles son las ecuaciones paramétricas de la curva cima,
sobre la superficie z =Xy, que es imagen de C ?

d) Indica un vector tangente a la curva cima en el punto (1,1,1).

Averigua cudl es la tercera coordenada del vector

1 2 : .
(ﬁ’\@’???j si ha de ser tangente a la curva cima en el

punto (1,1,1).

e) Obtén la longitud de la curva base C y de la curva cima.

f) Calcula el area del corte vertical de la montafia z = xy sobre
X(t) =t

y(t) =t*

la curva {
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