PRACTICA 11: APROXIMACIONES DE FOURIER |

I. Funciones trigonométricas. Armonicos.

1. Informacidn basica

W Las funciones trigopnométricas basicas

Las funciones trigonomeétricas basicas son las funciones seno y coseno: sinwt y coswt, donde
el valor @ es la frecuencia (o velocidad) angular. Claramente ambas funciones son periddicas y su

periodoes T =2—”.

w

B Armonicos o funciones sinusoidales

Un armonico o funcidén sinusoidal es la que resulta al combinar (sumar) funciones
trigonométricas de la misma frecuencia w: |acos(wt)+bsin(wt)|.

Esta suma admite ser expresada en la siguiente forma:

acos(wt)+bsin(wt) = Asin(wt —g)|.

Es inmediato observar que un armonico es una funcién periodica de periodo T =——, el comudn a los
w

dos sumandos que lo han construido.

Observese que la funcién sinusoidal contiene tres constantes o parametros, A, ® y @, que

describimos brevemente. Por un lado, un armonico tiene una amplitud A =+/a® +b*, su frecuencia o
es la comun a los sumandos y, ademas, hay un desfase angular ¢. Por cierto que este desfase angular

cosp==

es el Unico nimero ¢ e (—72'71'] que verifica: sing = A . Debe distinguirse el desfase angular de ¢
="

radianes del desfase temporal que es 4 segundos.
[0

B Polinomios trigonomeétricos

Un polinomio trigonométrico es la suma de armonicos de frecuencias maltiplos de una dada o,
es decir, un polinomio trigonométrico es una combinacion lineal de las funciones trigonométricas

{1, cos(at), sin(wt), cos(2at), sin(2mt), ..., cos(nat), sin (net)} .

Suponiendo, pues, que la frecuencia fijada de partida es @, que, por cierto, se llama frecuencia
fundamental, el polinomio trigonométrico de orden n es de la forma:
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p, (t) =&, +(a,sinet +b, cos wt) +(a, sin 2wt + b, cos 2wt ) + (@, sin 3wt + b, cos3wt) +......+

J

+(a, sinnawt +b, cosnet)

-
armonico de frecuencia nw

arménico de frecuencia @ armonico de frecuencia 2w arménico de frecuencia 3w

o bien, |p,(t)=A +Asin(ot—g)+Asin(2ot-g@,)+Asin(3ot—g,)+...+ A sin(not-g,)

Obsérvese que todos los armdnicos que intervienen en el polinomio trigonométrico son periddicos de

periodo comun T =2—”, por tanto, el polinomio trigonométrico también es periodico de periodo T =—.
w 4]

27

El caso méas importante de polinomio trigonomeétrico es el de frecuencia fundamental w=1, es

decir, el de periodo T =2z. Su expresion es

) . . )

armonico de frecuencia 1 armonico de frecuencia 2 armonico de frecuencia 3

=A+Asin(t-¢) + Asin(2t-p,) + Asin(3t-¢,) +

P, (t) = a, +(a, sint +b, cost) +(a, sin 2t +b, cos 2t ) + (&, sin 3t + b, cos 3t ) +

...... +(a,sinnt+b, cosnt) =

)

armoénico de frecuencia n

+ Asin(nt-g,)

2. Ejercicios. En estos ejercicios no necesitas el ordenador

Ejercicio 1: En la figura de al lado se observa la gréafica de las
funciones trigonomeétricas: 3sin2t y sin4t.

1. Indica para cada una de ellas cuél es el valor de:
a) Laamplitud.
b) La frecuencia.
c) El periodo.

2. Completa la siguiente frase: La linea de trazo grueso representa al
armonico ............... ; mientras que la linea de trazo fino
representa al arménico .............

Ejercicio 2: La funcién sinusoidal o armonico v(t) = 2sin (3t —%) esta

dibujada en el grafico que viene a continuacion.
Se pide:

a) Laamplitud de la oscilacion

-1

-2

Vv
T /\ - b) La frecuencia angular (radianes/seg), el periodo (seg) y la
t frecuencia (hertzios) de las ondas.

- . . _

-2 2 4 6 c) ¢Cual es el desfase angular?, ¢y el temporal?
B d) ¢Cuél es el intervalo de tiempos en el que se ha dibujado

una onda completa (el trazo méas oscuro)?

Ejercicio 3: La funcion f(t)=sint+cost es suma de dos funciones trigonométricas de igual
frecuencia @ =1y, por tanto, es una funcion sinusoidal o armonico de la misma frecuencia. Se pide:

a) Completa la siguiente igualdad: sint+cost= .......sin| t+,.....
Amplitud desfase
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b) Dibuja dos ondas completas de f (t) =sint+cost comenzando en el valor del desfase temporal.

Ejercicio 4: Considera el polinomio trigonométrico p(t) = sint+%sin (3t)+%sin(5t) . Se pide:

a) ¢Cudl es su frecuencia fundamental?, ¢y el periodo?

b) En la figura de al lado estan las graficas del polinomio
trigonométrico y de los tres arménicos que lo forman.
— Distingue a cual corresponde cada una.
— ¢Cual es la diferencia grafica mas notoria entre el
polinomio trigonométrico y sus armonicos?
c) Dibuja en un gréfico de barras los coeficientes de cada
armaonico.

I1. Oscilaciones o funciones periddicas: construccion y graficas

1. Informacidn basica

Las funciones trigonométricas y sus combinaciones lineales (los armdnicos y los polinomios
trigonométricos) son los casos mas conocidos de funciones periddicas, pero hay otras formas de onda
periddicas. Comenzamos escribiendo la ya conocida definicion de funcion periédica y luego nos
ocupamos de construir y dibujar algunas funciones periddicas que no son trigonomeétricas.

“Una funcion f es periddica de periodo T si, para cualquier valor de t, verifica: f(t+T)= f(t)”.

Como consecuencia de la definicion, es facil ver que los valores de la funcion se repiten
indefinidamente, puesen t+ 2T, t+3T, t+4T, ..., su valor coincide con f(t).

Las funciones periddicas que se suelen utilizar en la practica se construyen generalmente como
una extension de una dada en un intervalo. Por ejemplo, una onda rectangular es la funcion periédica

1 si-7<t<0
si0<t<rxm

estos valores en intervalos consecutivos de igual longitud. Observa la grafica de esta funcion en la
siguiente figura.

que en el intervalo [—7,7z] toma los valores f(t)= 1_ y que se extiende repitiendo

En esta seccidén nuestra tarea es saber extender periédicamente una funcion y en algunos
casos sencillos conseguir su grafica con ayuda del programa Mathematica.
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2. Ejercicios

Ejercicio 5: Onda en diente de sierra. Se trata de ondas que se construyen a partir de un segmento
inclinado que se repite.
Por ejemplo, el segmento de partida puede ser f(t)=0.5+t cuando t e [—0.5,0.5] , que al extenderlo

periédicamente con periodo T =1, se obtiene la onda en diente de sierra.
Dibuja con papel y lapiz los dientes de sierra del intervalo t [-2.5,2.5].

Ejercicio 6: Una onda sinusoidal rectificada es una funcién seno modificada para que tome el valor
cero en aquellos intervalos en los que el seno es negativo.

3sint, siO<t<rxw

Se puede expresar de diferentes maneras. Una de ellas es f(t) = 0 siz<t<2y &N el intervalo

te[O, 27z], para luego extenderse a izquierda y derecha cada T =2z unidades. Otra, mucho més
concisa, es Max[3Sin[t], 0] Se pide:

a) Dibuja, a mano, cuatro ondas completas de la onda sinusoidal 3sint rectificada, dos a la izquierda
del cero y dos a la derecha. Haz el mismo dibujo usando el programa Mathematica.

b) Averigua una forma de escribir la formula de la sinusoide rectificada que hay en el grafica

siguiente:
7T 3
b 4

t+1, si -1<t<O0
-t+1, siO<t<l

a) Construye, también a mano, desde t=-1 hasta t =7 la extension periodica de la onda basica
dibujada. ;Cuél es el periodo?
b) Observa las ondas triangulares que has obtenido, ¢forman una funcién par?

T
4
Ejercicio 7: Una onda triangular. Dibuja a mano la funcion f(t) ={
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I11. El producto escalar en el espacio vectorial de las funciones
periddicas de periodo 27

1. Informacién basica

B Antecedente: el producto escalar en R"

Recuerda que en el espacio R", de dimension finita, hay definido un producto escalar como
sigue: si u=(u,,U,,Uy,...,u;) Yy Vv=(V,,V,,V,,...,V,) son dos vectores de R", entonces el producto

n
escalar de u y v eselnimeroreal u-v=u\V, +U,V, +UV, +...+UV, = ZUM :
i=1

De este producto escalar se deduce como medir longitudes de vectores, cOmo proyectar
ortogonalmente vectores e incluso como calcular el &ngulo entre dos vectores. Las formulas son estas:

— Lalongitud o norma de u es |u|=~/u-u =\/uf +US 4. Ul = /Zn:uf :
i=1

— Siu-v=0,entonces u y v son ortogonales.

., u-v . . .z
— La proyeccion ortogonal de u sobre v es el vector Proy,u :(j v de la misma direccion que

AR

- . u-v - .
v. El coeficiente de la proyeccion —— se llama coeficiente de Fourier.
V-V

Interesa recordar que el vector del subespacio generado por el sistema ortogonal
{Vi,V,,...,v,} més préximo a u es el vector resultado de proyectar u sobre ese susbespacio, es

. .ouv u-v,
decir, el vector: v Vit v, Vot et

u-v . .
— " v. . Haremos uso de este hecho en las siguientes
171

Vn-Vn n

secciones de este guion.

B Producto escalar de funciones periddicas de periodo 2x

El paso de vectores con un nimero de componentes que se puede contar a espacios vectoriales
de funciones, donde los vectores son funciones y sus componentes, las imagenes, varian en un continuo
obliga a sustituir sumas por integrales.

Vamos a considerar el espacio vectorial PC(27z) de todas las funciones de periodo 27,

continuas en [-z, ] salvo a lo sumo en un ndmero finito de puntos de discontinuidad de salto finito.

Las operaciones del espacio vectorial son la suma de imagenes y el producto por reales que ya
conocemos. Son vectores de este espacio vectorial las funciones cost, sint, y todas las de la forma

cos(nt) y sin(nt) con n=01,2,3,....

El producto escalar de dos funciones f y g de PC(27z) es|f-g :llj[ f(t)g(t)dt|.
V/—
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Al igual que en el caso de R", el producto escalar definido en PC (272') lleva a las siguientes formulas:

— Lalongitud o normade f es||f|=+/f-f =\/1j” [f(®)] dt|
Tl

— Si f-g=0,entonces f y g son ortogonales.

— La proyeccion ortogonal de f sobre g es la funcion ﬂg(t): M

- — 1 9(t)
g-g J_”[g(t)] dt

Afirmamos que, con este producto escalar, las funciones:
{1 cost,sint, cos(2t),sin(2t), ..., cos(nt),sin(nt)}

forman un sistema ortogonal y, ademas, tienen norma uno salvo la primera.
2. Ejercicios

Ejercicio 8: Comprueba con Mathematica que las funciones 1, cost, sint, cos(43t).

a) Son ortogonales entre si.
b) Tienen longitud uno, excepto la funcion constante 1, cuya longitud es

Ejercicio 9: Vamos a trabajar con los armoénicos 50sint y 25$in(3t). Responde a las siguientes
preguntas:

a) ¢Cudl es la norma o longitud de las funciones: 50sint y 255in(3t)?, y ¢su amplitud?

b) ¢Son ortogonales entre si los armonicos 50sint y 255in(3t)?

c) Averigua por qué la longitud de I(t) =50sint+25sin(3t) es | I(t)|=+50% + 25" .
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