PRACTICA 12: APROXIMACIONES DE FOURIER I

|. Funcion periddica de periodo 2.
1. Informacion bésica

En esta seccion manejamos sélo funciones del espacio euclideo PC (27;) , espacio de todas las
funciones de periodo 27 , continuas en (-z,7z) salvo a lo sumo en un nimero finito de puntos de

discontinuidad de salto finito. Y consideramos el sistema ortogonal:
S ={1,cost,sint,cos(2t),sin(2t),...,cos(nt),sin(nt)}.

B Polinomio de Fourier en forma trigonométrica

La funcion f es una funcién periddica del espacio PC(27z) . El polinomio trigonométrico de
orden n que mas se aproxima a f es la suma de las proyecciones de f sobre cada una de las
funciones de ese sistema ortogonal. Este polinomio F,(t) se llama la aproximacion de Fourier de f

de orden n . F,(t) es el polinomio trigonométrico de orden n, suma de arménicos de frecuencias 1,
2,...,n:

armoénico de frecuencia 1 armoénico de frecuencia 2 armoénico de frecuencia n armoénico de frecuencia k

a . . . 8 < .
F (1) :?"+a1cost+blsmt+a2 cos2t+h,sin2t+.....+a cosnt+b, sinnt =?°+ Z[ak coskt+b, sin ktJ =
| k=1

+Z A sin(kt—g, )

k=1 armoénico de frecuencia k

cuyos coeficientes se calculan aplicando la formula de los coeficientes de la proyeccion ortogonal
f- - .
g_g . Resultan las siguientes formulas:

2=~ fn)dt
T -z

a =17 f()costdt, b, =L T fsintat,
T -z T -z
1~ 1~
a,=— | f(t)cos2tdt, b, =— [ f(t)sin2tdt,
T -z T -z
y en general, a,= lf f(t)cosntdt|, b, = iijr f (t)sinntdt|.
T -x T -z
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Una observacién antes de abordar algun ejemplo. Puesto que la obtencion de los coeficientes de las
aproximaciones de Fourier exige el célculo de integrales, recordamos algunas propiedades del calculo
integral de gran utilidad en este contexto:

a) Si f esuna funcién periodica de periodo 27, entonces el valor de su integral es el mismo en

T a+2rw
cualquier intervalo de amplitud 27z: [ f(t)dt= [ f(t)dt.

-

b) Si f esuna funcion par, entonces: T f(t)dt:ZTf(t)dt.
0

—a

c) Si f esunafuncion impar, entonces: ? f(t)dt=0.

2. Ejercicios

Ejercicio 1: Aproximaciones de Fourier de una onda rectangular

Considera la onda rectangular resultado de extender periédicamente f(t) = f :: O_?titffo' Estudia

con detenimiento los siguientes apartados.
1. Dibuja la gréfica de tres ondas.

2. Calcula los coeficientes de Fourier.
— Como la onda rectangular es nula en el intervalo [—72',0], entonces la constante

a, =17 fydt="] dt vale1.
Y/ To

— Por la misma razén, las férmulas de los coeficientes a, y b, se reducen a:

1 7 1 7
afn ] = —j Cos[n*t] dt b[n ] = —J Sin[n*t] d

T Jo , T Jo

Sin[n ] % - —cosin"]
que resultan: nrn : w :
sin nr 0, cuando n es par
= = = 2 -

Observa que a, — 0 yque b, £ cuando nes impar-

Nz

Dibuja en el papel un gréafico de barras de los coeficientes obtenidos.

3. Obtengamos algunos polinomios trigonometricos y dibujémoslos junto a la onda rectangular:
— El polinomio trigonométrico o aproximacion de Fourier de orden uno es

F1[t_] = % +a[l] *Cos[t] +b[1] * Sin[t] 1 2sin[t]

— +
esto es, 2 P
La grafica conjunta de este polinomio trigonométrico junto a la onda rectangular estad a

continuacion:

-7t s 3
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— Averigua cuél es el polinomio trigonométrico de orden tres y el de orden veinte. En la
siguientes figuras estan dibujados cada uno de esos polinomios junto a la onda rectangular en el

intervalo de tiempos t e (-7, 7].
AN .
JT

37

| \ .

-7 T 3

Decide cual es la grafica de cada una de las aproximaciones de Fourier. ;Va mejorando la
aproximacion a la onda rectangular?

Ejercicio 2: Considera la extension periodicade I(t) =t, te (—72',72’] . El resultado son ondas en diente
de sierra.

a) Dibuja tres ondas completas empezando en t = -3~

b) Calcula, con ayuda del programa Mathematica, sus coeficientes de Fourier:

a a-<fimd:; an]=2Ti@cosntdt; bn =< 1@®)sinntdt
T -z T - T -z

b. ¢Por que todos los coeficientes a[n] son nulos?
c. Dibuja en el papel los gréficos de barras de los coeficientes (js6lo hasta n=101).
c) Averigua cuél es la aproximacion de Fourier de orden cinco, F(t), y dibuja conjuntamente
I(t) y F(t) en el dominio te(-x,7].
d) Calcula la aproximacion de Fourier de orden quince: F(t). Dibdjala en el mismo gréafico que
I(t) para te(-z, 7]
e) F;(t) es la proyeccion de I(t) sobre cierto subespacio, ¢cudl es ese subespacio?, ¢qué
dimension tiene?
f) ¢Cuénto valen F(t) y F(t) en el punto de discontinuidad t =z ? Averigua el valor de F, ()
para cualquier n.

Ejercicio 3: Para la onda sinusoidal positiva f (t)=4sint|=4Abs[ Sin[t]] , se pide:
Mathematica

a) Calcula sus coeficientes de Fourier. ¢Por que todos los coeficientes b[n] son nulos?
Dibuja en el papel los gréaficos de barras de los coeficientes (hasta n=10)

b) Calcula las aproximaciones de Fourier de ordenes seis y diez: F(t) y F,(t), y dibuja las tres
funciones conjuntamente en el intervalo [-37,37].
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Ejercicio 4: Considera la onda sinusoidal rectificada: I(t) = max{sint,O} :{gi’nt 2: ()_gtit;fo
a) Dibuja, a mano, dos ondas completas de 1(t) empezandoen t=0.
Dibuja, usando el programa Mathematica, I(t) en el periodo de tiempo de 0 a 12.56 segundos.

Recuerda que en Mathematica, la expresion de esta onda es I (t) = Max[Sin[t] : O] .

b) Calcula la parte constante y los armonicos de frecuencias 1 hasta 6. ;Cuales son la amplitud y
el desfase de cada uno de esos arménicos?

c) Determina el polinomio de Fourier de orden 6 de I(t) y escribelo en la forma:

F(t) :%+ Asin(t—g )+ A sin(2t—g,)+ Asin(3t—g, )+
+A,sin(4t—g,)+ Asin(5t— g, )+ A;sin(6t—g;)

d) Dibuja en la mismo gréafico I(t) y su aproximacion de Fourier de orden 6, F(t), en el periodo
de tiempo de 0 a 12.56 segundos.

I1. Funcién periddica de periodo T

1. Informacidn basica

El trabajo que realizamos en esta seccion es andlogo al realizado en las dos secciones anteriores
sobre funciones periddicas de periodo 2z : primero, definir un producto escalar para las funciones
periddicas de periodo T vy, después, construir las proyecciones o polinomios trigonométricos
adecuados a este caso.

B Producto escalar de funciones periddicas de periodo T

Ahora nos interesa el espacio vectorial PC(T) de todas las funciones de periodo T, continuas
en un intervalo de amplitud el periodo, (a,a+T) , salvo a lo sumo en un nimero finito de puntos de
discontinuidad de salto finito. Son vectores de este espacio vectorial las funciones cos(a)t), sin(a)t),
y todas las de la forma cos(nwt) y sin(nwt) con n=0,1,2,3,..., siempre que la frecuencia angular

sea w =57 De la misma manera que en el caso de las funciones periodicas de periodo 27 , se define

un producto escalar y los conceptos relacionados como sigue:

a+T
— El producto escalar de dos funciones f y g de PC(T)es|f-g =% [ f(t)g(t)dt|
7 a

— Lalongitud o normade f es | f|=4/f-f :\/%f:”[f(t)]2 dt .
2

(2T f()g(t)dt
j T [g®)] dt

— La proyeccion ortogonal de f sobre g es la funcion AR g(t)=
g9-9
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— El sistema de funciones {1, cos(a)t),sin(a)t),cos(Za)t),sin(Za)t),...,cos(na)t),sin(na)t)} es

ortogonal. Ademas, todas tienen norma o longitud uno, salvo la primera ;cual es esa longitud
distinta?

B Aproximacion de Fourier en forma trigonométrica

Supongamos que f esta en el espacio euclideo PC(T) de todas las funciones de periodo T,
continuas en (a,a+T) salvo a lo sumo en un nimero finito de puntos de discontinuidad de salto finito
y consideremos el sistema ortogonal:

{1, cos(at),sin(mt), cos(2wt),sin(2wt), .., cos(nwt),sin(nwt)} .

La aproximacion de Fourier de f de orden n es el siguiente polinomio trigonométrico de orden n:

F ()= —+ a, cos(ot)+b; sin(wt)+a, cos(2wt)+b, sin(2mt)+......+a, cos(nwt)+b, sin(nwt) =
arménico de frecuencia o arménico de frecuencia 2o

armonico de frecuencia nw

k=1
Se trata del polinomio trigonométrico o de la combinacién lineal de armonicos que mas se
aproxima a la onda f . Sus coeficientes se calculan aplicando férmulas analogas al caso de las

periodicas de periodo 27 :

Assin(kot-g,)

arménico de frecuencia ke

:?4-2

k=1

a, cos(kot)+h sin(kat) | =

armonico de frecuencia ke

T el
/f (t)

2 a

- blz

%af £ (t) cos(at) dt,

2 a

L ¢ @sin(at)dt,

7 " £ ) cos2at dt

2 a

y en general,

7 Tt @sinQatydt,

2 a

éaf £ (t) cos(neot) dt

2 a

%af f () sin(nast) dit |,

2 a

2. Ejercicios

Ejercicio 5: Aproximacion de Fourier de una onda en diente de sierra de
periodo T =1.

Consideramos en este ejemplo la onda resultado de extender

periédicamente V (t) =5t para te[O,l); al lado esta la grafica de cuatro

ondas.
El periodo de esta onda es T =1 segundo y, por tanto, su frecuencia

angulares o= 27 _ =2z radianes/segundo.
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a. Averiguamos los coeficientes de Fourier de esta onda: Ejecuta las siguientes drdenes

1 1
a[o]=LJ15tdt a[n ]=—— | 5t«Cos[n*2nxt]dt
1/2 Jg 1/2 Jo
1 1
b[n]=—— 5t*xSin[n*x2 r*x t] dt
1/2 Jo
b. Calcula las aproximaciones de Fourier de 6rdenes 2, 3y 10.
Ayuda: Para conseguir la aproximacion de orden dos escribe la orden

a[0]

2
+Z (a[n] *Cos[n*x2nr*xt] +b[n] *Sin[n*x2 7w+ t])

n=1

F2[t ] =

c. Dibuja conjuntamente la onda en diente de sierra y su aproximacion de Fourier de orden tres en el
intervalo [0,1].

d. Dibuja en el papel los gréficos de barras de los coeficientes hasta el orden 2.
Calcula las amplitudes del primer y del segundo arménico.

Ejercicio 6: Considera la extension periédica de h(t) = max {t,0} = Max[t,0] en el intervalo [-11], es

Mathematica

decir, h(t):{?’ Sisi_()l:ttsglo' Se pide:

a) Dibujaa mano la onda bésica h(t) = ? Sisi_ol<<tt<s10-

b) Calcula los coeficientes y el polinomio de Fourier de orden ocho F(t).

c) Calcula la amplitud y el desfase de cada armdnico. Dibuja en el papel un grafico de barras de
las amplitudes.

d) Dibuja conjuntamente la funcion periddica y su aproximacion F;(t) en un intervalo de longitud
dos veces el periodo.

Ejercicio 7: Considera la funcion 1(t) resultado de extender periédicamente el trozo de I(t) :|t—]4
definido en [0,2].
a) Dibuja a mano la onda basica y extiendela hasta dibujar tres periodos completos.
b) Averigua cudl es su aproximacion de Fourier de orden ocho F,(t) y dibdjala junto a la funcién
periédica I(t) en el intervalo [0,2].
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