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1 Ejemplo resuelto

A continuacion se presenta un ejercicio resuelto para ilustrar cémo funcionan las “nuevas” or-
denes en MATLAB que puedes necesitar para resolver los ejercicios propuestos en la practica.

Sea la forma cuadrética ¢ : R? — IR definida por
q(z1,15) = 3] + 2w115 + 525
La matriz coordenada (respecto de la base candnica) es
31
Diagonalizamos por congruencias la matriz A

>> A=[3 1;1 5];
>> Al=pijt(2,1,-1/3,2)*A*pijt(1,2,-1/3,2)

Al =
3 0
0 14/3
>> P=pijt(1,2,-1/3,2)
P =
1 -1/3
0 1
>> D=P’ *xA*P
3 0
0 14/3

Luego la forma cuadrética ¢ es definida positiva y una base A-conjugada de R*es: {(1,0),(—1/3,1)}
respecto de la cual la matriz coordenada de la forma cuadratica es la matriz diagonal D.

Vamos a representar graficamente la forma cuadratica ¢ e interpretaremos qué significa
que sea definida positiva. Para ello, generamos un m-file, llamado repre_grafica con el
siguiente contenido:

function repre_grafica
hgeneramos la malla de puntos
%en la que evaluaremos la funcion



x=-1:0.02:1;

y=x;
[X,Y]=meshgrid(x,y);
%definimos la funcion
Z=3%xX . 2+2*%xX . xY+5*xY . 2;
%plano z=0
n=size(x,2);
Z0=zeros(n,n) ;

% dibujamos

hold on

mesh(x,y,Z)

mesh (x,y,Z0)

hold off

Nota. X e Y son matrices y cuando ponemos el “.” al operar estamos realizando la operacién
elemento a elemento. Asi, con X.*Y multiplicamos el elemento X(i,j) por el elemento
Y(i,j), y con X. 2 elevamos al cuadrado cada elemento de X.

Si ejecutamos

>> repre_grafica

Luego efectivamente ¢(z,y) > 0 para todo (x,y) # (0,0).

2 Ejercicios propuestos

1. Clasifica las siguientes formas cuadraticas definidas en IR? a partir de su representacién
grafica. En segundo lugar, halla su signatura para comprobar que lo has hecho correc-
tamente.

(a) q( ) = =222 + 2115 + 323

(b) q(xy,22) = 422 + 22125 + 323
) q( ) = 2% + 21179 + 3.

) q(x1, 72)



Observa que en las formas cuadraticas anteriores, el origen (0,0) es un punto critico.
Indica qué tipo de punto es (maximo relativo, minimo relativo, punto silla). (Ver
seccién 3).

2. Sea la forma cuadrética ¢ : R* — R definida por
q(z1, 19, 03, 24) = 327 + 523 + 6x§ + 422 4 22179 — 2093 + 4T374.
(a) Si denotamos por A a la matriz coordenada de g respecto de la base canénica de
IR*, determina una base de vectores de R* A-conjugada.
(b) Comprueba que A es definida positiva.
(c) Halla la factorizacion de Cholesky.

(d) Utiliza la factorizacién anterior para resolver el sistema Az = b conb = (4,5,7,6)".

3. Sea la forma cuadrética ¢ : R* — R definida por
q(z1, To, T3, 74) = 207 + 225 + 223 + 2275 + 23123 + 22174 + 27214 + 27374,

(a) Diagonaliza por congruencias la forma cuadrética g.
(b) Halla, si existe, la factorizaciéon de Cholesky.

(c) Utiliza las factorizaciones anteriores para resolver el sistema Azx = b con b =
(5,5,5,5)".
Nota. Recuerda que con la orden >> B\c MATLAB proporciona la solucién del
sistema lineal Bx = ¢ y que para trasponer una matriz A basta ejecutar >> A’

4. Determina la factorizacién de Cholesky de

(@)
SN O O
S = N
_ o O

3 Extremos relativos de formas cuadraticas

Sean A € M,,(IR) simétrica y la forma cuadratica ¢ : R™ — IR definida por
g(X) = X'AX = ;X’ (24) X.
Se tiene que ¢ € C*(IR") y ademads
Vq(X) =2AX, (gradiente)
H(X)=2A, (hessiana)

Por otra parte es inmediato observar que Xy = (0, ...,0)’ es un punto critico de ¢, ( Vq(Xy) =
(0,...,0) ). Luego, si

e A es definida positiva, entonces X,y es minimo relativo,
o A es definida negativa, entonces X es maximo relativo,

e A es indefinida, entonces X es punto silla.



4 Otros criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Criterio de los menores. Sea A € M,,(IR) simétrica y consideramos los menores

ay; ... Qg
Ak:det , kzl,...,n.

arr ... Qg

1. A es definida positiva si y sélo si A\, > 0 para todo k.
2. A es definida negativa si y sélo si A, > 0 si k es par y A < 0 si k es impar.

3. Si Ay # 0 para todo k y no estamos en ninguna de las situaciones anteriores, entonces
A es indefinida.

Observaciones.

e En 3) el reciproco no es cierto, luego este criterio nos proporciona una condicién sufi-
ciente, no necesaria.

e Este criterio es muy costoso y sélo se emplea para matrices de orden bajo. Ademas no
permite clasificar todos los casos.

Criterio de los valores propios. Sea A € M, (IR) simétrica y Aj,...,\, sus valores
propios (que son todos reales). Entonces:

1. A es definida positiva si y sélo si A\; > 0 para todo .
2. A es definida negativa si y sélo si A\; < 0 para todo i.
3. A es semidefinida positiva si y s6lo si A; > 0 para todo ¢ con algin A\; = 0.
4. A es semidefinida negativa si y sélo si A; < 0 para todo ¢ con algiin A\; = 0.

5. A indefinida si y sélo si A; > 0 para algin ¢ y A\; < 0 para algtn j.



