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1 Concepto y propiedades

1.1 Definicion

Dados V', W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K, se llama apli-
cacion lineal (u homomorfismo de espacios vectoriales) a toda aplicacion
f V. — W que verifica

° Vvl, vy €V f(Ul + UQ) = f(Ul) + f(UQ)
e VAe KYveV f(l) = Af(v))

Notacién: f € Hom(V,W)

1.2 Proposicion
f:V — Weslineal <= Yvi, 1, € V VA, s € K
f()\l.’Ul + )\2.1)2) = )\1.f<'l)1) -+ )\2.f<'l}2)

1.3 Propiedades

f:V — W aplicacién lineal
L. f(0v) = Ow
2. YoeV, f(-v) = —f(v)
3.VS <V f(S) < W

ANT<W F(T) <V



1.4 Recordatorio:

Sean dos conjuntos A y B y una aplicaciéon f: A — B.
Dado un subconjunto B’ C B se llama imagen reciproca de B’ al conjunto:

«—

f(B)={acA|f(a) € B'}

1.5 Definicién
Una aplicacién f: A — B es:

e inyectiva Si:

vFy=[fx)#fly) 6 flx)=fly)=z=y
o suprayectivasi: Yy € Bdx € A3 f(z) =y éImf=DB
e biyectiva si es inyectiva y suprayectiva, es decir:

Vye Bdlre A> f(x) =y

1.6 Definicién

f 'V — W aplicacién lineal se dice:
e monomorfismo si es inyectiva
e epimorfismo si es suprayectiva

e isomorfismo si es biyectiva

1.7 Definicién
f V. — W aplicacién lineal.

e Se llama Nucleo de fal conjunto

Kerf={veV/f(v) = 0w} = T(Ow)

e Se llama Imagen de fal conjunto

Imf={weW/ eV, flv)=w}= f(V)



1.8 Proposicién

f V. — W aplicacién lineal =
o Kerf <V
e Imf < W

1.9 Definicion

f 'V — W aplicacién lineal. Se llama rango de fa la dimensién de I'm f,
esto es,
rang f = dim Im f
1.10 Propiedades
f 'V — W aplicacién lineal
1. f inyectiva <= Ker f = {0y}

2. f inyectiva <= ({a;}, libre en V.= ({f(a;)}I~, libre en W)

1.11 Definicion

V' espacio vectorial de dimensién finita sobre K. Dada una base {a;,---,a,}
de V' se llama sistema coordenado definido en V por la base {a;} al isomor-
fismo

g: V— K"
U= (/\17"'7/\71)

tal que v = > Nia;

1.12 Teorema

Sean V', W e.v. sobre K tales que dimV =n, dimW = m.
Sea f : V — W aplicacion lineal. Entonces

1. {a1,---,a,t basede V= Im f = K <{f(a1), -, f(an)} >

2. fisomorfismo = dimV = dim W



1.13 Teorema

f € Hm(V,W) = dimV = dim Ker f + dimIm f

1.14 Matriz coordenada de una aplicacién lineal

Sean V', W e.v. sobre K de dimension finit, f : V' — W aplicacién lineal,
{ai,-+,a,} base de V' y {by,- -, by} base de W.

a; €V = f(a;)) e W = f(a;) = t1;b1+ -+ tmibm, i=1,---,n = se
puede escribir el sistema en forma matricial

(f(a))" = (b;)" A

siendo
t11 ti2 tin
e D
tml tm2 tmn

la matriz coordenada de f respecto de las bases {a;} y {b;} (las columnas de
A estén formadas por las coordenadas de f(a;) respecto de la base {b;}).

Sea un vector v cualquiera de V.

X = (21, -+, 2,)" coordenadas de v respecto de la base {a;}, luego v =
(ai)t X
Y = (y1,- -+, ym)" coordenadas de f(v) respecto de la base {b;}, luego f(v) =
(b)Y

y como se tiene f(v) = (f(a;))' X = (b;)' AX, de todo esto se deduce
que

Y =AX

ecuacion coordenada de f respecto de las bases {a;} y {b;} por columnas.

1.15 Matrices equivalentes

Sean V', W e.v. sobre K de dimension finita. f : V' — W aplicacién lineal.

{ai}?-y y {a;}-, bases de V/



{b;}7y v {B;}7, bases de W

a € V= q € K <{a, ,a,} > = (y)! = (@;))'P con P €
GL(n)

ﬁj S W:>ﬁ] e K < {bl,"',bm} > — (ﬁ]) = (bj)tQ COHQ c
aL(m),

Para cualquier v de V' denotamos
X = (x1,--,2,)" coordenadas de v respecto de la base {a;}

X = (&1, ++,o,)" coordenadas de v respecto de la base {«;}

Para cualquier w de W denotamos

Y = (y1,--+,Ym)" coordenadas de w respecto de la base {b;}

Y = (1, ,Um)" coordenadas de w respecto de la base {3;}
Se tiene

v =(a;)'X,= (,)! X = (¢;)) PX =

w= ()Y = ()Y = (4)'QY =

Por otra parte, se tiene

Y = AX ecuacién coordenada de f respecto de {a;} y {b;}

Y = B X! ecuacién coordenada de f respecto de {a;} v {3;}.

De las ecuaciones:

Y = AX
Y = BX
X =PrPX
Y = QY

se deduceque AX = QY = QBX yque AX = AP X (para cualquier

X) =
B=Q'AP



1.16 Definicion

A, B € M,wm(K) son matrices equivalentessi 3P, € GL(n), 3P, € GL(m)
tal que B = PlAP2

1.17 Proposiciéon

La relacién R definida por
A,B € Myym(K), ARB <= Ay B son equivalentes

es una relacién de equivalencia.

1.18 Definicion

Sea V' e.v. sobre un cuerpo K. Toda aplicacién lineal f : V — V se llama
endomorfismo.

f € End(V)

1.19 Definicion

Si f : V — V es un endomorfismo biyectivo entonces se denomina auto-
morfismo.

f € Aut(V)

1.20 Definicion

A, B € M,(K) son matrices semejantes si 3P € GL(n) tal que B =
P.AP!

1.21 Propiedades
o (Hom(V,W), 4, -k) es espacio vectorial sobre K.

e (End(V), +, o) es anillo unitario.

o (Aut(V), o) es grupo.



