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1 Matrices sobre IR 6 ¢

1.1 Definicion

Dado un conjunto K (IR 6 €) y dos conjuntos finitos de indices I = {1,---,m} J =
{1,---,n}, se llama matriz de tamario m x n sobre K a la aplicacién

A: IxJ] — K
(i,7) = ay
Si n = m, la matriz A se dice matriz cuadrada y los elementos a;, 1 < ¢ < n son los

elementos diagonales de A.

Notacién:
1. Escribiremos A = (aj)mxn-
2. My xn(K) denota el conjunto de matrices de tamano m x n sobre K.

3. M,(K) es el conjunto de matrices cuadradas de tamafio n sobre K.

1.2 Matrices especiales

Definicién. Se dice matriz fila a toda matriz de tamano 1 x n.

Definicién. Se dice matriz columna a toda matriz de tamano m x 1.
Definicién. A € M, (K) se dice matriz diagonal si a;; = 0, Vi # j.

Definicién. A € M,, ., (K) se dice matriz triangular superior si a;; = 0sii > j.
Definicién. A € M,,.,(K) se dice matriz triangular inferior si a;; = 0, si i < j.
Definicién. A € M, (K) se dice matriz simétrica si a;; = aj;, Vi, j.

Definicién. A € M, (K) se dice matriz antisimétrica si a;; = —aj;, Vi # j.

Definicién. Se llama matriz traspuesta de A € My, (K) a otra matriz B € M,y (K)
tal que b;; = aji, Vi, j. Se denota B = A" o A’

Nota: Si A € M,(K) es simétrica entonces A" = A.



2 Operaciones con matrices

2.1 Suma de matrices

(4) : Mppsn(K) X Mysn(K) — Mysn(K)
(A,B) — A+B

Si A = (a;j) y B = (b;;) entonces A+ B = (a;; + b;j).
Propiedades:

1. La suma de matrices es una operacion interna en M,,x,(K).
2. Asociativa: VA, B,C € M;,xn(K), (A+B)+C=A+ (B+(C).
3. Conmutativa: VA, B € M,,«,(K), A+ B= B+ A.

4. Existencia de elemento neutro: 30 € M,x,(K) tal que A+ O = O+ A = A
VA € Myxn(K).

Nota: O = (0;;) con 0;; = 0, Vi, j, se dice matriz nula.

5. Existencia de elemento opuesto: VA € M,,xn(K) B € M5, (K) tal que A+ B =
B+ A=0.

Nota: B = (b;;) con b;; = —a,j, Vi, j, se dice matriz opuesta.

2.2 Producto por un escalar

(k) : KX Mpsn(K) — Mpun(K)
(A, A) - AA

Si A = (a;j) entonces AA = (Aaj;).
Propiedades:

1. Es una operacion externa.

2. A+ A = M+ pA Y\ p € K, VA € My (K).
3. M(A+ B) = M+ B VX € K, YA, B€ My, (K).
4. MpA) = A\w)A Vi, pu € K, VA € Mpyun(K).

5. 1A = A VA € Myun(K).



2.3 Producto de matrices

() # Mipsen(K) X Mysp(K) - == Moy (K)
(A, B) A-B

Si A = (aij)mxn ¥ B = (bij)nxp entonces C'=A- B = (¢;j)mxp donde
Cij = @by 4 -+ Ginbnj = Y agbyj,
k=1
1<i<m, 1<j<p.

Propiedades:

1. Asociativa: VA € M,xn(K), VB € M,y ,(K), VC € My, (K) se tiene (AB)C =
A(BC).

2. Distributiva: VA, B € My,x,(K) VC € M, x,(K) se tiene (A+ B)C = AC + BC.
3. Distributiva: VA € M,,un(K), VB,C € Myy,(K) se tiene A(B+C) = AB+ AC.

4. Existencia de elemento unidad: 31, € M, (K) tal que Al, = [,A = A, VA €
M, (K).

Nota: I, es la matriz diagonal de orden n con 1’s en la diagonal y se dice matriz
identidad.

Importante: El producto de matrices, en general, no es conmutativo.

Definicién. Sean A € M, (K)y B € M,x,(K). Ay B se dicen divisores de cero si
AB =0 siendo A# Oy B # O.

Definicién. Una matriz A € M, (K) se dice inversible o regular si 3B € M, (K) tal que
AB = BA = I,.

La matriz B se dice inversa de A y se denota por A~!. La matrices no inversibles se dicen
singulares.

2.4 Otras propiedades
o A€ My, (K) (A = A (la trasposicién es involutiva).
(A+ B)! = A"+ B! con A, B € M,,sn(K).
(M) = XAt con A € K, A € M0 (K).
e (AB)" = B'A" con A € Myysn(K), B € My,(K).

Si A € M,(K) posee inversa ésta es Unica.

Si A, B € M,(K) son inversibles, entonces AB es inversible y (AB)™!' = B~tA~1.
e Si A€ M,(K) es inversible, entonces A’ es inversible y (A)~t = (A™1)%

Definicién. Se llama grupo lineal general de orden n y lo denotamos por GL(n), al
conjunto de matrices A € M, (K') regulares.



3 Matrices elementales

Definicién. Dada una matriz A € M,,,(K), se dice operacion elemental sobre las lineas
(filas 6 columnas) de A a una de las siguientes operaciones:

e permutar lineas ¢ y j de A,
e sumar a la linea ¢ la linea j multiplicada por el escalar t,

e multiplicar la linea ¢ por el escalar s # 0.

Definicién. Se llaman matrices elementales a las matrices cuadradas que, multiplicadas
a la izquierda (derecha) de una matriz A actuan realizando operaciones elementales sobre
las filas (columnas) de A y que son de una de las tres formas siguientes:

e Matriz F;; :

0 ... 1 — filas

1 ... 0 «— filaj

— P;;A : permuta la fila ¢ de A por la fila j.

— AP;; : permuta la columna 7 de A por la columna j.

e Pj(t)conte K :

1 ... t Hlugar(i,j)

1

— P,j(t)A: alafila i de A le suma la fila j multiplicada por t.

— AP;j(t): ala columna j le suma la columna ¢ multiplicada por ¢.

e Qi(s)conse K s#0:

0i(s) = s — lugar (i,1)




— Q;(s)A: multiplica la fila i de A por s.

— AQ);(s): multiplica la columna i de A por s.

3.1 Propiedades

Las matrices elementales son inversibles y ademas
o [Py = Py
o [P0 = Py(-t).
o [Qi(s) " = Qi(s™).

4 Rango de una matriz
Definicién. Las matrices Ay B € My, (K) se dicen equivalentes si 3P € M,,(K) y
3Q € M, (K) regulares tal que B = PAQ.

Toda matriz A € M, (K) puede transformarse mediante operaciones elementales en
filas y en columnas en una matriz de la forma

O] O

El nimero de filas (6 columnas)de C, no idénticamente nulas se dice rango de C,., por lo
tanto es r.

Observaciones:
e Todas las matrices equivalentes tienen el mismo rango.
e Las matrices A y C, son equivalentes, por tanto, la matriz A tiene rango r.

e La equivalencia de matrices es una relaciéon de equivalencia, es decir, cumple las
propiedades:
— Reflexiva: VA € M., (K), A es equivalente a A.

— Simétrica: Si A es equivalente a B entonces B es equivalente a A, para A, B €

M sen (K).

— Transitiva: Si A es equivalente a B y B es equivalente a C' entonces A es
equivalente a C, para A, B, C' € Myxn(K).



5 Calculo del rango de una matriz

Definicién. Una matriz A € M,,«,(K) se dice matriz escalonada si
1. el primer elemento de cada fila no nulo es 1,
2. para todo par de filas consecutivas se tiene:

(a) la segunda fila es nula 6

(b) las dos son no nulas y el primer elemento no nulo de la segunda fila esta a la
derecha del primer elemento no nulo de la primera fila.

Para calcular el rango de una matriz A efectuamos operaciones elementales por filas y/o
columnas para hallar otra matriz equivalente a A que sea escalonada. El nimero de filas
(o columnas) no idénticamente nulas es el rango de A.

6 Calculo de la inversa de una matriz
Recordad que, A € M,,(K) es inversible si 3|A~! € M, (K) tal que

ATTA = AAT = 1,

Para calcular A™!, efectuaremos operaciones elementales (sélo sobre filas ¢ sélo sobre
columnas) en la matriz A hasta obtener la matriz identidad, esto es,

(A|I,) — operaciones elementales — (I,,| A™").

7 Determinantes

Definicién. Se llama determinante de una matriz A € M, (K) a una aplicacién de la
forma

det : M,,(K) — K
A — d

que verifique las propiedades siguientes:

1. det(ay,---,a;+a”;,--,a,) = det(ay,---,al, -+ a,) +

det(ab...’a”i’...’an%
2. det(ay, -+, a;, -+, a,) = Adet(ay, -, a;, -, a,),
3. det(ay, -+, ai,---,a5,--+,a,) = 0siaq =a;.
4. det(I,) =



donde q; es la fila (0 columna) i—ésima de la matriz A.
Notacidén. El determinante de A se puede denotar también como |A].

Definicién. El cofactor (i, j) viene dado por
Cl“ = (—1)i+jdet (Al])

donde A;; es la matriz que resulta de suprimir la fila i—ésima y la columna j—ésima de
la matriz A.

Desarrollo de un determinante: El determinante de una matriz cuadrada de orden
n, se puede obtener como suma de los productos de los elementos de una de sus filas (o
de una de sus columnas) por sus correspondientes cofactores, esto es, si desarrollamos por
ejemplo por la fila ¢

det(A) = aﬂC’ﬂ + aiQCZ’Q + ...+ amC'm

7.1 Propiedades

Dada una matriz A € M, (K), se tiene que:
1. Si todos los elementos de una fila (o columna) de A son 0 entonces |A| = 0.
2. Si A tiene una fila (o columna) proporcional a otra entonces |A| = 0.
3. |AB| =|A||B|, A, B € M,(K).

4. Si multiplicamos por A € K todos los elementos de una fila (o columna) de A
entonces el determinante queda multiplicado por A.

5. Si se permutan dos filas (o0 columnas) de A entre si entonces el determinante de A
cambia de signo.

6. Si a una fila (o columna) de A le sumamos otra fila (o columna) multiplicada por
un escalar entonces el determinante no varia.

7. A regular si y sélo si |A| # 0.

8 Sistemas de ecuaciones lineales

Consideramos un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas xy, - - -, x, de la forma
a1y + a1pT2 + - F a1, = b
11 + a2 + -0+ ATy = bm

siendo a;; € K (coeficientes) , b; € K (términos independientes). Si b; = 0 para todo 1,
el sistema se dice homogéneo.



Es sistema podemos expresarlo matricialmente como
AX =D

siendo X = (z1, -+, 2,)" € K™ (vector de incognitas), b = (by,---,by,)" € K™ ( vector
de términos independientes) y A € My, xn(K) (matriz de coeficientes)

a;; Qa2 -+ Aip
A — ag1 Q22 -+ Q2p
m1  Am2 - Gmnp

Se llama matriz ampliada a la matriz

apn Q2 - Qip | by
(Alp) = g1 Qg2 -+ Q2p : 5:2
Ul Ama " Qpn | b
Definicién. Una solucidn del sistema es una n-tupla (Aq, -+, \,,) tal que sustituyendo x;

por \; se verifican las m igualdades del sistema.
e Un sistema de ecuaciones es incompatible si no posee solucién.
e Un sistema de ecuaciones es compatible si posee solucién. Ademas,

— es compatible determinado si posee una Unica solucion y

— es compatible indeterminado si posee una familia de soluciones.

Observaciéon: Todo sistema homogéneo es compatible pues existe, al menos, la solucion
nula.

8.1 Teorema de Rouché-Frobenius

Un sistema AX = b de m ecuaciones lineals con n incognitas y coeficientes en un cuerpo
K es compatible si y sélo si rang A = rang (A|b). Ademés, serda compatible determinado
si y sélo si rang A = rang (A|b) = n.

Propiedades. Dado un sistema AX = b A € M, «,(K) y a partir del teorema de
Rouché-Frobenius, se sigue la siguiente discusion:

e rang A # rang (A|b) = sistema incompatible,
e rang A = rang (A|b) < n = sistema compatible indeterminado.

Definicién. Dos sistemas de ecuaciones lineales (con el mismo niimero de incdgnitas) se
dicen equivalentes si tienen las mismas soluciones.

Definicién. Si P es una matriz regular, entonces el sistema PAX = Pb es equivalente
al sistema AX =b.

Definicién. Un sistema de ecuaciones lineales se dice escalonado si su matriz de coefi-
cientes es escalonada.



9 Resolucion de sistemas lineales

9.1 Meétodo de Cramer

Dado el sistema AX = b, con A regular, b € M,,;(K), su solucién viene dada por

[Ail
Ty = yt=1,--,n
|A]

donde A; es la matriz resultante de sustituir la columna i—ésima de A por el vector b.

9.2 Meétodo de Gauss

Consiste en transformar un sistema AX = b dado, en un sistema equivalente (con las
mismas soluciones) cuya matriz de coeficientes es escalonada, de esta forma la resolucién
es inmediata. Para esto, basta con realizar operaciones elementales sobre las filas de la
matriz ampliada (A[b) del sistema.

Observaciones:

e El método de Gauss puede fallar si alguno de los pivotes del proceso es nulo. En
muchos casos esto puede evitarse permutando filas en ese momento y continuar la
triangulacion.

e El coste computacional del método de Gauss es menor que el coste del método de
Cramer.

10 Factorizacion LU de una matriz

Toda matriz A regular (salvo permutaciones en las filas) puede expresarse en la forma
A = LU donde L es una matriz triangular inferior con 1’s en la diagonal y U una matriz
triangular superior.

Teorema. Sea A = (a;j) € M,,(K) tal que las n submatrices diagonales
aix - G1g
Ay =1+ . |, 1<k<n
g1 - Gk
son inversibles. Entonces, existe un tunica matriz L € M, (K) triangular inferior con

li =1,4i=1,---,ny existe un tnica U € M, (K) matriz triangular superior tal que
A=LU.



10.1 Construcciéon de la factorizacion LU

Supongamos que A verifica las condiciones anteriores y que realizamos operaciones ele-
mentales sobre ella hasta obtener una matriz triangular superior U. Sean Ey,---, E) las

matrices elementales tales que
E,---E1A = U,

entonces

A= (E,---E)'U,

por tanto
L=E™"-E"

Si en el proceso de triangulacion anterior sélo hemos utilizado matrices del tipo P;(t)
con i > j, la matriz L es una matriz triangular inferior con 1's en la diagonal, por ser
producto de matrices triangulares inferiores con 1’s en la diagonal.

Observaciones:

1. La factorizacion LU de una matriz es la interpretaciéon matricial del método de
Gauss.

2. Si A es inversible y al aplicar el método de Gauss es necesario realizar alguna
permutacién de filas (por tener pivote nulo) la matriz no puede factorizarse en la
forma LU. Sin embargo, es posible reordenar las filas de A (encontrar una matriz
de permutacién P) tal que la matriz reordenada (PA) si admita factorizaciéon LU.

10.2 Resolucion de sistemas aplicando la factorizacion LU

Dado un sistema de ecuaciones lineales AX = b, si A es una matriz que admite factor-
izacion LU, el sistema puede expresarse en la forma

LUX =0b.

Por tanto, la resolucion del sistema se reduce a la resolucién de dos sistemas cuyas matrices

de coeficientes son triangulares
LY =b,
UX =Y

(en ese orden).

10



