Tema 1.
Los numeros reales

Una construccion rigurosa y completa del Calculo diferencial e integral
depende de un estudio cuidadoso del sistema de los nimeros reales. En este
tema nuestro objetivo es utilitarista y no nos ocupamos de construir ni de
estudiar con detenimiento los nimeros reales.

Pensamos que el lector ha manejado suficientemente la Aritmética de los
numeros reales y que conoce su representacion en la recta real. Asi, sélo
vamos a recordar la relacion de orden en R, el valor absoluto de un numero
real y la distancia asociada, los diferentes intervalos en R, y, finalmente,
indicaremos algunas ideas sobre los nimeros decimales, que habitualmente
usamos para dar aproximaciones de un nimero real.

1.1. Los distintos conjuntos de nimeros

De ahora en adelante, reservamos la letra R para designar el conjunto de
los nimeros reales. Comenzamos con un resumen de los distintos conjuntos de
numeros contenidos en R.

* Los numeros naturales
El conjunto de los niimeros naturales N={12,3..} es el conjunto

numérico mas sencillo. Son los nimeros que usamos para contar.
| | I I
I 1 | |
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* Los numeros enteros

La necesidad de ampliar el conjunto de los nimeros naturales se puede
expresar en términos de resolucion de ecuaciones. Asi, la ecuacion X+2 =1no
tiene solucion en el «mundo» de los nimeros naturales. Interesa disponer de un
conjunto de nimeros en el que la ecuacion lineal X+a=Db tenga siempre
solucion y sea Unica.
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Este conjunto es el de los numeros enteros Z={...,-2,-1,0,1,23..},

formado por los naturales, sus opuestos y el 0. Es claro que NOZ.

...... -2 -1 0 1 2 3 e

* Los numeros racionales

El conjunto de los nimeros enteros todavia no da solucion a todas las
posibles ecuaciones lineales. Por ejemplo, ningin nimero entero es solucion de
la ecuacidon lineal 2x =1 De nuevo, nos interesa disponer de los nimeros que
sean necesarios para que la ecuacidn lineal mx =n tenga solucion y sea unica.

. , . n
Precisamente los nimeros racionales Q = ﬁ— nlZ, ml Z, , O@ son
m
los que necesitamos. De nuevo, es claro que NOZ1 Q.

La razoén algebraica que hemos indicado como justificacion de la necesidad
de ampliar Z a Q, la leemos ahora en el lenguaje de «medidas de longitudes»:
los nimeros naturales estan muy separados para medir con precision cualquier
longitud posible, ello obliga a considerar particiones de la unidad de medida y
asi llegar a los numeros racionales.
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Es el momento de detenerse para recordar que un numero racional se
puede representar de diferentes formas. Acabamos de escribir un hecho

conocido y que esta ilustrado en el ejemplo siguiente:

3262 =305 noz\{G.
8 16 8n
6

. 3 3n )
Las representacmnes g = =... :8_ se llaman representacmnes
n

fraccionarias, y la fraccion g, cualificada por la propiedad de que el numerador

y el denominador son numeros primos entre si, se€ conoce como
representacion fraccionaria irreducible. Ademas se ha escrito la representacion

0GB75 conocida como representacion decimal; de hecho, el nimero racional

3 . . .
§=0@375 es un numero decimal. Dejamos al lector que piense sobre esta
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pregunta: /el nimero racional 3 es un numero decimal?

* Los numeros reales

Del mismo modo que hemos ido argumentando las sucesivas extensiones

de los conjuntos numéricos, se precisa ahora una ampliacion del conjunto Q

2

para que la ecuacion polindmica de grado dos x“ =a, a=0, tenga solucion.

Por ejemplo, no hay ningun ntimero racional que sea solucion de la

ecuacion x° =2. Este hecho, que ya era conocido por los griegos, tiene una
sencilla interpretacion geométrica: es imposible expresar la longitud de la
diagonal de un cuadrado de lado 1 mediante un nimero racional.

| |
0 1d:\/2 2I 3 e

Finalmente, describimos el conjunto de nimeros reales R como los
nimeros necesarios para medir todas las longitudes posibles, junto con sus
opuestos y el cero. La cadena de contenidos de los conjuntos numéricos queda
finalmente asi: NOZ1 Q@ R.

Dejamos planteada al lector una pregunta: ;hay algin numero real que sea

solucion de la ecuacion polindomica de grado dos x? = —1? Esta cuestion seré el
punto de partida del siguiente tema sobre los numeros complejos.

1.2. La relacion de orden en R

La relaciéon de orden entre dos nimeros reales a y b, escrita a<b, se lee
«a es menor o igual, inferior o anterior a b». O en caso contrario, a=b, se
lee « @ es mayor o igual, superior o posterior a by.

Propiedades: (La relacion de orden < es de orden total)
e Reflexiva: a<a, al R
* Antisimétrica: Si as<b y b<a, entonces a=Db
* Transitiva: Si a<b y b<c, entonces a<c
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* Dicotomia: Dos niimeros reales a y b siempre son comparables, esto es, 0
bien a<b o bien a=b.

El manejo de desigualdades y, por tanto, la resoluciéon de inecuaciones
necesitan de las propiedades y consecuencias que a continuacién enunciamos.

Propiedades: (La relacion de orden < es compatible con las operaciones)
Las letras @, b y ¢ designan niimeros reales cualesquiera.
» Compatible con la suma: Si a<b, entonces a+c<b+c.
* Compatible con el producto:
Si asb y ¢=0, entonces acs<bh.c
Si asb y c¢<0, entonces ac=h.c

Consecuencias:
* Relacion entre opuestos: Si a<b, entonces —-a=-b.

., . . 1
 Relacion entre inversos: Si 0<ac<b, entonces —=
a

[ g [YEN

Ejercicios: Vamos a calcular el conjunto de soluciones de algunas inecuaciones

1. —-1<3x+5<6 La cadena de equivalencias que escribimos a continuacion
son el resultado de aplicar sucesivamente las propiedades de compatibilidad
del orden con la suma, al restar 5 a las desigualdades, y con el producto, al

multiplicar por el nimero positivo %
Asi tenemos: -1<3X+5<6 = -6< X <1l —2<X <%.

: 1
Luego las soluciones son todos los numeros reales entre —2 y 3 ambos

excluidos.
., 10
2. 2x-4<6-TX<X+6 Solucion: @xDR:@ x Sh
1+x . . .
3. Fp= > 0. Para resolver esta inecuacion usamos la regla de los signos y
- X

A+x>0y1-x>0 [ -1<x<1
, . 1+x 0 0
asi decimos ——>0 = [] o] = [ o]
H+x<0yl—x<0 H<<-1yl<x

asi pues, la solucion son los numeros reales entre —1 y 1, ambos excluidos,
esto es, {XDR -k X .’}

b
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4. 1-x*20.
La solucion de esta inecuacion se consigue usando el procedimiento que
acabamos de emplear; si bien es necesario realizar el paso previo de
factorizar el polinomio del primer miembro. Y asi, hay que resolver la
inecuacion (1+X)(1-Xx) = 0.
Lasoluciénes {xOR:- k¥ x }.

1.3. El valor absoluto de un niimero real

Cuando se habla de valor absoluto o modulo de un nimero real, se suele
pensar en borrarle a dicho niimero el signo negativo que pueda tener delante.
Esta idea tan sencilla es la que esta plasmada en la siguiente definicion.

Definicidon: El valor absoluto o modulo de un nimero real a es el nimero
real que se escribe |a| y se define de la forma siguiente

Na, siaz 0
la=0g _
Ta sia<0

En lenguaje geométrico, [ es la distancia del punto a de la recta al origen
O de la misma. Mas aun, |a—b| es la distancia desde a hasta b.

Propiedades: Las letras a y b designan niimeros reales cualesquiera y la letra
I es un nimero real positivo.
* Respecto a las operaciones:
laubf = [albl; la+bf<[al +[b; |al = o] <Ja —b| <[a +[b].
* Respecto a la relacion de orden:
Si |aj<r, entonces -r<a<r.
Si [g=r, entonces obien a=r obien as-r.

Ejercicios: Calculamos en este ejercicio el conjunto de soluciones de cada una
de las siguientes ecuaciones o inecuaciones:

1. [2x+1 =3 Aplicamos la definicion de valor absoluto:
02x+1=3 [Ox=1
g U
2x+1=3<[0 o -0 o

Px+1=-3 H<:—2.

La ecuacion tiene dos soluciones: —2 y 1.
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2. [2x+3<6. Por las propiedades respecto a la relacion de orden:
[2x+3<6 = —6< X+ 3< 6@_79<x<§.
Luego las soluciones de la inecuacion son los nimeros reales entre 4,5 y
1,5, ambos excluidos.

3. ‘ 2 —3‘ <1 De nuevo, por las propiedades respecto a la relacion de orden:
‘ 2 —3{ <le-1<x?-3<le 2<x?< 4o 2</X < 2

Luego las soluciones de la inecuacion son los numeros reales negativos
entre =2 y —2, ambos excluidos, y los nimeros reales positivos entre
N2 y 2, también ambos excluidos.

4. (x-2)% 2 4.
(X—-2<-2 [KX<0
Como (X—2)224=»|X-2|22<=>E o} @Eo , entonces las
Hx-222 Fk=4

soluciones de la inecuacion son los numeros reales del conjunto:
{xOR:x 0 ox 4.

1.4. Intervalos en R

Intervalos acotados en R (o segmentos de la recta): a y b designan
numeros reales tal que as<b.

* El intervalo abierto (a,b) es el conjunto de los nimeros reales que
estan entre a y b, excluyendo estos dos valores ay b. Esto es,
(ab)={xOR:&x x b

. . a+b . . .
Si se quiere destacar el centro Xg = > del intervalo, éste se escribe:

(a,b)=(xo =1, %o +r):{x OR: % Xo< r} ,
siendo r el radio del intervalo, o sea, I = B.
* El intervalo cerrado [a, b] es el conjunto de los nimeros reales que

estan entre a y Db, incluyendo estos dos valores a y b. Esto es,
[ab]={xOR:& x .
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De nuevo, si destacamos el centro Xy y el radio r del intervalo,
escribimos: [a,b| =[XO -I,Xg +r] ={X OR: |X— xO{s r} .

* Los intervalos semiabiertos o semicerrados (a,b] y [a,b) son:
(@bl={x0OR:&x x B y [ab={x0OR:&x x .

Intervalos no acotados en R (o semirrectas): a es un numero real
cualquiera

(—o,a)={x0OR:x &, (-o,a] ={xOR: x &,
(a+o)={xOR: & %, [ +0) ={x[OR:& %,
(=00, +0) =R.

1.5. Aproximacién decimal de un nimero real

Recordemos un ejemplo usado al hablar de las distintas formas de

. . 3
representar un nimero racional. Era el numero racional 3 =0'375 , que ya

dijimos que también es un niimero decimal. Y se hizo6 la pregunta: ;jel numero
racional % es un numero decimal?, que esperamos se haya respondido con un

rotundo NO.

No es ningtn secreto que el proceso de construccion de la representacion

decimal de 3 consiste sencillamente en efectuar el algoritmo de division.

Desde luego, también es posible iniciar la division para el otro niimero racional

3 pero esta division no acaba nunca (entendiendo que acabar una division

significa llegar al resto cero), e incluso se escribe % =0'6666 ...

Ahora bien, hemos oido y usado que el numero racional % admite como
valores aproximados ciertos numeros decimales. Por ejemplo, si paramos la
divisiéon en la tercera cifra decimal, esta claro que 0@66<§ <067, y por
esta razon decimos que «el niimero decimal 0'666 es un valor decimal que se

aproxima por defecto al nimero §» y también decimos «el nimero decimal
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. : , 2
0'667 es un valor decimal que se aproxima por exceso al numero 5».

. . 2 ~ .
Un comentario: La escritura 3 =0'6666.....= nos da pie para recordar

que los niumeros decimales junto con los nimeros racionales que admiten
desarrollos decimales ilimitados periddicos estan en biyeccidon con los nimeros
racionales.

Afortunadamente, cualquier numero real, no sélo los racionales, goza de la

propiedad que hemos ilustrado con el ejemplo % Es decir, todo niumero real

admite aproximaciones decimales por defecto y por exceso. Decimos
«afortunadamente» porque esto ofrece la ventaja de uniformar los célculos,
pues todas las operaciones se efectian como si los datos fuesen enteros. El
inconveniente es que los resultados dejan de ser exactos, pues si queremos usar
una maquina de calculo es forzoso prescindir de las infinitas cifras decimales
desde una de ellas en adelante.

Finalmente, no se puede hablar de aproximaciones sin mencionar el error
cometido. Recordemos las ideas.

Definicién: Si aprox es un valor aproximado del nimero X, entonces se
conoce como error absoluto de la aproximacion X =aprox a la distancia entre
ambos valores, es decir,
Error absoluta= |x —aprox.
Se llama error relativo de la aproximacion X = aprox al error absoluto por
cada unidad, es decir,
Error relativo= ‘—X — a)l(prox

Obviamente, el porcentaje de error es cien veces el error relativo.

Ejercicio: Resolvemos este sencillo ejercicio. Consideremos la aproximacion

decimal %?— 0E333 ;cual es el error absoluto de la aproximacion?

1 0@3%:L =(0@D003 que esta acotado por el
3 3000

El error absoluto es

namero decimal 0'0004
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1 0S333
3 1

~1000

.Y el error relativo? Error relativo= =102, y asi el

wlp

porcentaje de error es 0'1%
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