Tema 4. Sistemas lineales: la eliminacion gaussiana.

En este tema empezamos a ocuparnos del problema lineal cuyo
enunciado matematico es: «dada una matriz A de tamaiio MXN y un vector

de datos bOR™, encontrar las soluciones X OR" de la ecuacion lineal
Ax =Dbx. El lector ya se ha enfrentado a este problema en sus estudios previos
y, en general, se le habra propuesto que en la blisqueda de las soluciones de
Ax=Db utilice el método de eliminacion de Gauss. Dedicamos la primera
seccion de este tema a recordar la mecénica de la eliminacion gaussiana,
que, en pocas palabras, consiste en transformar, mediante las llamadas
operaciones elementales, el sistema lineal dado AX=Db en otro equivalente
triangular o escalonado UX =c.

Una ecuacion se dice lineal si en uno de los miembros de la igualdad
aparece una combinacion lineal de las incognitas y en el otro una constante.
Un sistema lineal es un conjunto de ecuaciones lineales, como por ejemplo

3X+2y+z=39
2x+3y+z=34
X+2y+3z2=26
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En la siguiente definicion pretendemos que el lector compruebe que utiliza
correctamente algunas de las palabras que se usan en el estudio de los sistemas
de ecuaciones lineales.

Definicion: Un sistema lineal de m ecuaciones con n variables (o incognitas)
X35 Xo,- .., X, €s un conjunto de m ecuaciones lineales de la forma:

X HapX, +ota X, =b
AyX, +apX, +...+3 X, =h,

amlxl + amZXZ *e +amnxn =bm
a. Sobre las constantes del sistema: Los nimeros 8y;,&5,...,84,, 8p1y--18005-- -
Q-+ 8y SON los coeficientes del sistema. Los nimeros by, b,,...,b, son
los términos constantes (o términos independientes).
Si todos los términos constantes son cero, el sistema se llama homogéneo.
b. Significado de la palabra solucion: Si los nameros s,S,,...,S, satisfacen las
ecuaciones del sistema, es decir, si al sustituir X, =S, X, =S,, ..., X, = §, s¢€
verifican las igualdades del sistema, entonces se dice que S;,S,,...,S, €s una

solucion (o solucion particular) del sistema. El conjunto de todas las
soluciones de un sistema se llama conjunto solucion o solucion general.

c. Los sistemas pueden tener o no soluciones: Un sistema lineal que tiene
soluciones se dice que es consistente o compatible. En otro caso, se dice
que el sistema es inconsistente o incompatible.

4.1. Interpretacion de los sistemas lineales: por filas y por
columnas. Numero de soluciones de un sistema lineal

Un sistema de ecuaciones lineales puede ser entendido de dos formas
distintas segtn el punto de vista desde el que se observe. Para ilustrar estas dos
. - . . §x+4y:2
visiones utilizamos como ejemplo el sistema .
x+1ly =1
Primera interpretacion: Miramos por separado cada una de las
ecuaciones del sistema, primero 2Xx+4y=2 y después 4x+1ly=1. Cada
ecuacion representa una recta del plano XY y estas rectas se cortan en el
punto solucién del sistema que, en nuestro ejemplo, es (3,—1). Ver la figura 1.

Por tanto, la solucion del sistema es X=3 ¢ y=-1. En resumen, el
sistema tiene una unica solucion, sistema compatible determinado, o bien, las
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dos rectas se cortan en un solo punto.

Y
Y
™ 2x+4y =2 N
X+4y =
\& g 3y &H4y=2 y
X+2y=

FIGURA 1: Un sistema compatible determinado y otro incompatible.

Un sistema lineal puede tener una, infinitas o ninguna solucion.
Modificando una de las ecuaciones del sistema anterior se ilustra
geométricamente las otras posibilidades.

2x+4y=2

X+2y=1
representan a la misma recta, luego el sistema tiene infinitas soluciones (los
infinitos puntos de la recta). Se dice que el sistema es compatible
indeterminado.

El sistema { estd formado por dos ecuaciones lineales que

2x+4y=2

X+2y=0
lineales que representan rectas paralelas. El sistema no tiene solucion, es decir,
el sistema es incompatible.

En cambio, el sistema { esta formado por dos ecuaciones

Segunda interpretacion: Esta interpretacion quizds sea menos conocida,
aunque también es muy importante, y consiste en mirar las columnas del
sistema en lugar de las filas.

Escribimos el sistema original en

notacién vectorial: X%%y%%§§ es

decir, al resolver el sistema se pretende 3%
calcular la combinacion de los dos vectores _%%
del lado izquierdo que sea igual al vector de la 1

derecha.

Geométricamente se puede observar que 1
si al triple (Xx=3) del primer vector se le >

afiade el opuesto del segundo vector FIGURA 2: Un sistema lineal como
(y:—l), el resultado es el vector del combinacion lineal de las columnas de

coeficientes.
segundo miembro, es decir: 3%@‘]%41% %@
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4.2. Calculo de las soluciones de un sistema lineal: El método de
eliminacion gaussiana

La geometria es una ayuda para entender el problema subyacente en un
sistema de ecuaciones lineales, pero el algebra lo resuelve. Necesitamos un
método sistematico para calcular la solucion. La idea es muy sencilla y consiste
en reducir el tamafio del problema de modo progresivo, eliminando una
variable tras otra, hasta que solo quede la ultima incégnita (triangulacion o
escalonamiento del sistema). Una vez determinado el valor de esta ultima
incognita, se va de regreso hacia las incognitas anteriores obteniendo su valor
(sustitucion regresiva). Estamos hablando del algoritmo conocido como
eliminacion gaussiana, de probada eficiencia en la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales.

En primer lugar, es necesario que notemos lo facilmente que se resuelven
los sistemas triangulares o escalonados. Vamos a comprobarlo resolviendo un
par de sistemas lineales ya escalonados, de paso insistimos en las
interpretaciones geométricas antes apuntadas e introducimos el concepto de
variables libres o parametros'y de variables basicas.

B,l +v+w= bl
Ejercicio 1: Resolvemos el sistema triangular superior: U v+w=b, y
w = by,

comprobamos que la solucidon proporciona los coeficientes de la combinacion
lineal de las columnas de la izquierda para producir la columna de la derecha.

Efectivamente este sistema triangular es muy facil de resolver, pues
mediante la sustitucion regresiva (de abajo hacia arriba) se llega a la solucion:

u=b —b,
Mencionemos que este sistema lineal tiene una unica solucion, es decir, es
un sistema compatible determinado.

Ademas, la solucidon conseguida son los coeficientes de la combinacion
lineal de las columnas de coeficientes que da lugar a la columna de los términos

| . _ 00 0 00t
independientes, es decir, (bl - bz)%%' (bz - bg)%@' Q%% D)z E

Ejercicio 2: Calculamos ahora la recta interseccion de los siguientes
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t=0
hiperplanos del espacio cuatridimensional: [ z =0.
B+ y+z+t =1

El sistema que forman los tres hiperplanos es un sistema escalonado y se
resuelve igual de facil que el del ejercicio 1. En efecto, por sustitucion
progresiva, o bien al imponer las dos primeras igualdades en la tercera, nos

t=0
queda: [1 z=0. Expresamos el conjunto soluciéon en funcion de la variable
B(+y:1
kO b0 010

0
libre o parametro X: %E%%—X%ém Se observa, pues, que la interseccion
H o

son los infinitos puntos de una recta.

Si imaginamos que el plano del
papel son puntos del espacio
cuatridimensional con tercera y
z=0
t=0’
entonces la recta solucion se
representa en la figura 3 de al lado.

cuarta componente nulas {

X

FIGURA 3: Representacion de las soluciones del
sistema del ejercicio 2.

La escritura de un sistema lineal se puede abreviar anotando solo sus
coeficientes y los términos constantes. Se disponen estos datos en forma de
cuadro de tal modo que se mantenga el orden de las variables. Asi por ejemplo,

utv+ w=2 h 1 1 : 20
el sistema [L+2v+3w =1 se puede resumir en el cuadro 2 3 : 1 Esta
v+2w =0 1 2: OH

disposicion de los coeficientes y de los términos independientes se llama matriz
aumentada del sistema lineal.

Ahora que ya hemos visto que los sistemas triangulares o escalonados se
resuelven facilmente, la cuestion es ;se puede transformar cualquier sistema
lineal en uno de ese tipo, conservando las mismas soluciones? La respuesta ya
sabemos que es afirmativa y la forma de hacerlo bastante sencilla: eliminar las
variables de las ecuaciones hacia abajo mediante las llamadas operaciones
elementales.
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. , . . X— y= 0 .
Apliquemos el método al sencillo sistema {3x+ 6y =18’ cuya matriz
aumentada es (% -1 12) El niimero 1 de la esquina superior izquierda va a

hacer el papel de pivote, pues un multiplo suyo eliminara la entrada que esta
justo debajo de él; en este caso, basta restar de la segunda ecuacion la primera

multiplicada por tres, para llegar al nuevo sistema X_9§:28 , 0 bien en
. 1 -1: 0
forma de matriz (O 9 - 18)'

Es habitual simplificar la Gltima ecuacion dividiéndola por 9 y asi tener el
x=y=0 s 1-1:0
y=2 o matricialmente (O 1 2). El segundo
pivote ha aparecido ahora; se trata del coeficiente 1 en la segunda ecuacion.

sistema triangular: {

Por altimo, la sustitucion regresiva, de abajo hacia arriba, conduce a la

solucion del sistema: ﬁ/_ 2 X= 2.

Aspectos importantes en el método de Gauss:
1. Ha aparecido la idea de pivote y columnas pivote.

2. La transformacion de un sistema lineal en otro triangular o escalonado
equivalente (con las mismas soluciones) tiene lugar mediante tres tipos de
operaciones a las que llamamos operaciones elementales y que son:

— Intercambiar dos ecuaciones.
— Multiplicar una ecuacioén por una constante no nula.
— Cambiar una ecuacion por la que resulta de restarle un multiplo de otra.

3. La solucioén del sistema triangular o escalonado se obtiene por sustitucion
regresiva.

En los ejemplos siguientes aplicamos la eliminacion gaussiana a sistemas
lineales. En el primero de ellos tratamos s6lo con sistemas cuadrados (el
mismo numero de ecuaciones que de incognitas), dejando para los siguientes los
sistemas de cualquier tamafio.

Vuelve a utilizarse la idea de parametros o variables libres y variables
bésicas, asi como la escritura de un sistema lineal en forma vectorial, que tanto
interés tiene.
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Ejercicio 3: Resolvemos dos sistemas lineales cuadrados

Fu-3v =3
1. Usamos la eliminacion gaussiana para reducir el sistema [l4u-5v+w=7 a
H2u-v-3w=5
una forma triangular, y asi calcular sus soluciones.

El proceso de eliminacién gaussiana y la sustitucién regresiva esta
indicado a continuacién en la forma matricial:

- - 300 GHila2a-2dil fuf|2a - O
;i _g (1) ) ?a]%ma f:;iaﬁf:gsa % i (i iD_}
-1 -3 : 5 2 -3 ZB
_ _ _ 2 -3 0 30
it et 11 g

0 -5 - of
BJ 3
0 (Btiocien), D v=1
w=0

(El simbolo - indica que pasamos de una matriz a otra por medio de las
operaciones elementales indicadas).

Los pivotes del proceso de eliminacion han sido: 2, 1y -5, y el
Fu-3v =3

sistema u-5v+w=7 tiene una Unica solucién, es decir, el sistema es
2u-v-3w =5

compatible determinado y, por ello, la matriz cuadrada de los coeficientes
(p -3 oU

-5 1Use dice que es una matriz regular.
1 -3
2. Estudiamos ahora las soluciones de los siguientes sistemas cuadrados:
H v-w=0 H v-w=1 H v-w=2
Lb-v =0, Lbu-v =1, Lbu-v =2.

Fi  -w=0 Fi -w=1 Bl -w=4

Los tres sistemas lineales tienen los mismos coeficientes, s6lo cambian
los términos constantes. Por tanto, el proceso de eliminacién gaussiana se
ha de aplicar de igual manera en los tres casos. Resolvamoslos, pues,
simultaneamente:
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D 1 -1:01 20 _ b -1 0 : 0 1 2C
Eﬁ 1 0:01 ZEF<mmﬁ~ma€R EE 1 -1: 01 24,
0O -1 :0114 0—1:0145
L -1 0:0 1 20

Dl D1 o 120

1-1:00 2H

(h -1 0:0 1 20

O (Ffafrfi'a 2~ fila §3) % 1—1: o 1 2

0 -1 of

Soélo hay dos pivotes en la eliminacion: 1y 1, que estan colocados en la
primera y segunda columna, son, pues, las columnas pivote. Puesto que solo

b 1 —1D
hay dos pivotes, la matriz cuadrada de los coeficientes -1 od
o ab
singular.
v-w=0 HJ—V =0
— EI sistema homogéneo [uL-v =0 es equivalente a I v-w=0.
-w=0 B 0=0
Tiene, por tanto, infinitas soluciones que expresamos tomando w

wd QG0

como variable libre o parametro, asi Y D:W%D Obsérvese que se han

dejado como variables basicas las correspondientes a las columnas

pivote.
v-w=1 Hi-v =1
— Abhora, el segundo sistema [L-v =1 es equivalente a [J v-w=1,
-~w=1 B 0=-1
que no tiene solucion, es pues un sistema lineal inconsistente o
incompatible.
v-w=2 Hi-v =2
— Y, finalmente, el sistema [L-v =2 es equivalente a [J v-w=2,
-w=4 H 0=0
Tiene, pues, infinitas soluciones que expresadas de nuevo en funcion del
tud a0 Qo

parametro W son: é\bﬁz %ﬁtwﬁﬁ Comparese con la soluciéon del

sistema homogéneo, ;qué se observa?
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Ejercicio 4: Calculamos las soluciones del sistema rectangular
H x+y-2z+4t =5
U2x+2y—-3z+t =3.
FBx+3y-4z-2t =1

Vamos a comprobar que se trata de un sistema compatible con un niimero
infinito de soluciones.

En efecto, aplicamos la eliminacion gaussiana

b 1 -2 4 : 50 (flazeommilate—filazs) L 1 -2 4 50
% 2 -3 1 - 3%](Eﬂﬂ]ﬁﬂﬂjm"al'a”f"a3'a—)> %) o 1 -7 - _7E_>
B 3 -4 -2 : 10 Mm 0 2 -14 : -14Q0
th 1 -2 4 : 50 N
(] Tiaigaia 22 - filagg %) 0o 1 -7 : _7H] pjtucion @ =-9+10t -y
' ==T7+7t
MO0 0 0 : 0O

y observamos que s6lo hay dos pivotes: 1y 1, situados en las posiciones (1,1)
y (2,3), luego las columnas pivote son la primera y la tercera, y por eso
usamos como variables basicas X y z. Las variables libres o parametros son las
otras dos: Yy, t. Asi pues, la solucion general en forma vectorial es:

kO o0 Qod 10
40 Dol Hod Hol . .
C=O0_GrtO-CryO 0% es decir un plano en el espacio R".

{H Hob For Ho

Ejercicio 5: Nos preguntamos si los cinco planos definidos por las ecuaciones
O-x + z2=-2

H 2x- y+ z=1

-3x +2y -2z = -1 pasan por el mismo punto.

0 x- 2y+3z=-2

E 5X+2y+6z=-1

Usamos el método de eliminacion gaussiana para decidir si el sistema tiene
soluciones, es decir, si los cinco planos pasan por algin punto comun.

01 o 1 : -20 - ' ) 01 o 1 : -20
la 22-~(-2)Hila1a _fila 22
52 -1 1 : 1%] = —3m:|:1.aaf:|g @ BO -1 3 : —3%
g3 2 2 1 -1 o 00 2 -5 : 50
1 -2 3 : =2 ﬁwlp—l)[ﬂﬂalﬁaﬂlagﬁ 0 -2 4 : 4
5 2 6 - 1 ila 5.5-(-5)ila1a _ fila 5.2 %O 5 11 - -1
_ _ _ 1 o 1 : =20 01 o0 1 : -20
O Gpff2®aze flagy) Og —3 3 - —30 fiaas(omasefiassg Do -3 3 : —30
O : %ﬂmmﬂmnaammaﬁg 0 ) O
O . _ BE go o0 1: -1 go 0 1 : -1g
Ma42-2(fila 2.2 - fila 4 i )
ila 5.3-(~2)fila 2.2 - fila 5.2 %0 0 -2: 2 %0 00: O
0 0 17 =17 0O 00 : O
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La reduccidén a la forma escalonada ha llevado a un sistema triangular, una vez

x=1
eliminadas las filas nulas, cuya solucion es g‘}/: 0. Por cierto, los pivotes son
=-1

-1, -1y 1.

+y+ zZ=

tiene soluciones no
-y+2z=0

Ejercicio 6: El sistema homogéneo @i

triviales.

En efecto, la matriz de coeficientes del sistema homogéneo se reduce a
forma escalonada en una sola operacion:

ﬁ 1 2 (Ellm]ﬁﬂ]jllalaﬂfllaﬂ % > 1

siendo los pivotes 1 y —2 y las columnas pivote la primera y la segunda.

Tomando, pues, zZ como parametro las infinitas soluciones del sistema
kO [F3/20

homogéneo son: @D‘ ZH1/2 1

kO [+3/20 [+30
Elegimos una de esas soluciones no triviales: %/D- 2l1/2 Bt O y la

HE
zld DlDDZD

usamos para expresar el sistema en forma vectorial: 3%%'— H—Z%E: %H

Pensemos en el efecto que puede producir sobre el sistema el afiadir una
ecuacion. Si, por ejemplo, afiadimos la tercera ecuacion lineal 2x+y =0,
x+y+ z=0
(cuales son las soluciones del sistema lineal [ x-y+2z=0? La respuesta la
Fpx+ y =0
tenemos una vez que hayamos reducido la matriz de coeficientes a una forma
escalonada:

O O fila22-filal2 - fila 22 O 1 10
% _i ;ﬁj %ﬁ%ﬁmh:luf:lgsaﬁ éi _; iﬁ](mﬂ]ﬁﬂﬂﬂmaz'a*ﬁ'a@ -9 lD
10 -1 2 0 g%

Ha resultado ser una matriz regular; y, en consecuencia, el sistema homogéneo
propuesto tiene una Unica solucion, la solucion nula.

(Como puede ser otra tercera ecuacion lineal que al anadirla al sistema

inicial produzca un sistema lineal con infinitas soluciones?: cualquiera que sea
una combinaciéon lineal de las dos dadas. Por ejemplo, el sistema
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x+y+ z=0 +y+z=0
O x-y+2z=0, que es equivalente al sistema 0O-2y+z=0 , tiene infinitas
Bx+ 32=0 B o0=0
3
X0 ELZE
soluciones: @H z0 25 Conviene que el lector las compare con las soluciones

115

del sistema de partida.

Ejercicio 7: Vamos a calcular, usando las leyes de Kirchoff, las intensidades i,
i, e i3 del siguiente circuito:
Leyes de Kirchhoff:
6 ohm Rohm (a) Ley de intensidades: «La suma

Iy \ _;_/\N\/_JZ_ algebraica de todas las corrientes

en cualquier nodo es cero».

12y 4 ohm 2y (b) Ley de voltaje: «La suma
*I3 algebraica de todos los cambios de
, 4 Iy voltaje en cualquier circuito

cerrado es cero».

En este ejemplo, a diferencia de los anteriores, no se dicen explicitamente
las ecuaciones que han de verificar las incdgnitas, luego el problema comienza
en un estado anterior: debemos deducir el modelo lineal, y luego lo resolvemos
como hemos ido haciendo hasta ahora.

Para deducir el modelo de este ejemplo es necesario aplicar las leyes de
Kirchhoff, que estan enunciadas al lado del circuito, y, ademas, la ley de Ohm
que establece: «al pasar una corriente por una resistencia R se produce una
caida de voltaje v proporcional a la intensidad i: v=Ri».

De acuerdo con la primera ley de Kirchhoff, i, =i, +i; para el nodo A (y

lo mismo para el nodo B). Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al circuito de
la izquierda se obtiene 6i, +4i, =12; del mismo modo, el circuito de la derecha

conduce a la ecuacion 8i, —4i; =24. Asi pues, hemos obtenido el sistema lineal:

O, —i, —i3 =0 h -1 -1 : od
[6i, +4i; =12, o matricialmente, % 0 4 : 12@
FBi, —4i, =24 8 -4 : 24
La aplicaci(')n del método de eliminacion de Gauss conduce a la solucion:

'l—@~2 31, —%3:2.77 e i3=—E =-0.46 amperios.
13 13 13
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