Tema 6.
La derivada de las funciones reales de una
variable real

En este tema trataremos el concepto de derivada, que es sin duda uno de
los fundamentales del céalculo. Su estudio y sus aplicaciones son el objeto tanto de
este tema como del siguiente.

6.1. Concepto de derivada

El origen,' o, mejor dicho, los origenes, del concepto de derivada se
encuentran en la necesidad de medir la velocidad instantdnea de variaciéon de una
magnitud fisica respecto al tiempo, en la necesidad de determinar la tangente a
una curva y en la necesidad, de casi todas las ciencias, de indagar sobre los
valores dptimos (méximo y minimo) de una funcion.

Empezamos describiendo el problema de la velocidad instantanea y el de la
tangente a una curva. En ambos llegamos de forma natural al cociente de

. As A , .

incrementos K o Ey’ que, en el limite, cuando At - 0 o cuando Ax - 0, se
!

adopta como revelador de la velocidad instantanea y de la recta tangente,

respectivamente.

La velocidad media y la velocidad instantanea

En el estudio de los cuerpos en movimiento es importante dar una expresion
de la velocidad de un moévil en un instante dado. Supongamos que en ¢ horas un
cuerpo recorre un camino de longitud igual a d, entre los puntos A y B. Se dice
velocidad media del mévil en su trayecto a

d

Vived = 7 .

Es claro que la velocidad media no da informacion sobre la velocidad en un
punto concreto de la trayectoria, pudiendo darse el caso de que el cuerpo
estuviese parado, estuviese retrocediendo el camino o fuese con mas o menos

1 Es muy interesante la lectura del texto «Historia de las Matematicas» de Call B. Boyer,
publicado por la editorial Alianza Universidad en 1968.
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rapidez en ese momento. Para obtener esa informacion necesitaremos estudiar el
movil en cada instante.

A
t=t,
FIGURA 1: Si la longitud de la curva y es d y P recorre y
en el tiempo T=¢, —¢,, entonces la velocidad media es

v=dfi-1 .
10
Si deseamos obtener la velocidad en un instante ¢, concreto, necesitaremos

informacion sobre el movil en los momentos proximos a f,. Supongamos que P

recorre un camino rectilineo, que su posicion en cada tiempo ¢ es conocida y
viene dada por s(%).

t=t, 1=t 1=t

La velocidad instantdnea de P en ¢, que escribimos v(%,) , se define como el
limite de las velocidades medias en intervalos de tiempo Af, siempre que este
limite exista. Es decir, si s(¢,) y s(f, + Af) son, respectivamente, las posiciones
dePen ¢,y ¢, +A¢, entonces la velocidad media de P desde el instante ¢, hasta
s(ty + Ar) —s(ty)

At

t, + At es y, por lo tanto, la velocidad instantanea sera:

+ J—
W(ty) = lim sy AAti $(to)
‘-

Ejemplo: La posiciéon de un punto P que se mueve sobre una recta esta dada por
s(t) = 3t* =2t metros en ¢ minutos. Determina la velocidad en el instante 7 =0 y

en ¢t =1. ;En qué intervalo de tiempos P se aleja del origen? ;En qué intervalo P
se acerca al origen? ;En qué instantes la velocidad de P es nula?
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s(t+At) —s(t)

Considerando la definicion en ¢, v(¢) = Alim0 se tiene
[ —
B+ n7-2(e+ Ar)| -|32-2 . [Beae + A7) - 20
V(”:A’f’i’o[( —% 1 LL”%[( TR

=lim3(2t+Mf)-2=61-2. Asi, v(0)=-2 y v(1)=4. Ademés, el punto se
At -0
alejara del origen entre 1 =0 y ¢=1/3 con velocidad negativa, es decir, en

sentido del eje negativo. Se acercard si 1/3<¢<2/3y se volvera a alejar cuando

2/3<t, en ambos casos con velocidad positiva o, lo que es igual, en el sentido
del eje positivo. Obviamente, la velocidad serd nulaen ¢ =1/3, ver figs. 2 y 3.

s(f)

v<0
[:ig <4+ =0
0 13

=13 —p 1=2/3 —> 1>2/3 0 3 t

v >0 v>0

FIGURA 2: Representacion del movimiento de un FIGURA 3: Representacion de la funcion espacio

cuerpo sobre un camino rectilineo. El signo de la recorrido por un cuerpo en cada instante de

derivada indica el sentido del movimiento. tiempo. El signo de s(t) indica la posicién
respecto del origen

Ejercicio: Si la posicion de un movil sobre el eje es s(¢) = t* =1 cm a los ¢
segundos. Determina la velocidad en el instante ¢ cualquiera.

La pendiente de la secante y de la tangente a una curva

Dada una funciéon y =f(x) con f: 1 R, Iintervalo abierto en R, se dice
que existe recta tangente a la grafica de f'en un punto (a, fla)) si existe el limite

i L@+ 80~ f(a)
Ax -0 Nx

f(a+A4x) - f(a)
Ax

recta secante, la que pasa por los puntos (a, fla)) y (a+Ax, flatAx)); se define la

recta tangente como el limite de rectas secantes cuando (a+lx, flatAx)) se

aproxima a (a, f(a)), es decir, cuando Ax+> 0 (ver fig. 4). Asi, siempre que exista

fla+Ax) - f(a)
Ax

Geométricamente, el valor corresponde a la pendiente de una

es la pendiente de la recta tangente.

el limite m = lim
Av—0
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fla+dx)
fa+Ax)-fla)
AN

fa)

a at+Ax

FIGURA 4: La recta tangente es, si existe, el limite de rectas
secantes.

Ejemplo: Calcular la recta tangente a la grafica de y =x” en ( a, a°).

La ecuacion de una recta que pasa por el punto (x,,y,) y de pendiente m es
Y=y, =m(x—x,). Simplemente, debemos determinar la pendiente, es decir,
calcular el limite anterior.
fla+bx)-f(a)  (a+Dx) —a>  a® +Dx" +2abx—a®  DAx* +2alx

Ax - Ax - Ax . Ax
Arft+20) @B D iy (Ax +2a)=2a.
Ax Ax Ax-0
La recta tangente serd y —a’ = 2a(x - a) > =y =2ax—a’.

=Ax+2a.Asi,m= lim A
Av—0

Ejercicio: Obtener la pendiente de la recta tangente a la grafica de y = —x* + 6x
en (4, y(4)).

Puede ocurrir que el limite que define m no exista en un punto P. Si los
limites laterales coinciden pero son infinitos (o), nos indicaran que tan(6) = oo,
entonces &= T2 o 3712, respectivamente, es decir, la recta tangente existe pero es
vertical (fig. 5). Si, por el contrario, no coinciden los limites laterales, entonces el

limite no existe ni la recta tangente en P. Este caso corresponde geométricamente
con la existencia de un «pico» en la grafica de fen P (ver fig. 6).
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y =1t
v =/

FIGURA 5: Tangente vertical en (0,0). FIGURA 6: No existe recta tangente en (0,0).

La derivada de una funcion f(x)

Pensamos que ahora ya estamos preparados para aceptar sin prevencion la
definicidon de funcidén derivable en un punto interior del dominio. De su lectura
debe deducirse que contiene como casos particulares la idea de velocidad
instantanea ¢, la de la pendiente de una curva.

Consideraremos que y = f(x) es una funcion real definida en un intervalo
abierto L.

Definicion: La derivada respecto de x de y = f(x) en x,viene dada por

Fiy= i L8O~ )

Ax
siempre que este limite exista.

Notacion: Si se presenta la funcion como y = f(x), se puede utilizar
indistintamente las notaciones

' d . d

e =L ) =y = Ly,
dx dx

pero si se da como f(x) se utilizan las dos primeras.

Definicién: La funcién y = f(x) es derivable en 1si es derivable en todo punto
del.

Si y = f(x) es derivable en I, podemos definir una nueva funcién que nos

proporcione la derivada de y en x. Esta funcion se llama funcion derivada de f o
simplemente derivada de fen 1y la denotaremos por

N _dy
f(x)—a(x)—y —E .
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Notamos que el dominio de definicion de f' esta formado por los puntos en

los que fposee derivada, por lo que estara contenido en 1. El valor de la funcion
derivada en un punto a nos daré la pendiente de la recta tangente a la grafica de f
en a.

f'(a)=% =@

xX=a

La derivada no estard definida en puntos del dominio de y = f(x) en los
que:
- ¥ = f(x) no sea continua.

— la grafica de f tenga un «pico» en ese punto.
— la grafica de f tenga en ese punto una tangente vertical.

Es el momento de calcular la derivada de algunas funciones sencillas
mediante la definicion, es decir, calculando el limite del cociente de incrementos.
Asi, por ejemplo, calculamos la derivada de la funcién constante y =C, de la

funcion logaritmo neperianoy =Inx y de las funciones trigonométricas

y=senx, y =cosx.

Vamos a calcular las derivadas de algunas funciones mas conocidas:

e y=Ciy=lim EC=mo=0.

M0 NAx Ax -0

e  y=Inx: Utilizamos las propiedades del logaritmo, entre ellas la continuidad;

asi, y'= lim —ln(x+Ax)—lnx = lim —ln((x+Ax)/x) = lim 1n((x +Ax)/x)i =
Av—0 Ax Av—0 Ax Av—0
L 1l X \x |
=In zim[1+ﬁ}“ =In lim[l+£}bﬂ =In lim{l+£}m —lner =+
Ax -0 X Ax 0 X Ax -0 X X

. sen(x+Ax)—senx . senxcosAx + cos xsen Ax —sen x
(senx) = lim = lim =

Ax -0 Nx Dx -0 Nx
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:lim(senx(cosAx—l)+Cosxsenij‘ En el tema 5 se menciond que
Ax -0

Ax Ax
lim M =0 y lim% =1 entonces el limite de cada sumando existe

Ax -0 Nx Ax -0

por lo que (sen x)' =senx lim M +cosx lim >
Av-0 Ax M0 Ax

=COoSx .

*  y=cosx:
cos(x+Ax)—cosx _ 5 cosxcosAx —sen xsen Ax —cosx _
Ax Ax -0 Ax
= lim (cosx(cosAx —1) _senxsenAx
Ax -0

I
(cosx) = lim
Ar—0

Ax Ax

. . " , (cosAx - 1) . sen
ejemplo anterior (cosx) =cosx lim ~———L —senx lim
Ax—-0 JANY -0 Ay

j, por el mismo razonamiento que en el

=—senx.

Ejercicio: Calcular f'(x) si fix) = x + l/x- Determinar la pendiente de la
tangente en x = 1.

x+Ax + L - x+l Ax+( L —l
x+MAx x) _ i x+MAx x _

Ax ST

=i M = li 1 —L =[i 1 —; =1 —L
Alil?o(l ¥ Ax(x + Ax)xJ A)T?o( Ax(x + Ax)x a0 (o + Ax)x X’
Luego f'(1)=0.

1o i,

El siguiente resultado dice «toda funcion derivable es continuay». Parece
evidente que la derivabilidad suponga un progreso sobre la continuidad si
tenemos presente el significado de ambas ideas en terminos de incrementos.
Recordémoslas una vez mas: la continuidad significa que Af — 0 cuando

Ax - 0, y la derivabilidad va mas alla y compara como tienden a cero ambos

. o .
incrementos, — — X).
A /(%)

El enunciado preciso de la propiedad es:
Propiedad: Siuna funcion fes derivable en a1, entonces f'es continua en a.

En efecto, basta expresar f{x) de la siguiente manera:

£ = f(a) +Lj:(“)(x —a),

x -
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y considerar algunas propiedades de los limites junto con la hipétesis de que f'es
derivable en a. 4si, lim f(x)=1lim f(a)+ limM(x —a)= f(a)+
X-a x-a X-a xXxX—a

+ f'(a)Uim(x —a) = f(a). Por lo tanto, f'es continua en a.

La propiedad reciproca no es cierta, es decir, existen funciones continuas que
no son derivables. Para probar este hecho daremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo: La funcion f(x) = |x| es continua en x=0 y no es derivable.

Estudiamos el limite de la definicion de derivada de f en 0 mediante los limites

.. .|x .X
laterales y obtenemos que son distintos, ya que [im U =lim—=1y
x-0" x -0t Xx
. |x| . =X . . p- .
lim -— = lim — = -1 por lo tanto, concluimos que dicho limite no existe.
x-0" X x-0" X
y=1x
,,,,,,,,,,,, 0
-1 1

FIGURA 7: Funcion y = |x| .

6.2. Reglas elementales del calculo de derivadas

Ya conocemos el concepto de derivada e incluso hemos calculado algunas,
pero la tarea de calcular una derivada usando su definicion no es facil, ya que
depende de saber hallar un limite. Ciertamente, en algunas ocasiones,
afortunadamente muy pocas, no tenemos otra opcion que calcular el limite del
cociente de incrementos. Pero la vida es mas facil y el calculo de las derivadas de
las funciones que habitualmente manejamos es sencillo, una vez que hayamos
recordado unas cuantas propiedades que nos proporcionan reglas para derivar.
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Regla de la suma. Linealidad de la derivacion

Propiedad: Dadas f{x) y g(x) dos funciones derivables en xUI, I intervalo abierto,
se tiene :

—j [ +e@]=r@+g'w.
X
[(r+g)x + )] = [(F+g))]

En efecto, ( f+ g) (x)= Alxuz10

Ax
_ i D) + getbo] [ feorre(o] _ S - ) L gl —gly)
Ax-0 Ax Ax -0 Ax Ar 0 Ax
= 10+ g'().

Propiedad: Dada f{x) una funcion derivable en x[JI, I intervalo abiertoy A IR,
se tiene:

LOTN=AT()

En efecto, (A f)’ (x) :Alfino (/] f)(X+AXA)x_ (A f)(X) = AQ’Z%W = A x).

Con estas dos propiedades se deduce de forma inmediata la linealidad de la
derivacion.

Propiedad: Linealidad de la derivacion. Dadas f(x) y g(x) dos funciones
derivables en x[JI, I intervalo abierto y A, SR, se tiene :

L0 + Ao =400+ B (),

Estos resultados siguen siendo validos para un numero finito de sumandos.

Regla del producto

Propiedad: Dadas f{x) y g(x) dos funciones derivables en x[I, I intervalo
abierto, se tiene:

L frige] = r1vgew + g o0

En efecto,
() () = tim VBV + 80 = ([@)0) _ |, fior +Ax)gor +A%) = fir)g ()
Ax-0 Nx Ax -0 Nx
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_ i LA Lo +AY) = fx) La(x +Ax) + fix) Ly (x +Ax) = flx) Ce(x) _

Ax -0 AX
= lim [/t +%) = fio0)] T +x) fim ) Ogtx +Ax) - g(x)] _
A0 Ax Av-0 Ax

= fim SEEEVZI gy + i fim EEEEVZE = g+ g ),

Este resultado se puede generalizar de forma inmediata a un nimero finito de
factores.

Regla de la funcién reciproca: 1/ f. Regla del cociente

Propiedad: Dada f(x) una funcidn derivable en x[I, I intervalo abierto y tal que

f'(x) #0 ,se tiene:
i(i}(x) __f®

dx\ f fx)?*
En efecto,
L gt
(LJ 0= lim A f) e St f)
A 8- Ax Av-0 Ax

. f(x)-f(x+AX):Zim(f(x)-f(HAX) ! J:_f’(x)
a0 firt A ool a0l A ferf0fm)) T

Utilizando las dos propiedades anteriores se deduce directamente la regla
para el cociente de dos funciones.

Propiedad: Dadas f{x) y g(x) dos funciones derivables en x[I, I intervalo abierto,
si g(x)+0, se tiene:

i{ f(x)} _ SR - ) )
dx | g(x) g(x)?

Ejercicio: Demostrar la regla del cociente.

Regla de la potencia

Propiedad: Sea f{x)=x", funcion derivable en x[JI, I intervalo abierto y n[IN, se
tiene :

M. Dolores Leris
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Se puede comprobar por induccidon considerando la regla del producto y que
y'=1 si y=x, o también, se puede demostrar utilizando el desarrollo de

2 ey,
Newton” en la definicion

" (x+MA)" —x"
(x") = llm—( ) =
Ax -0 Nx
n n-1 n n=2 2 n n-1 n n
x" T Ax + x" AT+t xAx" + Ax
. 1 2 n-—1 n
= lim =
Ax -0 Nx

- n n-1 n n-2 n n-2 n n-1 n-1
= lim x" + x" A+ + xAx" " + Ax =nx" .
Aol (1 2 n-1 n

Ejemplo: Hallamos la derivada de y = (2x2 + x) UOnx.
y'= (2)62 + x)' Onx + (2x2 + x)[(lnx)' = (4x + 1) Onx + (2x2 + x)EIl— =
x

=(4x+1)Inx+(2x+1).

Ejemplo: Si el nimero de factores es mayor, se procede de igual forma; por
ejemplo, la derivada de y = (4x + 1) [ﬁZx2 - x) [ﬁ)f —8x) enxes:

' = s or® o] e s faxor -] -84) -
= [(4X+1)' Eﬁsz —x)+ (4x+1) [ﬁ2x2 —x) } [tk3 —8x)+ (4x + 1)(2x2 - x) [{3);2 - 8)=
= (4(2x2 —x) + (4x+1)(4x—1)) [6(3 —Sx)+ (8;53 -2x2 - x) [(3x2 — g) =

=48x°-10x* —260x> +32x2 +16x.

Ejemplo: Veamos una aplicacion de la regla del cociente. La derivada de la
: 6(x2 +4)-6x[2x _ 6(4—x2)

T o

3x* -1
2% +5x2 47

funcion y =—

Ejercicio: Derivar la funcion y =

2 ver anexo A.

M. Dolores Leris
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6.3. Regla de la cadena o regla para derivar una funcion
compuesta
Continuando con la linea del apartado anterior, es fundamental conseguir el

método mecanico para derivar una funcion compuesta, método conocido como
regla de la cadena, que se ha de saber manejar sin vacilacion.

La regla de la cadena

El enunciado sobre la derivada de una funcion resultado de componer otras
funciones derivables es:

Teorema (regla de la cadena): Dada f definida en el intervalo abierto I y g
definida en f{(I). Si f'es derivable en x[JI y g es derivable en u=f(x). Entonces
go f esderivableenxy

d ' '
oo =g () E'w.
Daremos a continuaciéon una demostracion simplificada de este teorema. En
ella supondremos que Af = f(x +Ax) — f(x) # 0 siempre que Ax # 0. Probamos
la derivabilidad de go f:1 —» R en x mediante la definicién.
(go f) = tim &SN+ 8= (g0 ) _ ) o/ An)) - g(f()
Ax 0 Ax Ax -0 Ax

podemos dividir y multiplicar por Af # 0; ademas, como f es derivable en x, se

b

tiene que f es continua en x, por lo que f(x+Ax) - f(x)cuando Ax — 0 y por
hipotesis g es derivable en f{x) se tiene

(¢ ) =pimf LS D=0 St 82T ),

Ejemplo: Sean y=Inu y u =senx, calculamos dy/dx. Podemos hacerlo de

distintas formas, sustituyendo en y u por senx y derivando después, o bien
aplicando la regla de la cadena. Por este ultimo método obtenemos

L =ﬂ(u(x))[-§—u(x) = ! cos x . Basta sustituir senx por u para obtener el
X

dx du u(x)
resultado buscado, Q = SOSX .
dx senx

Aplicaciones: Una de las principales aplicaciones de la regla de la cadena es la
generalizacion de las reglas de derivacion anteriores. Veamos algunos ejemplos.

M. Dolores Leris
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U

o () =) .

Ulamamos y=/(x) ¥ g()=y", entonces “—(g= /o= ¢ (o) =
=/ ()™ ().
« sen(f(x)) =cos(/(x)) " x).

En este caso aplicamos la regla de la cadena con g(y) =sen y .

Ejemplo: Calcular la derivada de y = 1n(cos4 (7x +6x - 1)).
, _4cos’ (Tx +6x-1) [(— sen(7x> + 6x — 1))[{21x2 + 6)
& cos* (7x° +6x —1)
4 Gen(7x> +6x —1) [(le2 + 6)
a cos(7x> +6x —1)

= —4(21x2 + 6)tam(7x3 +6x = 1).

2 2 2
- +
Ejercicios: Calcular la derivadade y = al > ! yde y= M.
x°+1 (1 - sen(t))

Derivada de las funciones implicitas

Una curva en el plano se puede representar bien explicitamente por una
funcion, y = f(x) o bien implicitamente por una ligadura entre las variables x ¢ ,
F(x,y)=0; sin embargo, no todas las relaciones de este tipo nos determinan una
funcién y = f(x). Las condiciones que se deben cumplir para que esto ocurra, es
decir, la ecuacion F(x,y) =0 nos determine y como funcion de x de forma unica,
nos las proporciona el feorema de la funcion implicita.

El interés de las expresiones del tipo F(x,y)=0 radica en que son las
formas que habitualmente maneja la Fisica y la Técnica para describir la relacion
entre sus variables.

En lo que sigue supondremos que F(x,y) =0 define una funcion derivable,
y=f(x), talque F(x,f(x))=0 para todo x del dominio de /. La derivada de f

se calcula por el método de derivacion implicita, que consiste en derivar en
F(x, f(x)) =0 respecto de x, usando la regla de la cadena.

M. Dolores Leris
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Ejemplo: La ecuacion y* —xy® +x’y—16 =0 define implicitamente a y como

funcion derivable en x, y = f(x). Calculamos y' = f'(x) para ello sustituimos

f(x) vy derivamos la  ecuacion  f(x)* —xf(x)® +x’ f(x)-16 =0,

41 () £1(0) =f (x)=3xf ()2 (x) +3x> £(x) + 2 f(x) =0, despejando  f'(x),
S ()’ =37 f(x)

4/ () =3 () +x*

se obtiene f'(x) =

Derivada de las funciones inversas

Teorema (Derivada de la funcién inversa): Sea f definida en el intervalo
abierto I tal que f'es derivable en x, Ol con f'(x,)#0 y posee funcion inversa
gcontinua en y, = f(x,). Entonces g es derivable en y, tal que
b
f'(x0)

Geométricamente, podemos comprobar este resultado. Si representamos la
graficade y = f(x) y de x = g(») con la variable libre en el eje de abscisas y los

valores de las funciones en el eje de ordenadas (fig. 8), las rectas tangentes a las
curvas correspondientes en los puntos (x,f(x)) y (v,g(y)) tendran una

pendiente igual a tga y tgf3, respectivamente. Por la simetria de ambas graficas

dg _
dy (J’o) =

podemos deducir que a+8=n/2, 0, lo que es igual, fga = L

g8

gy)

f(x)

PR
s
/
7|
%
/
5
D
O

FIGURA 8: Graficas de funciones inversas.
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La ecuacién y = f(x) se puede ver como una relacion entre las variables x, y
de la forma F(x,y)=0. De igual forma su grafica se interpreta como la curva
asociada a F(x,y)=0.Si f(x) posee inversa, es claro que esta relacion define

implicitamente a x como funcion de y, siendo esta funcién la inversa de f,
x =g(y). Ambas funciones tienen a la misma curva por grafica, aunque la

segunda tiene representada la variable libre en el eje de ordenadas (fig. 9). La
recta tangente en (x, f(x))tendra una pendiente igual a 7ga . Esa misma recta,

como recta tangente en (y,g(y)), tiene una pendiente igual a tgf3. Es facil ver

. 1
que a+f=n/2, es decir, tga = —

gB’

y=/x)

x=g)

FIGURA 9: Curva asociadaa F(x,y) =0.
Ejemplo: Calculamos la derivada de la funcion y = e" utilizando la derivada de la
o coa_ 1
funcion inversa x =Iny . Asi, y)=—=—F =y =e".

Ejemplo: Hallamos la derivada de las funciones trigonométricas inversas,
arcsen x, arccosx y arctanx, utilizando la derivacion de la funcion inversa

A | 1 1
e y=arcsenx =>x=seny.Asl, y =—= = = .
(sen y) cosy 1-x?

T

=

1 -1 -1

(cosy)’ ~seny 1-x*

, 1
* y=arccosx >x=cosy.Asi, y'=—=
x

M. Dolores Leris
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e y=arctanx >x=tany. Asi, )’

Tabla de derivadas

1 1

1

(tgy)’ :1+Zg2y :1+x

> -

En la siguiente tabla mostramos un resumen de las derivadas de las
principales funciones elementales:

f) [ f f®
C (cte.) 0 x? x>0,a0R aE!
Inx 1 g, x 1

x xlna
e* e’ a* (@>0,azl) a‘lga
sen x cos X cscx — cotan x
sen x
cos x —sen x secx tan x
Cos X
tan x 1+tan? x cotan x -1
sen’ x
arcsen x 1 arccos x -1
1-x? 1-x?
arctan x 1 arccotanx -1
1+x? 1+x?
sh x chx th x 1
ch? x
chx sh x cthx -1
sh®x
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