Tema 11. Matrices

11.1. Matrices. Operaciones con matrices

Introducimos las matrices y las operaciones con matrices como medio
para representar de forma mas concisa los sistemas lineales y las operaciones
que los simplifican (técnica de eliminacion gaussiana). Asi pues, tanto la
escritura matricial como las operaciones con matrices se justificaran mediante
los sistemas de ecuaciones lineales.

Matrices y operaciones vectoriales

Definicion: Una matriz es un cuadro de numeros, reales o complejos,
dispuestos en m filas y n columnas.

Las matrices se suelen escribir con letras mayusculas A, B, etc. Los
elementos que forman la matriz se designan con esa misma letra, en minuscula,
afectada de dos subindices; por ejemplo a,; significa que nos estamos
refiriendo a la entrada o niumero del cuadro que esta situado en la segunda fila y

U2 1 10
primera columna. Asi por ejemplo, para la matriz A=Ha4 1 08 tenemos

H2 2 1

ay =4.

Las matrices se clasifican segun su forma en:

— Matrices cuadradas: si el nimero de filas es igual que el nimero de
columnas. En lugar de decir que la matriz cuadrada es de dimensiones nxn,
se suele indicar que su orden es n.

— Matrices rectangulares: si el nimero m de filas es diferente del numero n
de columnas.

Las operaciones basicas con matrices son la suma de dos matrices y la
multiplicacion de una matriz por un escalar. Ambas se hacen exactamente de la
misma manera que con los vectores, componente a componente.

Asi pues, la suma de dos matrices (de las mismas dimensiones) es otra
matriz cuyas entradas son el resultado de sumar las entradas que ocupan su
mismo lugar en cada una de las matrices sumando. De igual modo, al
multiplicar una matriz por un escalar se obtiene otra matriz cuyas entradas son
el resultado de multiplicar las de la matriz original por dicho escalar. Veamos
un ejemplo:
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Estas dos operaciones gozan de las mismas propiedades que las
correspondientes de los vectores geométricos.

Producto de matriz por vector: escritura matricial de un
sistema lineal

H2u+ viw=1
Usamos como ejemplo de referencia el sistema [J4u+ v = =-2, en el
Bau+2v+w= 7

cual aparecen tres tipos diferentes de elementos:
tu O
— Las incdgnitas o vector de incognitas: X = ﬁv/\’ﬁ

U 1D
— Los términos independientes de las ecuaciones: b= o0

H7H

— Un conjunto de nueve coeficientes numéricos en el lado izquierdo de las
ecuaciones, que se disponen en un cuadro de tres filas por tres columnas,
DZ 1 1D
una matriz 3% 3, llamada matriz de los coeficientes: A= s 1 ol

B—ZZlB

2u+ v+w=1

El sistema [J4u+ v  =-2 se escribe en forma matricial como Ax=Db,
@Zu +2v+w = 7
DZ 1 1E[|:U Ood

es decir, g 10 D‘D-ZD Solo es necesario que comentemos el lado
H—Z 2 1%5 H?

| — %,_J
A X

izquierdo, en el que aparece el vector columna de las incognitas
premultiplicado por la matriz de coeficientes.

Si nos fijamos en las filas o ecuaciones del sistema, es obvio que esta
multiplicacion ha de dar lugar a las ecuaciones de las que partiamos. En
consecuencia, la multiplicacion de la primera fila de la matriz de coeficientes
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A por el vector columna de incognitas debe ser igual a 2u+v +w, es decir,
EQ 1 1D]:UD Eﬁu+v+wg

TIWAE D OF

que podemos interpretar como el producto escalar del vector fila (2,1,1) por el

tud

vector columna @/NE Del mismo modo, la multiplicacion de la segunda o

tercera fila de la matriz de coeficientes A por el vector columna de incognitas
es también el producto escalar de cada una de las filas por el vector de
incognitas:
O- 0- - -0u0d 0 - D
-, G0 -

ﬁ ﬁ—_z ; 1HE/VH B‘ZU+2V+WH

Por otro lado, esta operacion tiene otra interpretacion que es sin duda
muy importante. Llegamos a ella escribiendo el producto de la matriz de
coeficientes por el vector de incognitas de acuerdo con las conclusiones
anteriores como:

I
o
B

=

L)
S
<

(|

Dz 1 1EIEUD D2u+1v+1wD Dza ma Dl%
4 1 0 4u+1v+0w 4 Y w
S 1%5 et o A B R

%r—/

es decir, el producto de una matriz A por un vector columna X es la
combinacioén lineal de las columnas A ponderadas por las entradas del vector
X. Hemos obtenido de nuevo la escritura vectorial del sistema lineal:

DZD oo 0 Dlﬂ

pErE LN i
Veamos algunos ejemplos mas de producto de matriz por vector.
0O O G0 Q70
TRT B3 3T
6 [ % ] élﬂD -1+17i [
+3i H:G H(2+3|) H:H—21+2|E

Ejercicio 1:

[y o 1008

"B
L,
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Producto de matrices

Quizas la forma mas sencilla de justificar la regla del producto de matrices
consista en tomar como referencia el ya conocido producto de matriz por
vector columna y generalizarlo al caso en que el segundo factor contenga mas
de una columna. Asi lo hacemos en el siguiente ejemplo.

El producto de la matriz A por la matriz B, que contiene dos columnas, es
una matriz de dos columnas también, cada una de ellas resultado del producto
de la matriz A por cada columna de B:

0

0
O2 1 10du al
04 1 o8y b% fié%%miiém
B_221 CD 2 2 1 2 2 1

—,— T 1.2 columna 2.2 columna

Regla de calculo de cada entrada de la matriz AB: Supongamos que A es
una matriz de dimension mxn y que B es de dimension nx p (notese que el

numero de columnas de A coincide con el nimero de filas de B). El elemento
(i,j) de la matriz AB es el producto escalar de la fila i-ésima de A y la

columna j-ésima de B. Por ejemplo el elemento (2,5) de la matriz AB se
calcula asi:

s
(AB),.=(ay @y ... ay)
22 filade A ﬁ)h %

SacolumnadeB

n
= ayhs +amhs +... tay b =z A b
k=1

Ejercicio 2:
2 Ol 3 17 [PA+02 23+00 20+0(-h)g (2 6 20
LR s o -H Hin+se 1@+30 1m«sgaH B o3 —of
2. Calculemos AB 'y BA, siendo A=(1 -2)y B=§§
— El primer producto AB es el producto escalar del vector fila A= (1 —2)
por el vector columna B=%§ es decir, AB=(1 —2)%@20.

— En cuanto al segundo producto, BA=%% —2) =§ :g@ El resultado

es bien distinto al anterior. Este ejemplo sirve para ilustrar la no
conmutatividad, en general, del producto de matrices.
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3. Calculamos las potencias A%, A3, B?, B®, C*y C?®, siendo:

% ]HCAB% D

— Por un lado, las potencias sucesivas de la matriz A son:
iMm 10 [ 1D

B!
=AA=§ 5% 5%% %:AluegoA A2 =A% =
PR

— En cuanto a las potencias de B tenemos:

oo S OBE

luego B*=B*B=1,B=B.

I\JlHNlH
|l—‘I\)|H

— Finalmente, cuando C=AB= % tenemos:

*=ce=ip oy C=CF ofFih o

Ahora nos vamos a detener un poco mas en la comprension del producto
de matrices. Especialmente queremos prestar atencion a la interpretacion del
producto de matrices AB en términos de las columnas de A y en términos de
las filas de B.

I\)lb—‘l\)ll—'
EIDIJD

Empezamos con las columnas: Cada columna de AB es una combinacion
lineal de las columnas de A ponderadas por las entradas de B (precisamente
por la correspondiente columna de B).

Observemos un ejemplo anterior:
AB= % % %%EHOEZ 2[3+0100 2D1+Om—1)§:%
3 0 -1 A+32 1[3+30 1d+3[{(-Y 3 —2
La primera columna del producto es una combinacion lineal de las dos
columnas %%y @%del primer factor A siendo los coeficientes las entradas de
la primera columna del segundo factor B:
% O% - —%%EHOEZ — —@
3 — — a+32 — —

Del mismo modo la segunda y la tercera columnas del producto son una
combinacién lineal de las dos columnas %% y @% del primer factor,

ponderadas por las entradas de la segunda y de la tercera columna del segundo
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factor, respectivamente:
% O%: 3 —@2 2[B+0M —
3 0 — 13B+3M0 —
% 0% — 1@:@: — 20+00-Y)
M- — - — 10+30-)
La segunda interpretacion, cuando nos fijamos en las filas de AB, es la que
interesa en la eliminacion gaussiana: cada fila de AB es una combinacion lineal

de las filas de B cuyos coeficientes son las entradas de la correspondiente fila
de A

De nuevo observamos el ejemplo:
AB= % % Q:%EHOEZ 23+00 2@+0{-HH %
3 0 -1 A+32 103+30 1EI1+3H]—1)H: 3 —2
La primera fila del producto es efectivamente una combinacion lineal de las
dos filas (1,31) y (2,0,-1) del segundo factor B, ponderadas por las entradas de

la primera fila del primer factor A:
b+ 20B+ 20+ D

Qi 0% 0 _1%%)9. 0D OE{—l) %

Del mismo modo la segunda fila del producto es una combinacion lineal de las
dos filas (1,31) y (2,0,-1) de la matriz del segundo factor B, ponderadas por

las entradas ahora de la segunda fila del primer factor A:
O

@I 3% s i EiEL+ 13+ 1_EL+%
- EBD? 30 301 O

Ejercicio 3: La primera fila de AB es una combinacion lineal de todas las
filas de B. En esta combinacién, ;cudles son los coeficientes y cual es la

14 (h 10
primera fila de AB si A=% 1 l@y B=% 1%’
0

La primera fila de AB es el resultado de multiplicar la primera fila de A
por la matriz B:

% 1 4% (1.2fila) +1(2.2fila) +4(32fila) ] % 3@
Los coeficientes, por los que nos preguntamos, son las entradas de la primera
fila de A.
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Ejercicio 4: Averigliemos si son verdaderas o falsas cada una de las
afirmaciones que estan entre comillas:

a) «Si la primera y la tercera columnas de B son iguales, también lo son la
primera y la tercera columnas de AB».

Esta afirmacion es verdadera, pues la primera y tercera columnas de B
son los pesos (en este caso iguales) de la combinacion lineal de las
columnas de A que producen la primera y la tercera columnas de AB,
respectivamente.

b) «Si la primera y la tercera filas de B son iguales, también lo son la primera
y la tercera filas de AB».

b 2 30 b o 10
En general, es falsa. Por ejemplo, si A=% 3 14 B=% 1 oY

1 ZB 0 lH
0 2 3 o 1004 2 40

entonces AB= 31 1 o — _0 que no tiene la primera y
1 2 0 1H HS 1 SB

tercera fila iguales.
c¢) «Si la primera y la tercera filas de A son iguales, también lo son la primera
y la tercera filas de AB».
Es cierta, ya que la primera y tercera filas de A son los coeficientes
(en este caso iguales) de la combinacion lineal de las filas de B que dan
lugar a la primera y la tercera filas de AB, respectivamente.

Una vez definida una operaciéon en un conjunto conviene conocer sus
propiedades y eso es lo que hacemos a continuacion, enunciar las propiedades
de la operacion producto de matrices:

Propiedades: Las matrices que aparecen en estas propiedades han de tener el
tamafio adecuado para que se puedan realizar las operaciones que se indican.
1. Asociativa: (AB)C = A(BC)
2. Distributivas: A(B+C)=AB+AC y (B+C)D=BD +CD
3. No conmutativa, en general: ABZ BA
(b o ... o

4. El elemento neutro es la matriz identidad | =§ 1 . ?g pues verifica

0 .1
IA=Al =A.

5. Algunas matrices cuadradas A tienen inversa, denotada A™', que verifica:
A'A=1 =AA™" Por cierto que la inversa de un producto de matrices
inversibles es (AB)_1 =B'A™.
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La no conmutatividad, en general, del producto de matrices nos obliga a
manejar con extremo cuidado esta operacion y no sucumbir a la tentacion de
aplicar todas las formulas del producto de nimeros (que si es conmutativo) al
producto de matrices, ya que pueden ser incorrectas. Veamos algunos casos:

Ejercicio 5: En general, AB ) #A By (A+B)’ #A’+2AB+B?, entre
otras.

a. La igualdad (AB)2 = A’B? es falsa, en general, pues depende de la
conmutatividad del producto: (AB)” = ABAB = A(BA)B # A(AB)B = A?B?,

b. Como (A+B)2=(A+B)(A+B)=A2+AB+BA+BZ, la igualdad

(A+B)? =A% +2AB+B? es cierta sélo cuando las matrices A y B
conmutan.

Hemos mencionado que algunas matrices cuadradas tienen inversa. Este
hecho tiene una repercusion tedrica en la resolucion de sistemas lineales,
aunque es de escasa importancia en la practica de la obtencion de las
soluciones. Se trata de que los sistemas lineales AX=b cuya matriz de
coeficientes A es inversible permiten despejar el vector de las incognitas y asi
escribir: X =A'b. Pero como ya hemos dicho, esa formula rara vez tiene
interés practico, pues obtener la matriz inversa A™ es, en general, mas
complicado que resolver el sistema AX=D por eliminacion gaussiana. No
obstante, no queremos escatimar al lector una informaciéon de gran interés: si
la matriz de coeficientes A ademas de inversible es ortogonal, entonces el

asunto es muy diferente y desde luego que se usa la formula x = A™b, pues, en
este caso, A" se consigue con mucha facilidad.

Para terminar esta seccion, incluimos un ejemplo de aplicacion del
producto de matrices. En este ejemplo se aprecia la importancia del orden de
los factores en el producto de matrices; ademas de permitirnos experimentar
con la formula de la inversa del producto de matrices inversibles.

Ejercicio 6: Consideremos un robot que se mueve en el plano.
Su posicion (X,y) y su

orientacion 6 se describen
O x O
. y 0 y ______ I
mediante el vector [] 0 [
[£0s6 ] |

[(kin6 I X
FIGURA 4: Robot colocado en el punto (x,y) y con

orientacién 6.
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Admitimos dos movimientos del robot: avanzar o retroceder una distancia d
en la direccion de su orientacidon y girar un angulo o. Estos movimientos se
describen mediante matrices como sigue:

[1 0 d OoJJx [J [k+dcosé[] [1 0O O o (Ox0O O x D

H) 10 d 0Oy - Dy+dS|n9D m) 1 0 0 mY 0-0
0 l 0 056 cosf y % 0 cosa —sinor osE) 9(9+0{)
% sné@ 0 sna cosa E &n(@ﬂ})

La matriz asociada a la sucesion de movimientos: primero, adelantar 10
unidades, luego girar 71/2 y, por ultimo, retroceder 5 unidades es

mo-5 o0t 0 0 0 d Mmoo o boi s

1 0 -54 1 0 0 1 0 10% b1 -5 10%

0 1 op @ 0 cosy -sny 0 1 0og [0 0 -1

EOOOlDB;og-ngCOS_gBEOOOJH[D010D
Tercero: retroceder 5 unidades Primero: adelantar 10 unidades

Segundo: girar’—zT
Esta matriz nos permite obtener la posicion final del robot conociendo su
posicion inicial. Si, por ejemplo, el robot estd en el punto (X,y)=(L2) y

orientado segun 8=-—, la posicion final y orientacion del robot tras la sucesion
4

1 -5 10 ZD— +25\2
0 0 -1 -2 0
2
Do 1 0 ZE 0 L

de movimientos se calcula asi: es decir, el

D
robot ha pasado del punto (X,y)=(11.6,5.5) y orientado hacia 8= sm .
4

Pensemos ahora en cémo retroceder a la posicion inicial. La sucesion de

movimientos debe ser: primero, adelantar 5 unidades, luego girar I Yy,
2

finalmente, retroceder 10 unidades. Por tanto, la matriz asociada es

L o0 -10 O o 0 0 0 5000 o 5 -100
1 o0 -10P 1 0 0 1051 110 54
0O 1 O 0 cos7f -sinIft 0 1 0Q 0 0 1p
o o0 1 0 snZ cos 00 10D 0 -1 o0
retroceder 10 unidades girar -1 adelantar 5 unidades

Obsérvese que para invertir el producto de tres matrices ABC se ha tenido
que efectuar el producto de las inversas de cada factor en el orden opuesto

cBtA™
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11.2. Matrices elementales. Factorizacion LU de una matriz

La expresion matricial de los pasos de la eliminacion gaussiana nos
permite expresar la matriz de coeficientes A como el producto de una matriz
triangular inferior L y una triangular o escalonada superior U, expresion que es
conocida como factorizacion LU de la matriz A.

Matrices elementales

Para describir matricialmente el proceso de eliminacion gaussiana es
necesario recurrir a tres tipos de matrices, llamadas matrices elementales, que
van a producir precisamente las tres operaciones elementales de la
eliminacion.

1. Las matrices E;(l) que se forman a partir de la matriz identidad,

cambiando el cero de la entrada (i, j) por el nimero | #0.

(1 o oU
Por ejemplo, E21(3)=% 1 oH
0 18
2. La matriz D, es la matriz identidad en la que se ha sustituido el valor 1 que
ocupa el lugar i-ésimo de la diagonal por el nimero d, Z 0.

(1 O
g - d
Por ejemplo, D, =E d

g
i U
L A
3. Las matrices permutacion P formadas al intercambiar filas de la matriz
identidad.

b o 10
Por ejemplo, P =% 1 0l donde se han intercambiado las filas primera y
0o

tercera de la matriz identidad.

El producto de cada una de estas matrices por la matriz de coeficientes de
un sistema lineal produce como efecto una de las operaciones elementales de la
eliminacion gaussiana. Lo comprobamos a través de algunos ejemplos.

Comenzamos con las matrices elementales del tipo E;(1).
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Ejercicio 7: ;Qué le sucede a una matriz A de tamafio 3x3  si la
(1 o oO (1 o oU

premultiplicamos por E31(4)=@ 1 0H o por E23(5)=% 1 509 ,Qué
0 10 o 1H

sucede si postmultiplicamos para formar AE;,?

b o oU
Al premultiplicar la matriz A por E;(4) =§) 1 0Y las filas de esta
0 10
matriz elemental contiene los pesos de las combinaciones lineales de las filas
de A que producen las filas del producto. Asi pues, Ez;(4)CA es el resultado de
sustituir la tercera fila de la matriz A por la suma de la tercera fila mas cuatro
veces la primera de A:
g 12 filade A g

E.,(4) ng 22 filade A Q

2 fiIadeA+4(1.a fiIadeA)

(1 o ol
Analogamente al premultiplicar la matriz A por Ej(5)= 1 SE las

01

filas de esta matriz elemental contiene los pesos de las combinaciones lineales
de las filas de A que producen las filas del producto. Asi pues, el resultado
Ex3(5)[A es una matriz cuya primera y tercera filas son las mismas que las

correspondientes de A, sin embargo la segunda fila de E,3(5)[A es el resultado
de sumar a la segunda fila de A <cinco veces la tercera:

O 12 filade A -
Ej(5) A= 2= filade A +5(32 filade A) 5
U 32 filadeA U

(Lt o oU
Si ahora postmultiplicamos la matriz A por E31(4)=@ 1 o el

0 1

resultado es una matriz que proviene de A modificando una de sus columnas.
Basta pensar que el segundo factor es ahora Ezj(4) y contiene los pesos de la

combinacion lineal de las columnas de A que producen A[E;;(4). Asi pues la
modificacién que se produce es que la primera columna se convierte en la suma
de la primera columna mas cuatro veces la tercera columna de A:

(1.2 columnadeA + O
AlE;(4)=0 22 columnadeA 32 columnade A[]
I:JFL(S.él columnade A) O
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Ejercicio 8: Consideremos la matriz E=E ,,(6F % (1)%

Vamos a calcular E?, E®y, en general, E" y respondemos a la pregunta ;cual
es la «inversa» de E?

La matriz E:% g% premultiplicando a cualquier otra matriz deja

inalterable la primera fila de ésta y modifica la segunda afiadiéndole seis veces
la primera. En consecuencia,

2 = 0 0%%1 0
E°=EE % 1% 1 21
3_pe2-H OHH1 0%%1 0
E°=EE % 1m2 1 8 1

n_H1 O

y en general, E _@ﬁn 1

En cuanto a la inversa de la matriz E =% gg E! debe anular la accion

que E realiza, es decir, debe recuperar la segunda fila inicial para lo cual ha de
restar a la segunda fila 6 veces la primera. En consecuencia, afirmamos que

E*= [E21(—6)] = E,.(-6) :éé 2@ Efectivamente, es sencillo comprobar que
E1(6) [E,(—6) = E,1(—6) [E(6) =1,.

Conclusién: Dada una matriz A, el producto E;(l)[A es una matriz cuyas

filas coinciden con las de A salvo la i-ésima que es el resultado de sumar a la
fila i-ésima | veces la fila j-ésima de A. Si el producto se realiza en orden

inverso ALE;(l), la conclusion es que ahora las columnas de A son las

protagonistas y sobre ellas se produce un efecto analogo al descrito antes para
las filas.

El siguiente objetivo es averiguar como actiian las matrices elementales del
tipo D;. Al igual que antes, el ejemplo siguiente nos ayuda a llegar a las

conclusiones:

Ejercicio 9: Veamos qué le sucede a una matriz A de tamafio 2x2 sila

premultiplicamos por D =% g@ Ly qué le pasara si la postmultiplicamos para
formar AD? ;Cuaél es la inversa de D?
Si la matriz D =% gﬁpremultiplica a cualquier otra matriz A de tamafio

2x 2, el resultado es una matriz cuya primera fila es el triple de la primera fila
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de Ay lasegunda es el doble de la segunda fila de A:
= o bt
DA % 2% d C

Si ahora la matriz D =% ggpostmultiplica a la matriz A el producto AD

contiene como primera columna el triple de la primera columna de A y como
segunda columna el doble de la segunda columna de A:

o= ol 2T

Finalmente, la inversa de D =% g@ha de ser la matriz D' = %’ 04

ias

Conclusiéon: Esperamos que el lector no albergue ninguna duda sobre cual es
la conclusion, asi que le proponemos el ejercicio de describir el efecto que
produce la multiplicacion D;A sobre las filas de A y la multiplicaciéon AD,
sobre las columnas de A.

Por ultimo, sdélo nos queda averiguar cOémo actian las matrices
permutacion. Se comprueba en el siguiente ejercicio.

b o 10
Ejercicio 10: Consideramos ahora las matrices de permutacion P = 1 od
0 of
Wy o 1D
y Q= Hy nos preguntamos: ;/qué accion realizan sobre una matriz A
1 0

las multiplicaciones PA y AP?, ;y las multiplicaciones QA y AQ?
(Cudles son las inversas de estas matrices de permutacion Py Q?

La multiplicacion PA intercambia las filas primera y tercera de la matriz

A, la multiplicacién AP intercambia ahora las columnas primera y tercera de
la matriz A:

(b o 1a b cO h bcDIt)Olﬂ[bbaD

PA=LD 1 ol e fLE enyAP% %10- e dU
SR s oFH ¢ o

Como la matriz Q es el resultado de realizar dos intercambios de filas (o

de columnas), la primera con la segunda y la segunda con la tercera (el orden
en que se realice el intercambio no altera el resultado) sobre la matriz
identidad, del mismo modo las matrices producto QA y AQ resultan de los

mismos intercambios sobre las filas y las columnas de A, respectivamente.
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En cuanto a las inversas de estas matrices de permutacion P y Q, basta

pensar que para retroceder sus acciones so6lo hay que volver a aplicarlas, es
decir, P'=Py Q'=0Q.

Factorizacion LU : eliminacion gaussiana sin intercambio de
filas

El objetivo de esta seccion es expresar en términos de productos de
matrices el proceso completo de la eliminacion gaussiana. Primero vemos unos
ejemplos y luego escribimos las caracteristicas de los factores L y U.

Comenzamos con el sencillo ejemplo de la matriz A=% %% a la cual

aplicamos en primer lugar el método de eliminacion gaussiana e
inmediatamente después lo traducimos en términos de producto de matrices.

La eliminacion gaussiana aplicada a la matriz A realiza so6lo la siguiente
operacion: A=% %@] i S A 3 % :la%U operacién elemental

que se puede expresar mediante el producto de la matriz elemental E;, (—4) por

la matriz A:
E)R= Hy SR TR Y

—
22fila-4(L3fila)

Pero lo que mas interesa es escribir la factorizacion de A, es decir,
«despejarla» de la igualdad E12(‘4) [A=U. Esta tarea es muy sencilla y basta

utilizar E12(4), la matriz inversa de E12(_4)- Asi pues, obtenemos la

factorizacion LU de la matriz A, donde L es una matriz triangular inferior y
U una matriz triangular o escalonada superior:

ase(w= 0 E

triangular inferior triangular superior

Todavia es posible conseguir descomponer en factores mas «simples» la
matriz U, exigiendo que la matriz triangular superior, al igual que L, contenga
unos en la diagonal. Lo conseguimos con ayuda de las matrices diagonales:

_R1 O oM 10
A_% 7%% 1% 3% 1H:LDU'
L D U

M. Dolores Leris
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En este nuevo ejemplo, es necesario mas de un paso en la eliminacion
gaussiana. Aplicamos a la matriz de coeficientes del sistema Ax=Dh:
H2u+ viw=1

l4u+ v =-2 el método de eliminacion gaussiana:

Hou+2v+w= 7
02 1 10 osfila2wsfiia ~22ila [ 1 [p 1 10
D4 10 :ﬁﬂﬂmﬂl)(laflla) 3.“f|lﬁ % -1 _2 M) (2.3fila) 3af|la % -1 _ZD_U
MR 2 18 e, 3 2f] (e -4

Las tres operaciones matriciales que convierten la matriz A en U son:
(4 o ol o o1 o o2 1 210 1 10

2 1 0H4 10 -1 24
D388 5 CHG 5 s R T 3
3afila-(-3)(22fila)  3afila-(-1)(12fila)  22fila-2(12fila) A U

- 3afila - 32fila - 22fila

es decir, E;,(3)Ey (D) E,;(-2)LA=U. En resumen, la matriz
ooDDlooD]MooDDl 0 ol

th
MEEOEOEDE L L M 5 S S o

al premultiplicar a la matriz A lleva hasta U. Y del mismo modo, AX=Db se
transforma en MAX=Mb, es decir, en Ux=Mb.

Como en el ejemplo anterior, la pregunta mas importante es la opuesta:
(como podemos deshacer los pasos de la eliminacion gaussiana?, es decir,
(coémo recuperamos A a partir de U?

Recordemos que cada una de las matrices elementales anteriores deshace su
trabajo sumando en lugar de restando las filas indicadas. Estamos hablando de
invertir las matrices elementales anteriores:

[Ex(3)] " =En(-3), [Ex@] =Eu(-D. [En(-2)]" =En():
y, por tanto, A=E, (2) (E;(-1) (E,,(-3) W =LU.

L

Observemos el sorprendente resultado de las entradas de la matriz
(1 o oll1 o ollh o o 01 o0 oU

L= 1 00 1 O 10 1 OD los factores de la
TIome Lo on 1 n

Ex(2) Ea (-1 Ex(-3)
eliminacidon se quedan en la posicion que ocupaban en las matrices elementales.
Aunque quizas no sea tan sorprendente el resultado si el lector se detiene a
pensar en el efecto que cada matriz produce al premultiplicar a otra y el orden

M. Dolores Leris
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en que se produce ese efecto.

La conclusion final es que la matriz A se escribe como el producto de las
01 o oD 2 1 1D
matrices triangulares L = =U> y U= -1 =

H1 -3 15 —4H

En los dos ejemplos hemos llegado a escribir una matriz A como el
producto de otras dos matrices: A=LU; y en ambos casos las matrices
factores tienen caracteristicas comunes que conviene que sean destacadas.

Por un lado, si observamos la matriz L, nos damos cuenta de que:
a. Es triangular inferior, con unos en la diagonal principal, y es inversible.

b. Sus entradas por debajo de la diagonal son los factores del algoritmo de la
eliminaciéon gaussiana; por tanto, el calculo de L no requiere ningin
esfuerzo adicional.

Por otro lado, al observar el proceso que lleva a la matriz U afirmamos
que:

a. La matriz U es triangular o escalonada superior.
b. Las filas de U contienen los coeficientes que aparecen tras la eliminacion.
c. El primer nimero no nulo de cada fila de U es un pivote de la eliminacion.

En el siguiente ejercicio usamos la eliminacion gaussiana para encontrar
las factorizaciones LU y LDU de una matriz y, después, indicamos como
aprovechar estas factorizaciones para resolver cualquier sistema lineal que
tanga como matriz de coeficientes la ya factorizada.

(p -3 oU
Ejercicio 11: La eliminacion gaussiana aplicada a la matriz B=@ -5 1

1 30

realiza los siguientes pasos:

(b -3 o 2ila-2(1L2fila) - 22fila old old

. . - [ -3
B:@ 5 la] HRHATHLT1a) - 34p % 1 lﬁ] HfiRTR{2°f1a) - 32fa % 1 13U
-1 -3 -3 0 —5H

lo cual significa que la factorizacion LU de la matriz B es
-3 oUl1 o ol -3 oO

43158 1 g

Y, en consecuencia, la factorizacion LDU de la matriz B es

M. Dolores Leris
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[ -3 o0 o od2 0 o —SOE
B=@ -5 D—%10@1 0 1 1=LDU.
-1 -3 2 0 0 5 o@:

i 5 v

Feu-3v =3

Ahora, nos proponemos resolver, por ejemplo, el sistema [J4u—-5v+w =7
Hou-v-3w=0

cuya matriz de coeficientes es B. No es necesario volver a aplicar la

eliminacidén gaussiana, tan solo tenemos que resolver dos sistemas triangulares.
En efecto,

Fu-3v i3 EUD (B0 EUD EBE
e emze T PHEHE - “UBHEH -
imero resolver : L%%EBD
T

0
EEn segundo lugar resolver

Empezamos, pues, resolviendo el sistema lineal triangular inferior

k0O
L@ B= %E por sustitucién progresiva:

H

(kO BU 0 JUEE EBD

AR B L

Y, a continuacion, resolvemos, por sustitucion regresiva, el sistema lineal

Lul kO
triangular superior U Ek/ [k @D Asi pues,

H

b0 kO 3 oL O30

BEEE - BT BRREC

Del ejemplo anterior podemos concluir que siempre que una matriz esté
factorizada en la forma LU, el calculo de las soluciones de los sistemas lineales

que tienen como coeficientes dicha matriz se reduce a resolver dos sistemas
triangulares.

I;DDDD
lﬂ\

M. Dolores Leris
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Puede parecer, por los ejemplos resueltos, que las matrices que se pueden
factorizar en la forma LU han de ser cuadradas y, ademas, regulares. En
absoluto, ninguna de esas dos caracteristicas es necesaria. Le ofrecemos al
lector el siguiente ejemplo que no cumple ninguna de ellas:

h 2 0o 1U
Ejercicio 12: Obtengamos la factorizacion LU de la matriz A= 11 Oﬁ
2 01

Después, indicaremos un conjunto de variables libres (parametros) y otro de
variables basicas para el sistema Ax =0, ;cuales son las soluciones?

Aplicando la eliminacidon gaussiana a la matriz A se concluye que la
factorizacion LU es:

(h 2 0 100 o olh 2 o 10
A=%110Q%10%1105
2 0 1A 01 0 0 o

L U

Obsérvese que la matriz L, triangular inferior, es cuadrada e inversible,
como ya dijimos, y ahora se observa que su orden es el del nimero de filas de
A. Por el contrario, U mantiene el mismo tamafio que A.

El siguiente asunto es resolver el sistema Ax=0, es decir, LUXx=0.
Podemos abordar el problema de resolver LUX=0 como en un ejemplo

Primero resolver : Lv =0
En segundo lugar resolver :Ux =v

observar que el sistema Lv=0 tiene como soluciéon v =0, es decir, que el
problema ha quedado reducido a resolver el sistema UX =0. O bien, razonar del

siguiente modo: como L es una matriz inversible, entonces
LUx=0 - Ux=L"0 - Ux=0.

En definitiva, cualquiera de las dos maneras de razonar nos lleva a la
necesidad de resolver el sistema UX =0 y eso es lo que nos proponemos hacer.

anterior, es decir, LUXx=0 y, enseguida,

Tomamos como variables basicas las correspondientes a columnas con
pivotes, es decir, X; y X,; por tanto, las variables libres o pardmetros son X3y
X,. De hecho, las soluciones del sistema AX=0 son los vectores del espacio

Ux, O Dox;—x, 0 O20 G110

4 L. %( 0o —X O D_]_D |:|0|:|
R* que se expresan del modo siguiente: J20L=0 78 [=x,0 Orx,0 .0
3§ % X3 % 0lo "00g

4 X, dod Db

M. Dolores Leris
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Factorizacion LU: eliminacidén gaussiana con intercambio de
filas

La eliminacion gaussiana puede necesitar cambiar el orden de las
ecuaciones, eso sucede cuando el numero al que le «tocaria» ser pivote es cero.

v+w=1
Por ejemplo, en el sistema Ax=b: [u+v =2 se presenta la dificultad
+w=3
de no poder usar ningiin multiplo de la primera fila para aniquilar el primer uno
de la segunda fila.

Ya sabemos qué hacer: reordenar las ecuaciones (o las filas). Por ejemplo,
intercambiamos la primera y la segunda filas, lo cual significa, en términos

b 1 oU

matriciales, premultiplicar por la matriz permutacion P = 0 0 Asi pues,
01

el sistema se convierte tras la reordenacién en: PAx=Pb, o bien,

ollud pU
E@Vﬁ: %ﬁy ahora se procede con la eliminacion gaussiana sobre PA:
1
1
0

L 1
%11
01
b
A

10
gajﬁﬁﬂtf*“lﬁ PA %

0] Hfir (D2 filgp3=fila é% 1
0

— b1 od
fila) - 3. f||_a> % 1 1D
-1 1f

Ej

ot
1Eu.
2H

La correspondiente factorizacion es

(b 1 olIb 1 10 [h O olLL

PA=% 0 o% 1 05—% @
01 HH -1 1
EnOEL(D

Veamos ahora como usar la factorizacion conseguida para resolver el
v+w=1

sistema AX=Db: [u+v =2 . Para empezar, la permutacion de filas realizada
+w=3
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lo convierte en el sistema equivalente: PAX =Pb, es decir, % 1

que de nuevo es equivalente a resolver los dos sistemas triangulares a los que
conduce la factorizacion LU : L(U X) =Pb, es decir,

O a0l CpO

L0 0 Lo oo HDrimero rwlva:L%%%%
PALY U - LUk e O
H’Vé&%% HN%E%H EEnsegundolugar reﬁolvazugég

[

Ch (h 00
En primer lugar, L&

L
LIS
[ .|
L
e
)
FEE
A
AL
[ .
|
SE
LLY
.

% El_ EQE 1
continuacién, U = - 1
SEERE B

Veamos otro ejemplo en el que la necesaria permutacion de filas no es
aparente desde el principio, sino que durante el proceso de eliminacidn
gaussiana se observa esa necesidad. No importa; en ese caso, se realiza la
eliminaciéon gaussiana como siempre y después interpretamos los pasos
realizados como si la permutacion se hubiera hecho desde el principio.

o
-
0O
[
LI
o

-
L
]
=

Ejercicio 13: Realizando los cambios de fila que sean necesarios encontramos
u+4v+2w=-2
la factorizacion LU de la matriz de coeficientes del sistema [-2u—8v +3w =32
v+w=1
y, a continuacion, lo resolvemos.

La eliminacién gaussiana aplicada a la matriz de coeficientes necesita los
siguientes pasos:

01 420 420 4 20
A=H2 -g 3Lh e -2*s % 0 7H0 - 3fe 1 1EU
BO 1 l ;::g;ir;éi::i 1 1 (Permutar filas) 0 7H

Ha sido necesaria una permutacion de filas. Si suponemos que se ha hecho

desde el principio, es decir, si desde el principio construimos la matriz
b ooll1 4 2001 4 20

PA= % (1) éﬁ ﬁ-g —€:3L iﬁ:ﬁ—g _523[ é% entonces en el unico paso

Permutar la2.2 y la3.2 filas
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necesario de la eliminacién gaussiana, consistente en hacer ceros debajo del
primer pivote, debe cambiarse el papel de la segunda y tercera filas. Asi pues, la
factorizacion LU es
1 4 2DD100DE114 2D
PA=do 1 1EEHo 1 o@ 1 1L,
B—Z—SSHB—ZOl 07H
Exn(-2)
Como ya viene siendo habitual, para resolver el sistema
u+4v+2w=-2
[+-2u—8v +3w =32 escribimos los dos sistemas triangulares a los que conduce la
v+w=1
factorizacion PA=LU:
Ch0 G-20

[
imero, resolver L 01
%rlmero resolver @@353

U
0
EEn segundo lugar, resolver U

Lu O D—zD

PALVLEP UEKJ/D Brig
BEEE - B

01 o olad 20 ==
La solucion del primer sistema es Uo 1 0@@2 010 O Eb:l
H2 o 1HH HeH =

EDQQ
[

4

Fc=28
L
55 4 Z%EL%ZE Hu=2
y, finalmente, 11 ==1= 0 [v=-3.
0 0 7awh el Bu=4

Una vez resueltos varios ejercicios de factorizacion LU de matrices
cuadradas, el lector puede inducir que se verifica la siguiente propiedad.

Propiedad: Suponemos que A es una matriz cuadrada.

1. En el caso de A no singular (regular),

— existe una matriz de permutaciéon P que reordena las filas de A de tal
modo que la matriz PA admite una factorizacidon con pivotes distintos de
cero: PA=LU =LDU;

— ademas, AX =Db tiene solucion tnica.

2. En el caso de A singular, ningun reordenamiento produce pivotes distintos
de cero.
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11.3. Matriz inversa. Método de Gauss-Jordan

La operacion producto de matrices la hemos usado ampliamente tanto en
la segunda como en la tercera seccion de este tema. Todavia no hemos
dedicado la atencion que merece el hecho de que esta operacion tiene elemento
neutro, la matriz identidad, y que, por tanto, puede haber, y de hecho las hay,
matrices que tienen inversa. Dedicamos esta seccion al estudio de las matrices
inversibles y, desde luego, al calculo de la inversa.

Definicion: Una matriz cuadrada A se dice inversible si existe otra matriz
cuadrada B del mismo orden tal que: AIB=BLA=1,.

Hay a lo sumo una matriz B con esas caracteristicas; se denomina inversa
de Ay se denota por B=A™: AIAN = AT [A=1,

(Por qué afirmamos que cada matriz tiene a lo sumo una inversa?
Sencillamente porque el producto de matrices verifica la propiedad asociativa y
esta propiedad traec como consecuencia la unicidad de la inversa. Aun se
consigue una propiedad mas general: «si existen matrices B y C tales que
BLA=1, ( B es inversa a izquierda de A) y AIC=1, (C es inversa a derecha

de A), entonces B=C». La asociatividad del producto de matrices:
BI{ALCT) = (B[A) [C nos permite concluir que efectivamente B=C.

Propiedades:

1. Si la matriz A tiene inversa A, entonces la inversa de A es A, es decir,
(A7) =A

2. El producto AB de dos matrices inversibles es inversible; ademas la inversa
del producto es el producto, en orden contrario, de las inversas de los
factores: (AB)_1 =B'A™

Para comprobar que B™[A™ es la inversa de A[B, vamos a

multiplicarlas y a observar, tras usar la ley asociativa, que el resultado es la
matriz identidad.

(AB)(B*A™)=A(BB!)AT =AM =1,
(87A™)(AB)=B*(A"A)B=B l|3—|
3. Si la matriz A es inversible, entonces el sistema lineal AX=Db tiene una
tinica solucién x = A™b.
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Calculo de inversas: método de Gauss-Jordan

Estamos en condiciones de calcular la inversa de cualquier matriz, siempre
y cuando exista.

Para empezar es facil reconocer las inversas de las matrices elementales y
de hecho ya las habiamos calculado. Recordémoslas:

1. Si la matriz E suma a una fila de | un multiplo de otra, su inversa E* lo

resta.
b o ol
Por ejemplo, cuando E = 1 ODmultiplica a izquierda a una matriz
o 1H
produce el efecto de sumar a su segunda fila el doble de la primera; por
g1 o0 OD

tanto, su inversa es E = =2 1 o ya que resta de la segunda fila el doble

Ho o 1]

de la primera.

. . . . . . -1

2. Si la matriz P intercambia dos filas, su inversa P~ las vuelve a
. - -1_
intercambiar; en este caso P~ =P.

3. Si la matriz diagonal D tiene entradas d,, d,,..., d, no nulas en la diagonal

principal, entonces su inversa D' es también diagonal con valores dl, di,
1 2

. d—ln en las entradas de la diagonal principal.

4 o od
Por ejemplo, la inversa de D =% 2 0les D= =0

0 30 B

o NIk O
wrr O O
o o

Ahora pasamos a calcular la inversa de una matriz A no tan sencilla como
las elementales. ;Qué podemos hacer? El problema es obtener una matriz A,
cuyas entradas denotamos mediante la letra X, con la propiedad A[A™ =
Fijémonos en las columnas de la matriz inversa A™: hay que resolver n
ecuaciones de la forma A[X; =€, donde X, designa el vector de la columna

j-6sima de Ay e es la j-ésima columna de |, es decir, una columna de

ceros salvo un uno en el lugar j.

, -1 .
El método de Gauss-Jordan calcula A~ considerando el producto
ACA ™ =1 columna a columna, como hemos descrito arriba. Como la matriz A
de los coeficientes es la misma para todos los sistemas, podemos realizar
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simultaneamente la eliminacioén para las n ecuaciones.

02 1 10
Por ejemplo, vamos a calcular la inversa de la matriz A= Uy 1 Oﬁ Esto

H2 2 1

significa que debemos calcular las entradas de la matriz A™ que cumple la
ecuacion:

O2 1 10k vy, Zig_ﬂl. 0 oO
U4 1 0%2 v, z= 1 of

B—Z 2 1 3 Yz Zg0 0 lH
ﬂ—/
A—l

En definitiva, hay que resolver los sistemas lineales:

px=Db0 Ay=000 az=Ch0
sitlena et

Como hay que resolver tres sistemas lineales con los mismos coeficientes,
hacemos el trabajo de forma unificada y comenzamos aplicando la eliminacion
gaussiana como siempre lo hemos hecho:

2 1 1 : 1 0 ol 2sfila2asfila~22fla [P :
(A : e g 93):§—4 10 : 0 1 obp ifffipfpe na-sia % -1 -2 : 2 1 0
2 21 :

. (Hacer ceros debajo del
O o l primer pivote, queesel 2)

=
=
=
o
(@]
8

. .. 1 1 10 00
Dﬁm)(z.ma)ﬂ.ng % 1 =2 - 21 OD

(Hacer ceros debajo del 0 4 : -5 3 15

segindo pivote, queesel —1)

Esto completa la eliminacion gaussiana. Las tres primeras columnas de la

p 1 10
ultima matriz forman la conocida matriz U =% -1 -2 Dtriangular superior y
0 4
las otras tres columnas forman la matriz L™:
U1 o oU

1 od

o
Hs 3 1

El método de Gauss-Jordan continia produciendo ceros por encima de la
diagonal de U hasta llegar a la matriz identidad.

L= Ex(3) [E;y (D) (Ex(—2) =

Comenzamos, pues, creando ceros encima del pivote —4, para continuar
creando ceros encima del pivote —1 y concluimos multiplicando cada fila por
el inverso de los pivotes y asi conseguir a la izquierda la matriz identidad:
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a a a 1 3 l|:|
B 1 1 : 1 0 od 2f||a—i(3 fila) - 2.2fila [% 1 0 7 1 ZD
% 1 2 21 oﬁ]lﬂﬁtﬁﬂﬁ = BT R S R 1
0 -4 : -5 3 10 Ginopvoaare s Eb o-4: -5 3 1
1 1 _1
_ R0 0 3 3 i
O iffpefia -14ia 5 3 g 1.1 f,
(Hacer ceros encimadel 2 2 2
segundo pivote, quees -1) H) 0 —4 —5 3 1 H
1(12fila) ~1.2fila
(—1)2((2.afila;~2.afila Eﬂ 00: % = —%E
—1(3af _ 3.2fj _
0 MR+ o100 -1 L IE( ;AT
(Hacer unos en la diagonal) 5 3 1
S

Hemos llegado finalmente a simplificar los tres sistemas AX; =e; de tal

forma que las soluciones de cada uno de ellos son las tres columnas de la
derecha, es decir, las columnas de la matriz inversa.

Vamos a usar de nuevo el método de Gauss-Jordan para calcular las
(1 o 1D Dz —1 oD b 1 10

inversas de las matrices A=% 1 ol =L —% 0 1JEnla
1 lB BO —1 ZH 0 1H

primera de ellas repetimos el algoritmo de Gauss-Jordan, en la segunda es

aconsejable alguna permutacion de filas y en la tercera el algoritmo falla pues
la matriz no tiene inversa.

i o 10
Ejercicio 14: Aplicamos el método de Gauss-Jordan a la matriz A=% 1 o4
1 1H
G o1:12008 Lo 1: 10 o0
(A : |3):% 10 : 0 1 obp e ->*rla % 1-1:-11 0
. Hacer ceros debajo del .
11:001 Piodiebosum e 1 1: 00 1H
_ _ h o 1 1 0 oO _ _ 0 1 1 0 oU
0 Hfiferf2f'a) - #4fta % 1 -1 : -1 1 oL #difP-*f 1-1: -1 1 qu
lacer ceros debajo del acer uno en el tercer pivote)
ggundoplvote guesl) 0 2 1 -11 i ! v 0 1 % _% %D
2.afila—(—l)23.“fila;Az.afila El 0 0: % % _%%
il (NS VRERES S S 1 1 | AT
(Hacer ceros encima del 2 2 2 8
tltimo pivote, que es1) H:) 0O 1 : % —% % H

Observemos dos cosas: Primero, la matriz A tiene tres pivotes, no nulos,
Y, segundo el proceso de Gauss-Jordan es en realidad una sucesion de
operaciones elementales y, por tanto, se puede interpretar como un producto
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de matrices elementales. En efecto,

DlO—l% 0 o of ooD 0 0d 010000 0100 0o
11 10 110 10 10
% H %015 @%—115 EOOlB%llH%OlH
- -
(1af|Ia—3af|Ia 13fila) 2af|Ia+3af|Ia 2. flla) (3af|Ia—2f‘f|Ia 3.2fila) (23fila-1.3fila - 2.3fila) A I3
Epg(D) ( 32fila— 3af||a) Egy(- :L) Epq (-1
13D Ds(%)
A—l
DZ —1 OD

Ejercicio 15: Para calcular la inversa de B=t por el método de

Ho 2
Gauss-Jordan conviene realizar algunas permutaciones de filas. Como ya hemos
comprobado ello deja sin alterar las soluciones de los sistemas lineales y, por
consiguiente, el método de Gauss-Jordan nos conduce a la inversa igual que en
los ejemplos anteriores.

D2—10:10 1-3 0: %0 0f
(B : —1:010@]2@1}%‘“1 2 -1:0 1 0
Ho-l £ 00 1 §0—12:001§
-1 1 -1 L
. afjl afj El 2 O 2 O OD H afi E 0 E 0 OD
O 4ffirtme-2e o 2 -1 2 1 1 o%]ﬁﬂ!ﬁa“”‘-fi& -1 2:00 1
B -1 2:0 0 1H 31310
_1 1
I 3 0: 3004
0 Stlﬁlméz. fila) - 3. Eﬁ -1 2 00 1@_}
1 3
02:113
-1 1
o El o0 10 og
O -2 o -1 0 @ -3 4 -40-
1 3
E) 0 2 5 1 EE
0 0 3 11
T S B
2 2
1 3
B) 0 2 5 1 EE
(1)23f|la - 223fila .3 1 17
fé]]?j-@a@f@'@lﬁ ~3sfila_ %1 00: 33 40 ”
0 Lo 515l s BY)
1 1 3
E) 01 73 ZE

Por un lado, esta matriz B inversible tiene tres pivotes, no nulos. Por otro

lado, los pasos realizados para llegar a la matriz B™ proporcionan su
factorizacion en matrices elementales:
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(B 1 10
¢ 2 40
B_]':ﬂ 1 :_ZLD:
% 1 §§
2 4
O O 1 O O
Ao ogE 3 O%Hm o OD[ﬂOODDlOODEtLOODDLOOE
=ED—1OD[010D%1—1DE01 % %105[0105
%30;%53015 015%2’1% 5015@015
2 — \_ﬂf__/
' (23f-33f ,23f) ————  (23f . 33f) (zaf+1afﬂzaf)%f—’
28 ~230 Dliar-loar 1) Exg-) (3.af+%2""fa3af) Py En@  (Jaer ~1e1)
af) - 3.2f
3 I; 32 Epp(-2) Eg(d) Dy(3)

1 10
Ejercicio 16: La matriz C= % @no tiene inversa. El método de Gauss-

Jordan nos informa de este hecho, pues la tercera fila es una ecuacion
imposible en algunos casos:

412:12000 O 11:1 0 ol
(Cc : IS):@01:01oﬁj3ﬂﬂtﬁﬂﬂ'f"a%3ﬁE %01:0 1 o@
01:001 00:0-11

Conclusion: El método de Gauss-Jordan para calcular la inversa de una matriz
A nos ha mostrado una caracteristica, al menos curiosa, de las matrices
inversibles y es que ese método reduce A a la identidad mediante tres tipos de
matrices, las elementales, que son facilmente inversibles:

(Di...Ej... Ry ... By ... )A=1.

El producto entre paréntesis tiene inversa, ya que la tiene cada uno de los
factores. La ecuacion significa que A es la inversa del producto, entre
paréntesis, y que dicho producto es la inversa de A.

Criterio de invertibilidad: pivotes no nulos

Queremos saber qué matrices son inversibles y cudles no. Esta pregunta es
muy importante y tiene varias respuestas: determinante distinto de cero o
valores propios distintos de cero o pivotes distintos de cero. Este tltimo
criterio es el que se desprende del método de Gauss-Jordan.

Criterio de invertibilidad: Para una matriz cuadrada A son hechos
equivalentes:

1. A es inversible.

2. AX =D tiene una Unica solucion para todos los términos independientes b.
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3. El nimero de pivotes no nulos de A es precisamente el orden de A, es
decir, A es una matriz regular.

Demostracion:
1.0 2. Si A es inversible, entonces la inica solucion del sistema lineal AX=b
es X = A'b, para cualquier b.

2.0 3. Si A fuera singular, observemos que al usar la eliminacién gaussiana en
AX =D obtendriamos una columna con ceros debajo del pivote nulo, es
decir, no podremos resolver AX =Db para toda b.

3.0 1. Una matriz A no singular, con pivotes distintos de cero, permite
aplicarle el método de Gauss-Jordan y reducir A a la identidad. Es

. . -1
decir, se consigue calcular A™~. O

Finalizamos esta seccion calculando algunas inversas mas.

B o0 ol D 00 10
Ejercicio 17: Calculamos la inversa de A=% 3 Ogy la de B=% g g 8@
01 0 0O
» 0 oQ 5 0 0d
1. La inversa de A:% 3 ODes, como ya sabemos: Al= % 0
0 11 0 1@
b o 0 10
: 0o 2 od . .
2. La segunda matriz B= 3 0 ODes el resultado de aplicar a la matriz
O
4 0 0 ol
(4 0o 0 oU
. _th 3 0 oH . . .
diagonal D = 0 2 OEdos permutaciones: la de las filas primera y
(D 0 0 100

cuarta y la de las filas segunda y tercera, B=P;B,D.
Por tanto, B'=D™"R;' Py =D ™R, Py, es decir, B se obtiene realizando
0 ot

og

od
10

= O

[1
&
las mismas permutaciones, ahora a las columnas, de D* =%

O O w!
oNnkE O
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b o 0 iU

g 01 OD

Asi pues, B_1=Ep 3 U
ﬁ ! o o

00 OB

Ejercicio 18: Ahora nos ocupamos de calcular las inversas de las matrices

01
1
02

0
. _ 1 e -
triangulares C—DO 2 10 y D=
0

Ho

1. Para obtener la inversa de

Gauss-Jordan, y

Mw » OO

i
(€ : 1)=§
H

o ONI»—‘H
|
O winv = O

22fila+3(1fila) - 22fila
3sfila+Z(2fila) - 33fila

3.
o -

(G

Las operaciones elementales realizadas conduc

C

0
1
0

0

» O OO

L OO

0

O O O

o OO

1

C™ = By () Ean(3) (E1(3) =

y, en consecuencia,

J1 0 o of
1
ot 1 ooof
g0 -2
Ho o -2 1f
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-1 O OE
1 -1 0D
0 l—lD
0O 0 10
0 0 od
1 oog | o d
usamos ¢l metodo de
-2 1 0O
0 -2 1f
OOOE
100D_}
0 1 o
0o o 1
1000%
1
5100[1_| ot
12190 (4 )
R '
794 21
en a la factorizacion
%OOOE
EélOOD
2 1 00
3 O
: 7 af

1 of [Eel) Eald) () =

B (73) Eaal~3) (Eas(—3).
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2. De nuevo aplicamos el método de Gauss-Jordan para calcular la inversa de

1 -1 o od
la otra matriz triangular D = 1-l OD Asi pues
0 1 -1p ’
(0O 0 0 10
h -1 0 0: 10 0 ol
O :1)= L1 0010 05,
4 0 1-1:00 1 0f
O 0 0 1:0 0 0 10
3afila+42fila - 32fil
2eilas 3eila_2ofla (1’ 8 8 (1) 1 1 i%
Hifgrp - fila 124 -1
5 s % 010:001 1%1:('4 D )
(b0o0O1:00 010
De nuevo, escribimos las factorizaciones de D™y de D como producto de

matrices elementales:

11 1%
D—1=E12(1)EE23(1)[E34(1)=§ (1) 1 i%
(0 0 0 101
b -1 0o o0
1 -1 o .
D:% 0 1 —15:[E12(1) [(Eps(1) (Esu (1)) = Equ (1) CE5(—1) CE,(-1).
™ o0 0 10

Notese que la inversa de una matriz triangular superior también es
triangular superior e igualmente sucede con las triangulares inferiores.

Ejercicio 19: Sabiendo que la inversa de F :Q:a k@es F'= 1 d _bg
d ad-bcbc a
(& b 0 OU

U
siempre que ad —bc #0, averigua cual es la inversa de G = g 2 8D
[l

(D 0 ¢ dOJ
La inversa de la matriz G se calcula muy facilmente si la escribimos en la

forma: G=§ g@ donde F y O indican respectivamente la matriz del

enunciado y la matriz nula 2% 2. Se tiene
Ud b o0 oO

G—lza:_l old 1 E—c a o OE
0 F'lEfad—bc%O 0 d -bp
0
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11.4. Matriz traspuesta. Matrices simétricas y matrices
antisimétricas

En esta ultima seccién construimos la matriz traspuesta de una matriz
dada; esta construccion es, a diferencia del calculo de la inversa, muy sencilla.
Como curiosidad, la necesidad de trasponer una matriz surge en la teoria de la
dualidad como matriz asociada a la aplicacion dual.

Traspuesta de una matriz. Propiedades
Definicion: Se llama traspuesta de A y se denota A' a la matriz cuyas

columnas son las filas de A, es decir, la fila i-ésima de A se transforma en la
columna i-ésima de A!.

2 3 H
Por ejemplo, si A=% 5 & entonces A' =%

o oA

[ .|

Observaciones:
1. También las filas de A' son las columnas de A.

2.Si A es una matriz cuadrada, A' es el resultado de aplicar una simetria a la
matriz A respecto a su diagonal principal.
3. Si miramos las matrices elemento a elemento: (At)“ =a;.
ij
4. La traspuesta de una matriz triangular inferior es una matriz triangular
superior.

5. La traspuesta de una matriz diagonal es ella misma.

Propiedades respecto a las operaciones con matrices:

1. La traspuesta de una suma de matrices es igual a la suma de las
traspuestas de cada sumando:

(A+B)' = A" +B!,
siendo Ay B dos matrices del mismo tamafio.
La comprobacion de esta propiedad es inmediata. O
2. La traspuesta de un producto de matrices es igual al producto, en orden
inverso, de las traspuestas de los factores:
(AB)' =B'A,
siendo A una matriz mxn y B una matriz nx p.
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La comprobacién de esta propiedad consiste en jugar pacientemente con el
modo de multiplicar matrices. Asi, la fila i-¢ésima de (A B)t es la columna
i-ésima de AB, resultado de multiplicar cada fila de A por la columna

i-ésima de B; es decir, resultado de multiplicar la fila i-ésima de B' por
cada columna de A!, que es precisamente la fila i-ésima de B'A'. O

3. La inversion y la trasposicion de matrices son permutables. Es decir, si la
matriz cuadrada A es inversible, entonces también es inversible A' y

ademas
-1 1\t
(A) " =(a7).
La demostracion de esta propiedad consiste en aplicar la propiedad 2

- . . 1\t
anterior. Asi, para comprobar que la inversa de A' es (A 1) basta

multiplicar, en los dos 6rdenes, ambas matrices y observar que el resultado
es la matriz identidad. En efecto,

A(AY) =(AA) =(,) =1,
(A7) A =(AA) =(,)

I O

n-

La propiedad 2 sobre la traspuesta de un producto de matrices conduce a
una sencilla conclusion sobre la factorizacion LDU y dice asi: Conocida la

factorizacion A= LDU, con unos en la diagonal de las matrices triangulares L
y U, al aplicar la propiedad 2 anterior a A=LDU se deduce que

A = (LDU)t =U'D'L", donde las matrices U' y L' son triangulares inferior y

superior, respectivamente, y D'=D. Es decir, la factorizaciéon de A' es
A =U'DL".

Es pues consecuencia de lo anterior que los pivotes de A' son los mismos
que los de A.

Matrices simétricas. Matrices antisimétricas

Ahora introducimos una clase especial de matrices, quizas las mas
importantes de todas, pues aparecen en aquellos asuntos que estan regidos por
leyes justas: «cada accion tiene igual reacciony.

Definicion: Se dice que una matriz real es simétrica cuando coincide con su

traspuesta: A= A'. Es decir, al cambiar las filas por las columnas la matriz
queda inalterada.
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Una matriz A que sea simétrica debe ser necesariamente cuadrada, digamos
de orden n, y los elementos &; y &;; son iguales para cualesquiera indices iy
j. En definitiva, la matriz simétrica A es una matriz cuadrada tal que los

elementos situados simétricamente respecto a la diagonal principal son iguales
(cada entrada a un lado de la diagonal principal es igual a su «reflejo» en el otro
lado).

Cuando se trabaja en el cuerpo de los nimeros complejos, el lugar de las

matrices simétricas es ocupado por las matrices hermiticas: A=A la
traspuesta de la conjugada coincide con la matriz original.

Propiedad: Aunque una matriz simétrica no es necesariamente inversible, se

. . . . . -1 . r, . .
verifica que si la matriz A tiene inversa, entonces A~ es simétrica siempre y
cuando A lo sea.

Demostracion: Es consecuencia de la propiedad 3, sobre la inversa de la

-1 —1\t S
traspuesta: (At) =(A 1), ya que cuando A es una matriz simétrica se

. - -1\t . - .y S
convierte en: Al = (A 1) , 1o cual significa que A™ también es simétrica.

Definicién: Una matriz real es antisimétrica (o hemisimétrica) cuando
coincide con la opuesta de su traspuesta: A= —A".

De nuevo una matriz antisimétrica A es una matriz cuadrada, pero ahora
los elementos situados simétricamente respecto a la diagonal principal son
opuestos y los elementos de la diagonal principal son nulos.

En el resto de la seccion nos proponemos dos objetivos. Por un lado,
observar las matrices AA' y A'A, cuyas propiedades elementales podemos

deducir ya; y, por otro lado, descubrir las especiales caracteristicas de la
factorizacion LDU de una matriz simétrica.

Empezamos estudiando las matrices AA'y A'A.

Propiedad: Independientemente de si A es una matriz cuadrada o no, las
matrices AA'y A'A son simétricas.

Demostracién: Basta calcular las traspuestas de AA' y A'A y aplicar la

propiedad de la traspuesta de un producto de matrices para concluir que
efectivamente son simétricas.
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Notese que si la matriz A es de tamafio mxn, entonces AA' es una
matriz cuadrada de orden m y, en cambio, A'A es una matriz cuadrada de
orden n.

Suponiendo que A es una matriz cuadrada, no siempre es cierto que
AA'=A'A. De hecho, las matrices que verifican dicha igualdad tienen un
nombre propio, se denominan matrices normales.

Ejercicio 20:

1. Hay matrices que no son normales, como por ejemplo A=% i@

(A 2 3%%5 11
En efecto, AA % 4% 4 1 25

| AL 3 2%%0 14
y, sin embargo, AA % 4% 4 04 20

2. Todas las matrices simétricas y todas las matrices antisimétricas son
normales.

3. Hay matrices normales que no son ni simétricas ni antisimétricas. Por
- . a b . . C e
ejemplo, la matriz B=§b a%no es simétrica ni antisimétrica (cuando

aZ 0), pero es normal.
B 2,2 0
En efecto, BBt=@z g% Z%% Sb aZ?-bZH coincide con
tn_F -bHHa b%§2+b2 o O
B'B % a%b a 0 a2+b’H

Por ultimo, enunciamos que la factorizacion LDU de una matriz simétrica
tiene alguna caracteristica destacable y la observaremos en un par de ejemplos.

Propiedad: Al usar la eliminacién gaussiana sobre una matriz simétrica A, se

obtiene una factorizacion LDU = LDL', es decir, la matriz U triangular
superior es precisamente la traspuesta de L.

Ejercicio 21: Calculamos la factorizacion LDU de las matrices simétricas:
[p 1 10U 4 1 a0
A:% 2 1Dy B=% 4 45 Ademds de verificar el resultado enunciado en
1 ZH 4 —SH
la propiedad anterior, observaremos que la primera matriz es diferente en
«algo» de la segunda.
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1. Usando la eliminacion gaussiana, se llega a que la factorizacion LU de la

Dl 0 1D 00 0 10
matriz simétrica A es: A= 2 1 10 1% LU.
EII- 1

1 ZH z 1 1
L U
00 00 0 10
o bien, la factorizacion LDU: A= 10 20 1 %D‘LDLt
n! % 1P 0 b o0 1
u=L'

Se comprueba que las matrices triangulares L y U son traspuestas entre
si y ademas se observa que los pivotes (que estan en la matriz diagonal D)
son todos positivos. Esta caracteristica adicional conduce a la llamada
descomposicion de Cholesky de A:

A=(LVD)(LVD),

es decir, producto de una matriz triangular inferior LD por su traspuesta.
En concreto,

LD (L\/D)t

2. De igual modo, conseguimos la factorizaciéon LU de la matriz simétrica B:
4 1 1D K] O ollh 1 10
B=4 4 4Lk olp 3 3E=LU,
4 —SH 1 0 —1ZH
o bien, la factorizacion LDU :

Eiooﬂﬂlo o™ 1 10

% % o% 1 181Dl
—12Hb o 1H

—_—
u=L!

Como era de esperar, las matrices triangulares L y U son traspuestas entre
si. Pero a diferencia del ejemplo anterior los pivotes (que estdn en la matriz
diagonal D) no son todos positivos, lo cual impide escribir la
descomposicion de Cholesky.

Observacion: Si los pivotes de la matriz simétrica A son positivos (este tipo
de matrices se denominan definidas positivas), entonces A= ( )(L«/— )

producto de una matriz triangular inferior LD por su traspuesta. Esta
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factorizacion ya hemos dicho que recibe el nombre de «descomposicion de
Cholesky».

11.5. Comentarios finales

Este tema ha estado dedicado a la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales de coeficientes reales. En caso de que el sistema lineal tuviera
coeficientes complejos, su resolucion se puede reducir a la del sistema lineal de
coeficientes reales que resulta de identificar las partes reales de los dos
miembros de las ecuaciones y también las partes imaginarias. Asi, resolver el
sistema complejo (M + iN)(X+ iy) =c+di es equivalente a resolver el sistema

: x-Ny=c . g\c -N %%@
lineal real @T)HM y=d , 0 bien, M %

En las siguientes lineas resumimos cuales son los métodos de resolucion de
sistemas lineales, dedicando especial atencion a los métodos gaussianos.

Los métodos de resolucion de sistemas lineales se clasifican en métodos
directos y métodos iterativos. Los métodos directos, como los que hemos
manejado en este tema, permiten obtener la solucion del sistema después de
un numero finito de pasos; mientras que los métodos iterativos obtienen
aproximaciones sucesivas de la solucion del sistema.

La resolucion directa o los métodos directos de resolucion de un sistema
lineal se basan en la transformacion del sistema original en otro equivalente
cuyas soluciones se obtengan de forma sencilla. Es pues necesario, en primer
lugar, observar que ciertos sistemas lineales son extraordinariamente faciles de
resolver. Entre estos tipos destacan aquellos cuya matriz de coeficientes es
triangular o aquellos en que es ortogonal.

Recordemos la metodologia de nuestro trabajo en este tema.
Empezamos observando que si el sistema Ax=b es triangular superior el
método de resolucion es el conocido como sustitucion hacia atras o regresiva y
que, andlogamente, puede hacerse sustitucion hacia delante o progresiva para
los sistemas triangulares inferiores. Para otro tipos de matrices mas generales
se han desarrollado los métodos gaussianos, que son los métodos clasicos de
reduccion de sistemas a forma triangular. Estdn basados en la anulaciéon de los
elementos bajo la diagonal principal de la matriz de coeficientes, mediante
combinaciones lineales elementales de las ecuaciones. En todos ellos se
observan dos fases:

M. Dolores Leris
Universidad de Zaragoza, Espana 36



1. En la primera se produce la eliminacién gaussiana de todos los elementos
subdiagonales: el método de Gauss trabaja con la matriz de coeficientes y
con el vector de términos independientes; y los métodos de factorizacion
(LU y de Cholesky, de Doolitle y de Crout) expresan la matriz de
coeficientes del sistema lineal como producto de una matriz triangular
inferior y una matriz triangular superior.

2. En la segunda fase hay que resolver un sistema triangular superior, en el
método de Gauss, o dos sistemas triangulares, en los métodos de
factorizacion mencionados.

No podemos dejar de mencionar el méfodo de Cramer de resolucion de
sistemas lineales. Recordemos que si Ax=b es un sistema de n ecuaciones
con n incognitas y con det AZ0, entonces la solucion del sistema puede

etA

obtenerse mediante la formula X; =%, i =1,...,n, donde A es la matriz

obtenida a partir de A sustituyendo la columna i-ésima por el vector b. Ahora

bien, el método de Cramer tiene un grave inconveniente: la gran cantidad de
operaciones necesarias. De hecho, este método no resiste la comparacién, en
términos de tiempo, con los métodos que hemos mencionado antes y, en la

practica, tan solo se usa para sistemas 2x2 y 3x3.

Finalmente, los métodos iterativos de resolucién de sistemas lineales
consisten en calcular una sucesion de vectores que converjan a la soluciéon del
sistema de partida. La forma de construir esos vectores da lugar a diferentes
métodos como el método de Jacobi o el de Gauss-Seidel, entre otros. El estudio
y desarrollo de esos métodos iterativos no es objetivo de este curso; ahora
bien, le indicamos al lector interesado que puede conseguir informacioén sobre
los mismos en los textos de Calculo Numérico.
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