Tema 13.
Espacios euclideos. Aproximaciones de Fourier

En los temas 11 y 12 hemos dedicado nuestro esfuerzo, primero, a
resolver y, luego, a enfocar con nitidez el problema de los sistemas lineales.
Hemos recibido ayuda de los espacios vectoriales y de las aplicaciones lineales.

Ahora bien, no podemos perder de vista que la Geometria, la fuente
inagotable de nuestra intuicion, es algo mas que vectores que se combinan de
acuerdo con unas leyes. Piense el lector por un momento que
etimologicamente la palabra Geometria significa «la ciencia de medir la
tierra», y nosotros hasta ahora no hemos medido nada. Parece, pues, que hay
que saber medir distancias. Pero no s6lo queremos medir distancias, queremos
medirlas en las mejores condiciones posibles, y eso se consigue cuando ademas
tenemos los angulos y la perpendicularidad, es decir, cuando disponemos de un
producto escalar; en definitiva, cuando nos movemos en un espacio euclideo.

Pero todo eso no es mas que una pequeiia vision de por donde vamos a
dirigir nuestros pasos en este tema. La pregunta clave es: ;cual o cuales son
los objetivos que nos proponemos en el estudio de los espacios euclideos? La
respuesta esta en el siguiente problema de optimizacion: en muy diferentes
contextos es necesario obtener las mejores aproximaciones. Precisemos este
problema. Por ejemplo, las ciencias experimentales necesitan resolver el
problema de ajustar una nube de datos a un modelo, con frecuencia, lineal, es
decir, el problema de buscar los parametros del modelo que mas se aproxima a
los datos. Otro ejemplo: los fendomenos periddicos se estudian con mas
facilidad si se expresan como suma de armoénicos o sinusoides y, por supuesto,
se buscan las sumas que mas se aproximen a la onda de partida.

Es preciso decir que, en este tema, vamos a manejar con la misma

intensidad los espacios R", de dimension finita, que los espacios de funciones,
de dimension infinita. Trataremos de conseguir que nuestra intuicion
geométrica nos indique cudl es el camino adecuado sin que ello nos atenace de
tal manera que nos impida comprender conceptos como el de ortogonalidad, de
proyeccion o de aproximaciones de Fourier en el importante espacio de las
funciones periddicas.
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13.1. Producto escalar. Norma, distancia y angulo

Producto escalar en espacios vectoriales reales

Definicion: Sea E un espacio vectorial sobre R. Un producto escalar en E
es una aplicacion del producto cartesiano EXE en R

ExEOL R
(uv) - u-v
que verifica las siguientes propiedades:
1. Simétrica o conmutativa: u.v=v.Uu, JuM] E
2. Lineal en la primera componente: Ju,v,WJ E, O] R se verifica
(U+v)ew=u-w+v.w y (tu)-v=t(u-v)
3. Definida positiva: u.uz20, OWl E;
ademas, U-u=0siy solosi u=0.
Como consecuencia de la conmutatividad y de la linealidad en la primera

componente, también es valida la linealidad en la segunda componente, es
decir: Ju,v,w1 E y OO R se verifica

u.(v+w)=u.v+u-w y u-(tv)=t(u-v)

Un espacio vectorial euclideo, o simplemente espacio euclideo, es un
espacio vectorial sobre R con un producto escalar.

El ejemplo mas conocido de espacio euclideo es R" con el producto
escalar estandar de dos vectores U= (Uy,Uy,...,U,) ¥ V=(Vy,Vy,.o,Vy):

Oy, O
S/ O
UsV = UV +UV, +o UV, =(u Uy, oo o )E2E=uly.
S
Notese que el producto escalar de los vectores Uy V es, en definitiva, el
producto de la matriz fila ut:(ul U, = un) por la matriz columna
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vector, como V, sea interpretado como una matriz lo pondremos en columna.
Como entrenamiento, le proponemos que escriba el producto escalar de los

vectores U=(L,2,-1,3) y v=(4,-1,-1,-1) en forma de producto de matrices de

V= Esperamos que el lector haya comprendido que siempre que un

NP
I

dos formas distintas y que obtenga su valor.

Vamos a considerar ahora un ejemplo tan importante como R" pero,
quizas, mas novedoso. Se trata del espacio vectorial $C(2m) de todas las
funciones de periodo 21 y continuas en [—7‘[, T} salvo a lo sumo en un
numero finito de puntos de discontinuidad de salto finito. Recordemos que las
operaciones de este espacio vectorial son la suma de funciones y el producto

por nameros reales que ya son conocidas. El paso de los vectores de R" con
un numero de componentes que se pueden contar a espacios vectoriales de
funciones, donde los vectores son funciones y sus componentes, las imagenes,
varian en un continuo obliga a sustituir, en la definicion de producto escalar,
sumas por integrales. Se define el producto escalar de dos funciones f y g de

2€(2m1) mediante
1 m
f.g=2 [ f(t)g(t) k.
T g

La comprobacion de que efectivamente se ha definido un producto escalar
consiste en comprobar que se verifican las propiedades exigidas a un producto
escalar en la definicion. Asi pues,

nmutatividad

1. Simétrica: f - g:%f;f(x)g(x)dx =§3 producmde%:%j_’;g(x) f(x)dx=g- f.

Umeros reales

2. Lineal en la primera componente:

(h+ 1) 0=~ [ (500 + ,(0)g(0e=

1 nm 1 ¢em
== [T 5(9g0ax+= [T 10090 dx =f-g+F, g
Ten mn

1 1 _
(kf).g_}‘[_nkf(x)g(x)dx_k_nj_nf(x)g(x)dx_k(f.g)_
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3. La linealidad en la segunda componente, como ya hemos mencionado, es
consecuencia de la linealidad en la primera y de la simetria o
conmutatividad del producto escalar.

4. Definida positiva:
1,7 2
fof== f(x)]“dx=0
s IRLCY y

f.f= EJ'N [f(x)]?dx=0 = f=0 en casi todos los puntos.
77)-1

Hay que observar que si en un mismo espacio vectorial se definen dos
productos escalares distintos, resultan dos espacios euclideos diferentes. Por
ello al hablar de un espacio euclideo ha de estar claro cual es el producto escalar
definido.

Longitud o norma de un vector

De la idea de producto escalar se deduce el siguiente concepto: la norma,
longitud o magnitud de un vector Uu.

Definicion: Sea E un espacio euclideo. Se define la norma o longitud de un
vector Ul E como la raiz cuadrada positiva de U- U.

Sabemos que U-U es siempre un numero real positivo y, por tanto, existe

la raiz cuadrada positiva ~vU-U, que es la norma construida a partir del
producto escalar:

|| :EO: R o
ull ||w Vu.u

Todo el mundo, al menos el mundo cientifico, acepta que la denominacion
de norma o de longitud de un vector se reserva a aquellas aplicaciones || || que

verifiquen tres propiedades basicas:
1. ||u||=0 para todo uOE; ||u]|=0 < u=0;
2. ||ku|=1|K| |[ul|, donde |K| indica el valor absoluto del nimero real k;

3. |u+v| <] jul[+||v| (desigualdad del triangulo), la lectura geométrica de esta

desigualdad dice: «la longitud de cada lado de un tridngulo es menor que la
suma de las longitudes de los otros dos ladosy.
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u+v

FIGURA 1: Relacion entre las longitudes de los lados de un tridngulo.

Los dos productos escalares que hemos definido en los ejemplos anteriores
conducen a sus respectivas normas:

1. La primera de ellas es la norma estandar en el espacio euclideo R":

lul=vuu=qfu? +u2 +... +u2.

. 1 .
2. También tenemos la norma ||f||:\/7_[_[_7;[f(x)]2dx en £€(2m) deducida
del producto escalar f.g= 1 In f(xX)g(x)dx.
T i

Destacamos por su importancia un tipo de vectores del espacio euclideo:
los vectores unitarios. Un vector U del espacio euclideo E se llama unitario si

|uf|=1. Por ejemplo, los vectores i, j, k de R® son los vectores unitarios a
lo largo de los ejes coordenados del espacio euclideo tridimensional.

Para construir un vector unitario U en la direccién de un vector dado

. : 1
v # 0 basta multiplicarlo por el inverso de su norma: U=-—V.

VIl
Ejercicio 1: En el espacio vectorial 536(27‘[) de la funciones periddicas de
periodo 27Ty continuas a trozos, considera las funciones resultado de extender
periodicamente f(X) =Xy g(x) = X2, X Of m, 7. Calcula su producto escalar,
asi como la norma de cada una de ellas.
En primer lugar, su producto escalar es

fog== [7 £(0g00dx == [ "xdx =0.
V1 Sl 7-n

En cuanto a sus normas, tenemos
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FIGURA 2: Gréfica de las extensiones periédicas de un segmento y de un arco de parabola.

Con el fin de practicar un poco mas con la idea de que el producto escalar
en el espacio euclideo R" se puede expresar en forma de producto de matrices,
resolvemos el siguiente ejercicio:

Ejercicio 2: A es una matriz cuadrada de orden n y ulR", comprobamos
que la longitud de Au es igual a la longitud de A'u siempre que AA' = A'A.

Por un lado, tenemos que
IAU[* = (Au)- (Au) = (Au)' (Au) = u'(A'Au) = u- (A'Au);
y por otro,
||Atu||2 = (A‘u)- (Atu) = (A‘u)t(A‘u) = u‘(AA‘u) =u. (AA‘u).
Por tanto, si AA' = A'A, entonces ||Au||2 :||Atu||2.

El objetivo del siguiente ejercicio es adquirir la habilidad en la utilizacion
de las propiedades basicas tanto del producto escalar como de la norma o
longitud.

Ejercicio 3: Sean u, v y w vectores de un espacio euclideo de los cuales
sabemos: U-V=2, Vv.Ww=-3, u-w=5, |u||=1, |[v|=2y ||w|=7.
a. Calculamos (u+V)-(v +w) aplicando las propiedades del producto escalar:
(U+ V)« (V+W) = (U-V) +{u-w) +Hv. V) Hv.w) =2 45 +2° H ) 8.
De modo analogo se obtiene el valor de la expresion (3u+2w).(2v -w),
cuyo calculo dejamos propuesto.
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b. Obtengamos las siguientes normas: |[u+Vv|, |[3w-u| y |[[2u-v+4w|. Tan
solo calculamos la primera, dejando al lector el célculo de las otras dos.
lu+ v =(u+v)- (u+v)=|[ul* +2u-v) Hv|[" 1% +4 42* 0 = fJu | B

Una vez conocida la idea de norma o longitud de un vector disponemos de
la herramienta que permite medir distancias; de hecho, la distancia entre Uy
V se define como el nimero real |u=Vv||y se escribe d(u,v)=|u-v|.

Claro que el lector puede preguntarse si ésta es una definicion «razonable
del concepto de distancia, es decir, la pregunta se puede precisar en los
siguientes términos: ;Qué propiedades se requieren para que el numero que
proponemos sea de verdad una distancia? La respuesta consiste, como siempre,
en la observacion de aquellas caracteristicas minimas comunes a lo que
entendemos intuitivamente como distancia en la geometria ordinaria.
Concretamente son: la distancia debe ser siempre un niimero real positivo, que
es cero solamente cuando los puntos coinciden; la distancia debe ser
independiente del orden en que éstos se consideren y, finalmente, debe
cumplirse la desigualdad del triangulo, que dice: d(u,v)< d(u,w)+d(w,v).

Angulo entre dos vectores de un espacio euclideo

Para introducir la nocion de angulo entre dos vectores de un espacio
vectorial euclideo necesitamos una poderosa herramienta, nos referimos a una
propiedad muy importante (equivalente a la desigualdad del triangulo) que
relaciona el producto escalar de dos vectores con sus longitudes. Dice asi:

Desigualdad de Cauchy-Schwarz: Para cualesquiera dos vectores Uy V de
un espacio euclideo E se verifica:

u-vI<[lullvi;
ademas la igualdad s6lo es valida cuando U es multiplo de v.

Demostracion:
Esta claro que si v es el vector nulo la igualdad es cierta:

u-0]=0=]uf 0]
Supongamos, pues, que VZ0 y consideremos el vector u—Kkv, donde el
u.v
VeV

escalar es k=
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Precisamente ese valor de k hace

que el vector kv =% sea el u-kv
VeV \
resultado de proyectar U sobre la recta
de direccion v, como se observa en la K
figura 3. Mas adelante, se justificara v
esta afirmacion. FIGURA 3: La idea geométrica de la eleccion

de kv.
Para el nimero real positivo (u—kv).(u—kv) se tiene lo siguiente:

0<(u-kv)-(u-kv)=u. u—k(u- v) = k(v u)+k2(v. V)=
=u.u- Z_UV+E/_EVV —u.u- (U )

de donde se deduce que
|u-v|” < (u- u) (v v),
que es lo que queriamos demostrar. O

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se deduce que podemos medir angulos
entre vectores de un espacio euclideo E. En efecto, de la desigualdad
u-v| .
[u-v|<|ull|lv|| se deduce que | <1, es decir, -1<
ufiv] ||U||||V||

definicion, el dngulo entre dos vectores Uy V no nulos es el tinico nimero 6
que verifica:

_ uly
JullvIF
A partir de ahi podemos escribir
uly =||ul| ||v||cos8,

expresion que concuerda con la forma en la que se define el producto escalar de
los vectores geométricos del plano y del espacio.

Recordamos como se calculan angulos entre vectores en el plano euclideo.
Si, por ejemplo, a=(25) y b=(4,-1) son vectores del plano euclideo,
respondemos a las siguientes preguntas: /cudl es el coseno del angulo entre a 'y
b?, y ;cuél es el 4ngulo entre a y el vector i=(10)?
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— Si a es el angulo entre a y b, Y
entonces a

a-b 3
a= = =0.135
lall [[b] ~29~17

— En cuanto al angulo 8 entre ay i,

a
una vez calculado X
2
COSﬁ = e = 03714, b
/29
obtenemos que FIGURA 4: Angulos entre los vectores del

plano euclideo del ejemplo.

B = arccos =1.2 radianes.

13.2. Ortogonalidad

Vectores ortogonales

En el espacio ordinario se dice que dos vectores geométricos son

. , . T
ortogonales o perpendiculares cuando el angulo a entre ellos es igual a 5
radianes, es decir, cuando su producto escalar es cero. Esta sencilla idea se
puede generalizar a un espacio euclideo cualquiera y definir el concepto de
vectores perpendiculares sin necesidad de mencionar el concepto de angulo,

usando tan solo el producto escalar.

Definicion: Dos vectores Uy V, no nulos, de un espacio euclideo E se dicen
perpendiculares u ortogonales si U.V =0. Escribiremos ullv.

Ejercicio 4: En el espacio euclideo R* nos preguntamos qué parejas de
vectores ortogonales entre si hay entre los siguientes vectores: V1=(l,2,2,—1),

v,=(4,04,0)y vy;=(1-1,-1-1).
Esperamos que el lector verifique sin vacilar que los vectores V, y Vg

forman la Unica pareja de vectores perpendiculares, pues son los dos Unicos
vectores cuyo producto escalar es cero.

En el ejercicio 2. habiamos averiguado que el producto escalar de las
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funciones resultado de extender periddicamente f(X)=x y g(x)= X2,
X D{- I, T] es cero. En consecuencia, ambas funciones son ortogonales para el

T

producto escalar f-.g -1 [ f(t)g(t) dt definido en 536(27‘[). La grafica de ambas
-

funciones en el intervalo [—7‘[, T] se muestra en la figura 5, pero no hay ningun

elemento que sugiera su ortogonalidad en el sentido geométrico.

7'[2

=TT
FIGURA5: Las funciones y=x e y = X2

Este ejemplo sirve de advertencia para que el lector se dé cuenta de los
prejuicios que tenemos para interpretar el concepto de ortogonalidad en un
espacio euclideo arbitrario. La intuicion geométrica de la nocidén de

ortogonalidad nos es util en los espacios R? y R®, pero se pierde al considerar
espacios euclideos generales.

El famoso teorema de Pitigoras de la geometria elemental es un criterio
para decidir la perpendicularidad de dos vectores U y V de un espacio euclideo
arbitrario en términos de las longitudes de cada uno de ellos. Dice lo siguiente:

«Los vectores Uy V son ortogonales si y sélo si ||u+v||2 =||u||2 +||V||2».

Para comprobar la veracidad de esta
afirmacion escribimos la siguiente cadena
de igualdades:

lu+v]*=(u+v)-(u+v)=
=u.u+2(u.v)+ve v =

=[lulf +vIF* +2(u-v),
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de la cual concluimos que
Jusvi® =u*+[v|® = u.v=0,

es decir, |u+v|®=||ulf* +|v[® = uDv.

Por ejemplo, hemos afirmado que los vectores V, =(4,0,4,0) y
Vg = (1, -1,-1, —1) del espacio euclideo R* son ortogonales, le pedimos al lector

que compruebe que verifican el teorema de Pitdgoras.

Vector ortogonal a un subespacio

Definicién: Consideramos un subespacio W del espacio euclideo E. Se dice
que un vector UL E es ortogonal a W si U es perpendicular a todos los
vectores de W, es decir, si u.-w =0 para todo w I W.

En la practica, para comprobar que un vector U es ortogonal a un
subespacio W no es necesario realizar infinitos productos escalares, uno para
cada uno de los infinitos vectores de W, sino que basta comprobar que los
productos escalares de u con cada uno de los vectores de una base o de un
sistema generador de W son nulos. Enunciamos esta propiedad a continuacion:

Propiedad: El vector U es ortogonal al subespacio W generado por el sistema
{Wl,...,Wk} siy solosi u-w, =0 para i =1,...,k.
Demostracion:

Esta claro que si U es ortogonal al subespacio W, entonces el producto
escalar de U por cualquier vector de W es O, en particular, u.w; =0 para

i=1...,k

Para comprobar el reciproco, tomamos un vector cualquiera w W y lo
escribimos como combinacion lineal del sistema generador {wj,...,w,}:

w=tw, +... +t, w, ; y finalmente calculamos el producto escalar de U por w:
u-w=t(u. wy)+... +t (u- w, ) =0,

que vale cero, como queriamos comprobar. O

Ejercicio 5: Calculamos todos los vectores que sean perpendiculares al

subespacio W de R* generado por los vectores u=(14,4,1) y v=(2938,2).

Se requiere determinar todos los vectores X =(X,Xp Xg,X,) tales que
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X-W =0 para todo wJW. Por la propiedad anterior, el problema se reduce a
calcular los vectores X que sean perpendiculares a los dos del sistema generador

. . u=0 . -
de W, es decir, a resolver el sistema @z v=o que escrito en forma matricial

Ox0
o 4 4 D(zD o0
(P 9 8

€S @ oo
%,—/

Las soluciones son precisamente el espacio nulo

de la matriz A. Una vez reducida esta matriz A a la forma escalonada:

U= % 4 4 1 se deduce que el espacio nulo de A estd generado por el

. o 0%
sistema 00 .
0 1
%ﬁﬁ 0

Por tanto, el conjunto de vectores ortogonales a W, o espacio nulo de la
matriz A, estd formado por los vectores s(-1,0,0,1)+t(-4,0,1,0), donde sy t
son numeros reales. Notese que este conjunto de vectores es un subespacio de
R*.

Ejercicio 6: Encuentra un vector ortogonal al espacio fila y un vector
A 2 10
ortogonal al espacio columna de A=% 4 30

6 40

a. Para localizar un vector (X, Y, Z) ortogonal al espacio fila basta exigir que ese

vector sea perpendicular a cada una de las filas de A, es decir, hay que
determinar una solucion del sistema homogéneo:

(b 2 10k0 CpO

AT 2 4 2l

En otras palabras, el espacio nulo de A es el subespacio ortogonal al espacio
fila de A.
La eliminacion gaussiana conduce al sistema equivalente
A 2 10xd 0o
Eg 0 1y EgH luego, el espacio nulo de la matriz A esta generado
0 OL ]
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G20

por el vector E 1%
000

En resumen, cuando el subespacio es W =%ila(A), con una base

formada por (1,2,1) y (0,0,1), entonces todos los vectores ortogonales a

W son los del subespacio nulo JN.(A), generado por (-2,1,0).

b. Ahora miramos el espacio columna de A: los vectores ortogonales al
espacio columna de A son los vectores (X,y,z) tales que

b 2 1D
(X y Z% 4 3H— O 0 O) que al trasponerlo, da lugar al sistema
6 4

(kO Lod M 2 30x0 00
lineal At%&@g es decir, [2 4 GD%% [DD, cuya expresion es la
(z0 000 3 40

habitual de los que ya hemos resuelto en otros temas y que nos informa de que

el espacio nulo de A' es el formado por todos los vectores ortogonales al
espacio columna de A. Al aplicar de nuevo la eliminacion gaussiana se llega

o 2 3gx0d o0
al sistema equivalente: U) 1 15%% [DD y, por tanto, el espacio nulo de

0 od
410
A' esta generado por el vector: E—l%
010

En resumen, si W =¢Col(A), con una base formada por (L 2,3) y (l3,4),
entonces su subespacio ortogonal es ./V,(At), generado por (-1, -1,1).

Ejercicio 7: En el espacio euclideo R® determina el subespacio formado por
todos los vectores perpendiculares al plano de ecuacion 2x+y-z=0. Lo

Ex =2t

mismo para la recta de ecuaciones paramétricas % =-t.
3t

a. La ecuaciéon que verifican las coordenadas de los vectores del plano
I'I={(x,y,z): 2x+y-z=0G puede expresarse en la forma equivalente
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Lk
(2 1 —1)@@20, en la que es facil leer que los vectores del plano I son

perpendiculares al subespacio generado por (2,1,—1).
Entonces el subespacio ortogonal a I es la recta {t(2,1,—1): tOR, véase
la figura 7.

=2t
b. En cuanto a los vectores perpendiculares a los de la recta L: % -t, nuestra

intuicién geométrica nos dice que ha de ser un plano y efectivamente asi es.
dot
Como los vectores de la recta L estan generados por V= (110 al escribir la

Ha

condicion de perpendicularidad: 2 -1 3@ =0 hemos averiguado la

ecuacion general 2x—-y+3z =0 del plano perpendicular a la recta L. Si
300

resolvemos esa ecuacion lineal, conseguimos la base [}=0 H% de ese
2

plano, es decir, del subespacio nulo de la matriz fila (2,-1,3).

Z Z
1
1
y=_1 1
1
1
\ 2x-4+32=0
3
- —Y
2
X

z=-1

FIGURA 7: Representacion de las figuras del ejercicio 7.
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13.3. Sistemas ortogonales: el sistema trigonométrico

Sistemas de vectores mutuamente ortogonales

Un conjunto S,={V1,V2,...,Vk} de vectores no nulos de un espacio

euclideo E se dice sistema o conjunto ortogonal si los vectores que lo integran
son ortogonales dos a dos, es decir, verifican:

vV, =0,sii#]j.
Si, ademads, los vectores V,,..., V, son unitarios, el sistema § se llama
conjunto ortonormal.

Por ejemplo, {i=(L10),j=(0L} es un sistema ortogonal en R?y también
lo es el sistema {u =(1,0,2,0),v=(2,3-1,0) ,w =(0,0,0,4)} en R%.

Los conjuntos ortogonales verifican la siguiente propiedad sobre la forma
de expresar los elementos que estan en el espacio por ellos generado.

Propiedad: Si S,={V1,V2,...,Vk} es un conjunto ortogonal, de vectores no

nulos, y U es un vector perteneciente al subespacio generado por S, entonces
U se expresa como combinacion lineal de los vectores de § de la siguiente
forma:

u-v u- v
U=V, +o. Vv, =—2v +. +—K v,

va v
Demostracion: Para determinar el primer coeficiente t;, se calcula el producto
escalar de cada miembro de la igualdad u =tv, +...+t,v, por el vector v,:

Uevy = (bvy +o +1vy )e vi St (Ve Vi) o (Ve Vi) = (Ve vy),
donde la ultima igualdad es cierta debido a la ortogonalidad de los vectores del
sistema §. Como consecuencia de lo anterior y de que v, # 0, deducimos que
_u-vy
t,=

L
va

Analogo razonamiento conduce a probar que los restantes coeficientes son
los que se han enunciado en la propiedad. O

M. Dolores Leris
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, u-v u.v
Los numeros t=—-= k

PERREY k_
v vl

Fourier de U respecto al conjunto ortogonal § ={V1,V2,...,Vk} .

se denominan coeficientes de

No es ningin descubrimiento que el vector nulo estd en cualquier
subespacio; en particular, estda en el subespacio generado por el sistema
ortogonal § = {Vl,vz,...,vk} , ¥ claro esta que ello obliga a que el vector nulo se

escriba como combinacion lineal de los elementos de S en la forma descrita en
la anterior propiedad, es decir,

0.v 0. v
— lV + k

- —2 1 e —2
V4l vl
En resumen, la unica forma de combinar los vectores de un sistema ortogonal
para producir el vector nulo es aquella en la que los coeficientes son nulos.

vV, =0v, +...Hv,.

Las lineas precedentes contienen la demostracion de la siguiente
propiedad.

Propiedad: En un espacio euclideo E, todo sistema ortogonal es linealmente
independiente. En particular, en un espacio euclideo E de dimension n, todo
sistema ortogonal que conste de N elementos es una base de E.

Definicion: Sea E un espacio euclideo de dimension n. Un sistema
ortonormal formado por n vectores se llama base ortonormal de E.

Sin duda alguna, las bases ortonormales mas conocidas son las que usamos
habitualmente en la geometria del plano y del espacio: las bases estandar. En
ambos casos, estamos habituados a representar las coordenadas de un vector
respecto a estas bases dibujando las proyecciones ortogonales sobre cada eje.
Merece nuestra atencion esa caracteristica geométrica que recordamos en la
figura 8, pues en breve estudiaremos las proyecciones ortogonales en cualquier
espacio euclideo y veremos que las coordenadas calculadas en la propiedad
anterior son precisamente los coeficientes de las proyecciones sobre cada
vector de la base ortogonal.

M. Dolores Leris
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FIGURA 8: Las coordenadas respecto a una base ortogonal son las proyecciones sobre cada eje.

Ejercicio 8: Considera la base ortonormal (compruébese) de R?® formada por
2 10 01 2 2

. _ 0 _ 1 o0 .
los vectores: u—%, 3 —:—SE, V_Hé’ 3 EHy W—%, —é, éH Escribe el
vector a=2i+3j +4k como una combinacion lineal de los vectores U, V'y w
(trata de usar dos métodos distintos).
El problema consiste en averiguar los valores de los coeficientes X, Yy z
que cumplen a=2i+3j +4k =xu +yv +zw.

a. Laigualdad a=2i+3j +4k =xu +yv +zw conduce al sistema lineal:
2
30020
= ;
%0 A
3
cuya solucion se puede obtener por el método de eliminacidon de Gauss.

b. Mucho mas facil es utilizar el hecho de que la base dada es ortonormal vy,
por tanto, los coeficientes se calculan directamente por las formulas:
X=a-.u, y=a-.v, z=a-w.
Se obtienen los siguientes valores: Xx=2, y=4y z=3, luego
a=2u+4v +3w.

oo o

Wik WIN WIN
|
WIN WIN Ik

El sistema trigonométrico

Vamos a considerar en este apartado el espacio euclideo 513(3(27'[) de todas

las funciones de periodo 27, continuas en [—7‘[, 7'] salvo a lo sumo en un
namero finito de puntos de discontinuidad de salto finito. El producto escalar

de este espacio euclideo es el que ya definimos anteriormente:

M. Dolores Leris
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17 . . [1gn )
f.g== [ f(t)g(t) dt y la norma deducida: ||f||—\;f-f—\/—J’ [f(t)] " dt.
-y Tl

Puesto que el producto escalar definido en :’I’,G(ZIT) exige el calculo de
integrales, recordamos algunas propiedades del Calculo integral de gran utilidad

en este contexto:
a. Si f es una funcioén periddica de periodo 27, entonces el valor de su

integral es el mismo en cualquier intervalo de amplitud 27T
a+2m

[f(hdt="[f(Hdt, 0a R.

-

a a
b. Si f es una funcién par, entonces: [ f(t)dt=2[f(t)dt, 0d] R.

-a 0

a
c. Si f es una funcion impar, entonces: [ f(t)dt=0, Odl R.
—-a
Los vectores mas destacados del espacio vectorial 5128(277) son las
funciones c(t) =cost, s(t)=sint y todas las de la forma Cn(t)=COS(nt) y

s,(t) =sin(nt) para n=1,2,3,...

n
Afirmamos que, con el producto escalar f.g= 1 [ f(Y)g(t) dt, el conjunto
-1

de funciones {l, cost,sint,cos2t,sin2t,...,cosnt,sin nl} es un sistema ortogonal

Y, ademads, tienen norma uno salvo la primera.

Vamos a comprobar la ortogonalidad de algunas de ellas:

a. La funcion constante 1 es ortogonal a las demas:
n n O sinntCF
1l.c, =1 | cosnt dt = (runcien pa) =E cosnt dt :E ﬂa =0;
- 0 n
17,
1. S == fsmnt dt = (funci6n impar) =0.
7-[—7'[

b. La funcioén ¢,(t) =cost es ortogonal a las demas:

— para cualquier valor de n: c,-S, = % I_’;costsin nt dt = funcisnimpar) =0;

M. Dolores Leris
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— y siempre que N#1:

m m
C,-C, = 1 | costcosnt dt = (funcion par) = gnj costcosnt dt

- 0

17 10 sin(n+Dt  sin(n-ntF
== [[|cos(n+t +cos(n -Dt| dt == - =0.
7T'£[ h ) s )] ITH n+1 n-1
c. La funcion s(t) =sint es ortogonal a las demas:
m
— para cualquier valor de n: s -C, :%_[sintcosnt dt = (funcisn impar) =0;
-
— y siempre que n#1:
1. . 27, .
S-S, =—ISIntSInntdtZ(funciénpar)Z— sintsinnt dt
r[—n 0
17 10 sin(n+Dt  sin(n-)tF
== [[cos(n+1)t —cos(n -Dt| dt == + =0.
IT'(E[ s ) s )] ITH n+1 n-1

Y asi sucesivamente.

Calculamos ahora las longitudes o normas de las funciones del sistema
trigonométrico {1, cost,sint,cos2t,sin2t,...,cosnt,sinng :

a. La norma de la funcién constante f(t) =1, Ot, es V2, puesto que
2 _ _ 1 m 2 _ 1 _
[F7=ff ==L Lf ) dt== 7 dt=2.

b. Para cualquier numero natural n, la norma de las funciones c,(t) =Cos(nt)
es

el =c,-c, = 711 [ cos® nt dt = (runcien pa) = Eﬂ [ cos® ntdt =

=711Ic7(1+cosznt)c|t=lD H”Zntﬂr _

1.

c. Para cualquier valor natural de n, la norma de las funciones §s,(t) =Sin(nt)
es

501 =5, -5, == % S it = unsong = > s’ ntct =

1 n, _10 sn2ntl _
_I_TIO @ cosZnt)dt——n% o =1.
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13.4. Matrices ortogonales

Fijamos nuestra atencion en el espacio euclideo R™ y en las matrices A,
de tamafio mxn, cuyas columnas forman sistemas ortogonales en R™. No se
trata de una idea caprichosa, todo lo contrario, a partir de ella conseguiremos
las matrices ortogonales, que juegan un papel importante en la
resolucion de sistemas lineales.

Si las columnas de una matriz A, de tamafo mxn, son ortogonales,
entonces el producto A'A es una matriz diagonal de orden n, siendo los
elementos diagonales el cuadrado de las longitudes de las columnas de A. Es
decir,

|:JClZ 0 o O
ol | O 0 , .
A=ét1 C, - Cnﬁ entonces A'A= |(1| C? 0 0O
SR {FETI:
anibnces

Como consecuencia, si las columnas de A son ortonormales,
A'A=I,.

Es muy importante que no pase desapercibido el siguiente hecho: «Una
matriz A, de tamafio mXn, cuyas columnas son ortogonales, debe tener un
numero de columnas menor o igual que el de filas: n<m». ;Sabe el lector por
qué hacemos esta afirmacion tan contundente? Si no consigue averiguarlo,
conviene que repase el apartado sobre sistemas ortogonales.

Definimos ya las matrices ortogonales.

Definicion: Una matriz A se dice orfogonal si es cuadrada y sus columnas son
ortonormales.

Propiedad: Una matriz cuadrada A es ortogonal siy sélo si A'/A=1,. En este
caso, no s6lo A'A=1,, sino que ademéas AA' =1,

Demostracion: S6lo necesita demostracion la igualdad AA' =1,

M. Dolores Leris
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Al ser n el rango de la matriz cuadrada A, ya que las n columnas de A son
linealmente independientes, también han de ser linealmente independientes las
n filas de A. En consecuencia, A tiene inversa y, como la inversa es Unica, esa

inversa debe ser A, la inversa a izquierdade A. O

Observaciones: Toda matriz ortogonal A tiene las siguientes caracteristicas:
1. A esinversible y la inversa A" es su traspuesta: A™" = A",
2. Las filas de A también son vectores ortonormales, pues también AA' =1 .

Como consecuencia de que las matrices ortogonales son inversibles y su
inversa es la traspuesta, los sistemas lineales Qx=Db cuya matriz de

coeficientes sea una matriz ortogonal son bien sencillos de resolver, pues la
solucion X =Q'b se consigue mediante una sencilla multiplicacion de la matriz
Q' por el vector de los términos independientes b.

Ejercicio 9: Encuentra una tercera columna de modo que la matriz
e 1 50
03 Y2 ‘[
Q=0%~ o0 ?0sea ortogonal, ;cudnta libertad hay para elegir esa tercera
lj/:l.3 -1 ,>|:|
Oz ~72 ‘U
columna? Verifica que las filas también son ortonormales.
ChO
a. La tercera columna @ﬁde Q debe cumplir las condiciones de ortogonalidad

y de longitud que se escriben en el siguiente sistema (no lineal):
Ota+Ltb+Llc=0

V3
Olta -L1c=0.
|:| N2 V2
a’+ b+ c’=1
a=L p=-2 =1
Hay dos soluciones: %_ ~% b _3' C= 1
V6 V6 <6
e 1 421
3 ~2 &[]
b. Es facil comprobar que las filas de Q= %13 0 —T-Tzegson ortonormales.
1 _1 1
O ~7 %0

M. Dolores Leris
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eyt

Ejercicio 10: Considera el sistema lineal 0 -2 14 x+2y-—>27=2.

O 7 X \%yJ’\%Z =3
a. La matriz de coeficientes Q es ortogonal. La comprobacion es directa, sin
dificultades.
b. Resuelve el sistema: la tnica solucion del sistema es

D— 3 2 _10 k=--2

QD(D g kO Q o «14 x%4 VMDD]-I:J 0 _ st14
o= EEH D/D E%H E-/GZ e . DE%B Ey]g
Voo a2t w/2 ¢~ 7a

Ejercicio 11: Comprueba que si A es una matriz ortogonal de orden n,
entonces
1. El producto escalar de dos vectores cualesquiera u,v [ R" no varia al
transformarlos en Au y Av, es decir, Au- Av=uU.V.

2. La longitud de un vector uJ R" no cambia al ser multiplicado por A, es
decir, ||Au|=]ul|.

En efecto,
— Primero el producto escalar:
Au. Av =(Au)' Av = ut(A‘Av) = (Aesortogona) = U'V = U- V.
— Ahora las longitudes:
” AU||2 =Au-Au = (apartado anterior) = U+ U :” U||2.

Las matrices ortogonales de orden dos, como las de orden tres, son
especialmente interesantes, pues describen las aplicaciones lineales del plano, o
del espacio, en si mismo que conservan longitudes y angulos (véase el ejercicio
11). En el siguiente ejercicio echamos una ojeada a las matrices ortogonales de
orden dos.

Ejercicio 12: Comprobemos que toda matriz ortogonal de orden 2 es
osa  —sina
sina cosa

la forma S=% _ggcon a’+b’ =

necesariamente de la forma G = Q siendo a un numero real, o de
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o . U :
Si exigimos que la matriz A= % ggsea ortogonal, debemos imponer que

Fac+bd =0
sus entradas verifiquen las siguientes condiciones: [Ca®+b”=1. De ellas, se
Fe?+d% =1
=tfa
deduce que [£=Fb y, en definitiva, que sélo hay dos tipos de matrices
Fa%+b% =1

ortogonales de orden dos:

: - -b osa  —sina , .
a. La primera es G = ) con @ numero real cualquiera,
a sina  cosa

que es la matriz asociada a la rotacion del plano de angulo a.
b. La segunda es S= % _g% con a’+b?=1 y describe una simetria

= bt
=@-at’

Gu Su

ortogonal. El eje de la simetria es la recta: @

FIGURA 9: Giro y simetria en el plano.

13.5. Proyecciones ortogonales

Proyeccion ortogonal sobre un vector

Sea E un espacio vectorial euclideo y U y Vv dos vectores de E distintos
de 0. La proyeccion ortogonal de U sobre Vv (a lo largo de V) es un vector kv

con la misma direccién que v de modo que u—Kv sea perpendicular a V.

M. Dolores Leris
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Calculemos el valor del coeficiente k de acuerdo con la condicion de

perpendicularidad exigida. De la siguiente cadena de equivalencias:
(u-kv)dv = (« kv).v=0 < u.v-k(v-v)=0 - k=Y
V.V

se deduce que el vector proyeccién ortogonal de U sobre V, que se denota por
p=Proy,u,es p=Kkv=

p

FIGURA 10: Proyeccion del vector u en la direccion de v .

Si ponemos N=u-p, es sencillo observar que: « U se descompone en la
suma de dos vectores ortogonales entre si: U=p+n, con p en la direccion de
V y n perpendicular a V».

En los dos ejercicios siguientes trabajamos en el espacio euclideo R" con
el producto escalar estandar.

Ejercicio 13: Considera los vectores a=(2,5) y b=(4,-1) del plano. Calcula
la proyeccion ortogonal de a sobre b.

El vector p=Proy,a, proyeccion de a sobre b, es
a-b 3 (42
=——b=—(4,-1) =,

p= (4.-1) H

lo* 17

Esta proyeccion nos da la siguiente informacion:

30
-~ (07-018)

— Por un lado, a se descompone en suma de dos vectores perpendiculares:

a=p+(@-p)=p+n, donde n= a—z 88E':li% 5.18).

— Por otro lado, la distancia minima de a a la recta de direccion b se alcanza

o sl
en Py s [a=pl =|n]|= | Fo +Fp =53
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Ejercicio 14: Sea F = ( ) un vector fuerza que mueve una masa puntual a lo
largo de la recta r: Dy t , donde tU R. Calculamos la proyeccion de F sobre
Fr=2t
la recta r.
El vector proyeccion de F sobre r lo llamamos T, entonces

Fv3 D36

”—”V—é %) B=006 1.2).

La descomposicion en suma de vectores ortogonales es
F=T+N=(0, 0.6, 1.2)+(1 0.4, -0.2).

FIGURA 11: A la izquierda, la proyeccién del vector a = (2,5) en la direcciéon de b = (4,-1) y,
a la derecha, la proyeccion de F =(1,1,1) sobre larecta r.

Proyeccion ortogonal de un vector sobre un subespacio de
dimension finita

Acabamos de ver que en un espacio euclideo E es posible expresar

cualquier vector U, distinto de O, como una suma de dos vectores ortogonales:
u=p+n,

donde p es la proyeccion sobre un vector vV#0 fijado de antemano. Ademas

. u.v
averiguamos que: p=——V y n=u-p.

2
vl

Ahora, en lugar de proyectar un vector sobre otro, veamos coémo podemos
proyectar un vector sobre un subespacio de dimension finita. Conseguiremos
ampliar facilmente las ideas estudiadas antes acerca de proyecciones sobre un
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vector si suponemos que podemos elegir una base ortogonal en el subespacio de
proyeccion. Esta hipotesis no supone ninguna pérdida de generalidad porque
siempre existe una base ortogonal en un espacio euclideo de dimension finita,
aunque quizas sea necesario trabajar un poco para conseguir una.

Suponemos que E es un espacio euclideo y que W es un subespacio de
dimension finita y $={w,,...,w,} una de sus bases ortogonales.

La proyeccion ortogonal del vector U sobre el subespacio W es el inico
vector pUW que verifica la condicion (u—p)DW. Esta condicion significa

que ha de verificarse (u—p)-w; =0, para i=1,...,k. Es decir,
0=[u—(tw, +... +tw, ) - w; =u- w; —t;(w;- w;),
de donde se deduce que los coeficientes o coordenadas de p respecto a la base

Ssont=——L = L,
Wi Wi wi

para i=1...,k. En resumen, el vector proyecciéon

de u sobre W que denotamos p = Proy,,u es

U-Wl U'Wk
p=—2w, +...+

l DR —Wk.
I Jwil”

el vector diferencia n=u-p se llama componente de U ortogonal a W.

Los numeros t; ='—Wi2
lwi ]

ortogonal § del subespacio W.

son los coeficientes de Fourier de u respecto de la base

De nuevo, hemos expresado un vector U cualquiera como suma de dos
vectores ortogonales: u=p+n, donde pW y n=u—-pIOW.

FIGURA 12: Proyeccién de un vector geométrico sobre un subespacio de dimensién finita.
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Ejercicio 15: Proyectamos el vector b=(0,0,3) sobre cada uno de los

2 1D i1 2 20 1 20
Al o iy s e
Como los tres vectores son de longitud uno:
Proy, b=p, =(b-a,)a, = (b‘al)al =(-Day,
Proy, b=p,=(b-a,)a, = (b‘az)a2 2a,,
Proy, b=p; =(b-as)a; = (b a?,)a3 2a,.

vectores

-

FIGURA 13: Proyeccion del vector geométrico b sobre cada uno de los vectores dados.

a. (Cual es la proyeccion de b sobre el plano 1 generado por &, y a,?
04 2 50
Al ser a, y a, ortogonales: Proy,b=p, +p, =(-Da, +2a, =E—— 3 §H

b. (Cual es la suma de las tres proyecciones unidimensionales?

La suma de las tres proyecciones ha de ser el vector b, pues {a,,a,,a3 es

una base de R*®. Comprobémoslo:
p,+P, +P; =8 +2a, +2a; =(0,0,3)=b.
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c. (Por qué P=a,a; +a,a, +a,a; es igual a la matriz identidad de orden tres?

Observemos que (ala{)b = ai(a{b) =ay(a,-b)=p, =Proy, b, y del mismo
modo los otros dos sumandos:
(azatz)b =p,=Proy, b y (a3a‘3)b =p; =Proy, b.
Por tanto,
Pb= (ala{ +a,a, +a3a‘3)b =aab+a,a,b +azazb =p, +p, +p; =b,

para todo b. En consecuencia, P=1,.

13.6. La aproximacion Optima de un vector a un subespacio
de dimension finita: las aproximaciones de Fourier

La aproximacion 6ptima a un subespacio de dimension finita

En la siguiente propiedad enunciamos y demostramos que la proyeccion
ortogonal de un vector sobre una recta resuelve el problema de determinar cual
es la minima distancia de ese vector a la recta.

Propiedad de la mejor aproximaciéon: En el espacio euclideo E
consideramos dos vectores U y V, este ultimo no nulo, entonces el vector p,

proyeccion ortogonal de U sobre Vv, verifica:
[u-p| <||u-tv]|, para todo escalar t;

es decir, p es el vector de la direccion de V que estd mas proximo a U.

Demostracion: Calculemos la longitud de u—-tv mediante el teorema de
Pitagoras, es decir, descompo-

niéndolo en suma de vectores

perpendiculares:

u-tv=(u-p)+(p-tv)=n+(p-tv),
H_J

Direccién v

donde nO(p- tv).
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En consceuencia, [[u=tv]? =[n|? +]p —tv| =|u —p|? 4p ~tv[ 3u -p|?
de donde se deduce lo que queriamos demostrar: p es el vector de la direccion
de vV mas cercanoa u. 0O

Del mismo modo que la proyeccion ortogonal sobre un vector conduce a
resolver el problema de la minima distancia de un vector a la recta generada
por otro, la proyeccion ortogonal sobre un subespacio resuelve un problema de
minimizar distancias que se enuncia con precision en la siguiente propiedad.

Propiedad de mejor aproximacion: Sea E un espacio vectorial euclideo y
W un subespacio de dimension finita.

La minima distancia de un vector ul] E al subespacio W es la longitud del
vector U—Proy,,U, es decir, de todos los vectores de W el mdas cercano a U es

Proyyu.
Simbolicamente se expresa asi, el vector Proy,, U es el inico de W que verifica
|u—=Proyul| <|[u-w|, para todo wOW.

Demostracion: Para simplificar la notacién escribimos p=Proy,u y
n=u-Proy,,U y recordamos que: u=p+n, donde n es perpendicular a W.
Sea wlOW, al igual que en el caso en que W era subespacio

unidimensional, expresamos el vector diferencia U—wW como suma de dos

vectores perpendiculares u—W:(u—p)+(p—W) y, por el teorema de

—
n

Pitagoras, tenemos
2 _ 2 2 2
[lu=wi*=[ju=p|[" +|p ~w[* 2||u =p["
es decir, ||u —ProyWu”2 <|lu —W||2.

Para comprobar que Proy,,U es el tinico vector de W en el que se alcanza
la minima distancia del vector ull E al subespacio W, suponemos que hay
otro vector de W, digamos V, que también verifica ||[u—v|<|u-w|, para
todo W W, el objetivo es deducir que necesariamente V =Proy,,u. Hemos

supuesto que la minima distancia de ull E al subespacio W admite dos
expresiones equivalentes: |u—V||=||u—Proy,ul|, le proponemos al lector que

utilice esa igualdad junto con la desigualdad triangular para deducir que
||v = Proy,,u|| =0, es decir, v ="Proy,,u. O
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El haber conseguido dar respuesta, en un espacio euclideo, al problema de
averiguar la mejor aproximacién de un vector a un subespacio de dimension
finita (problema de minimos cuadrados) tiene diferentes aplicaciones en
contextos muy diversos. Mencionamos dos.

En las ciencias experimentales surgen con cierta frecuencia sistemas
lineales Ax=Db, con mas ecuaciones que incognitas, que, en general, son
incompatibles debido a los errores en las mediciones; ahora bien, el problema
lineal ha de tener solucion, lo cual se consigue proponiendo como mejor
eleccion aquella en que los valores del vector de incognitas X sean los que
hacen que AX esté lo méas cerca posible de b.

Por otro lado, aproximar una funcién continua a trozos y peridodica
mediante polinomios trigonométricos es utilizado con frecuencia en los
campos de la Técnica en los que se necesita usar oscilaciones diferentes de las
sinusoidales.

Dedicamos mas esfuerzo al problema de las aproximaciones de Fourier en
el siguiente apartado de esta seccion y damos tan solo una ligera idea del
problema de minimos cuadrados aplicado a un sistema incompatible en el
siguiente ejercicio.

1
-Zv=0
X 3y

2

Ejercicio 16: EI sistema lineal X+§y =0 , de méas ecuaciones que

MOOOmHc
RPwidwIN

2
r-X+_-y=1
3 Sy

incognitas, es incompatible, es decir, el vector de términos independientes
Lo

b =§§no esta en el espacio columna de la matriz de coeficientes, es decir, no

020 G-10
esta en el plano generado por E %Ey % %% La cuestion es averiguar cudl es
O-%0 O %0

el vector del espacio columna mas proximo al vector de términos
independientes. La respuesta es el vector proyeccion de b sobre Cel(A).

Si denotamos mediante A la matriz de coeficientes, matriz de tamarfio
3% 2, se pide
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a. ;Cual es la proyeccion del vector de términos independientes b sobre el
espacio columna de A? Como las dos columnas de A son ortonormales, la
proyeccion requerida es

1 2 004 2 50
Pro b=(b. +(b.c,)c,=-=¢c, +=¢c, =, =, =
Y eat(A) ( C1)01 ( 2) 2 3C1 3“2 E_g 9 9%

b. (Cuales son los mejores valores que podriamos asignar a X e y? (mejores en
el sentido de que minimicen la distancia del término independiente al
espacio columna de A).

La mejor soluciéon es precisamente el vector proyeccion acabado de
obtener. Es decir, los mejores valores que podemos dar a las incognitas son

X——1 e _Z ues con ellos se obtiene el vector Dﬂ' g §Ddel espacio
373 P Hg g’ g’ P

columna de A mas cercano a b =(0,0,1).

FIGURA 15: Representacion del espacio columna de A, del
vector b y de su proyeccion sobre ese subespacio.

Como hemos dicho, este ultimo ejercicio no es mas que la descripcion, en
términos muy sencillos, del problema de construir una «solucion razonable» a
los sistemas lineales AX =b incompatibles. Aunque no vamos a dedicarnos a
estudiar el método de los minimos cuadrados, método que calcula el vector x
tal que la longitud de AX —Db sea minima, si queremos darle al lector una idea de

las etapas del camino que lleva a conseguir ese vector X.
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Primero, un vector X tal que la longitud de AX—b sea minima es solucioén

de A'Ax=A'b, llamado sistema de ecuaciones normales que, por cierto,
siempre es compatible.

Segundo, puede haber mas de un vector X en las condiciones anteriores; de
hecho, la unicidad de la solucion es equivalente a que las columnas de A sean
linealmente independientes. Por tanto, aparecen dos posibilidades: si las
columnas de A forman un sistema libre, entonces la «mejor solucion» del
sistema incompatible AXx=Db es la tnica solucion del sistema normal

A'Ax=A'b; y, en caso contrario, hay que elegir una de las miultiples

soluciones de A'Ax=A'D, el criterio de eleccion suele variar segin el

contexto, pero podemos apuntar que uno de los mas cominmente utilizados es
elegir aquella solucion que tenga la longitud mas pequeia.

Las aproximaciones de Fourier de funciones periddicas

Supongamos que f estd en el espacio euclideo 513(3(27'[) de todas las
funciones perioddicas de periodo 27T, continuas en [—7T, 7'} salvo a lo sumo en
un numero finito de puntos de discontinuidad de salto finito.

Recuérdese que el producto escalar definido en el espacio euclideo 536(27‘[)

T
es f. g=1 [ f(t)g(t)dt y que, con ese producto escalar, el sistema trigono-
-7

métrico § ={1,cost,sint,cos2t,sin2t,...,cosnt,sinn es un sistema ortogonal

formado por funciones de norma uno salvo la primera cuya norma es 2.

El sistema trigonométrico § genera el subespacio de .93@(27‘1) formado por
los llamados polinomios trigonométricos de orden n, es decir, por las
funciones de la forma:

P, (1) =%+(aicost +b sint) +(a,cos2t +b,sin2t)+...... +(a, cosnt +b, sinnt).

El teorema de la aproximacion optima aplicado al espacio euclideo
3?@(27’[) y al sistema ortogonal descrito en las lineas anteriores dice: «FE/

polinomio trigonométrico de orden N que mds se aproxima a f es la suma
de las proyecciones de T sobre cada una de las funciones del sistema
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ortogonal S ={l,COSt,Sint,COSZ'[,SiI’IZ'[,...,Cosnt,sinm} ». Dicho polinomio se
llama aproximacion de Fourier de f de orden ny es

F,(t) = %, a,cost+b sint +a,cos2t +h,sin2t +... ... +a, cosnt o, sinnt =
2 armonico defrecuencial ~ armonico defrecuencia 2 arménico defrecuencian
n U g
=%+Zu%akcoskt +h<sinkt5
k=1

armonico de frecuencia k U

que, como se observa, es un polinomio trigonométrico de orden n, suma de
armonicos de frecuencias 1, 2,..., n.

Sus coeficientes, que se llaman coeficientes de Fourier de f, se calculan

f-9

> de los coeficientes de la proyeccion

aplicando la foérmula Proy f =

ortogonal. Resultan las siguientes expresiones:

a,=f-1=2 [ f(t)ct;
TT_n

a=f.c =1 [ f(t)costd, b=f.5=1[f(t)sntd,
7'[_71 7T_7-[
a,=f.c, =2 [ f(t)cos2te, b,=f.s,=2 [ f(t)sn2tct,
T[—r[ n—n
y, en general,a, = f.c, == [ f(t)cosntdt, b,=f.s,==[ f(t)sinntdt.
n—r[ n—ﬂ

El polinomio trigonométrico F,(t) aproxima a f mejor que cualquier otro
polinomio trigonométrico de orden n, en el sentido de que ||f —F,| es la mas
pequeiia posible: ||f —F, | <|/f-p,
de orden n.

, para todo p, polinomio trigonométrico

La serie de Fourier de f es la suma infinita de todas las proyecciones:
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Una observacioén antes de abordar un ejemplo. Las aproximaciones de
Fourier admiten otra expresion trigonométrica equivalente, que consiste en
expresar cada armonico en la forma alternativa

a, coskt +b sinkt = A sin(kt +¢, ),
lo cual nos lleva a escribir la proyeccién o aproximacion de Fourier asi:
D

F(t)——+zaAksm (kt+¢,) %

monico defrecuenciak
Ejercicio 17: Consideremos el espacio euclideo :73@(27'[) y obtengamos la
proyeccion, y, por tanto, los coeficientes de Fourier, de la extension periddica

de E(t)= 0, st ~7<t<0 Sobre cada una de las funciones del sistema
V, si0O<st<rr

ortogonal § ={c,(t) =1,¢,(t) =cost, 5(t) =sint,c,(t) =cos2t,s,(t) =sin24 .
a. La proyeccion de E(t) sobre cy(t) es la funcion

Vdt
0 o()—I o) =

s

H oH L

po()_

. \ . , .
Asi pues, > es la funcidn constante mas proxima a E(t).

FIGURA 16: La linea discontinua representa el polinomio
trigonométrico de orden cero de la onda rectangular.

b. La proyeccion de E(t) sobre ¢ (t) es la funcion

_ J'OHV costdt 0 B
() =—=2 cost =740~ " " cost =~ cost =0,

ClH J'_Z cos? tdt

es decir, ambas funciones son perpendiculares y, por eso, la proyeccion es la
funcién nula.

M. Dolores Leris
Universidad de Zaragoza, Espana 34



c. La proyeccion de E(t) sobre s(t) es la funcion

1 (Mg
E.s i sintdt _ )
o (t) = Slzsmtznj’on sint =27 sint =2 sint,
By L[ sin” 1 m
T)-m
En este caso, el multiplo de s(t) =sint mas proximo a E(t) es la funcion
AV
—gint.
T

d. Del mismo modo, se obtienen
las proyecciones de E(t) sobre
c,(t) =cos2t y sobre = _ :
S,(t) =sin2t y resultan ser cero. Y ) roY

La suma de todas las L s \
proyecciones calculadas es el v ’ v
polinomio o aproximacion de
Fourier de E(t) de orden dos:

F (1) =\1 +21§nt.
2 I

Ejercicio 18: Calcula la norma o longitud de la funcion E(t) del ejercicio

anterior. ;Cual es la longitud de cada una de sus proyecciones? ;y la de la
suma?

— Sobre la norma o longitud de la funcion E(t):
IE®F=E®-E@) =2 [V2di=v? 0 |Et# V.
T

— La longitud de cada una de sus proyecciones:

2_ v v_1["v? _Vv? Y
=——.—== —dt=— 0O —:
=t ted Yl 0 jat
Ipf=0:
. 11"Dv . w1l .., . v ., DvO
[l o —}ﬁ[]_ﬁ?sntgdt—%—ng—rl_nsn tdt=p— | sint|"=g—=H
2V
0 Jag 2.

Notese que la longitud de @, es precisamente su amplitud.
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— La longitud de la suma de las tres proyecciones se obtiene facilmente usando
el hecho de que los tres sumandos son ortogonales entre si y que, por el
teorema de Pitadgoras:

vi  Dvid
e Y e R e =5 *O+E

1 4
en definitiva, || po+ py+aq | =] o oI e | =V 5+

En caso de que el orden de la aproximaciéon de Fourier fuera n, entonces

2 2 < 2 VZ <
tendriamos ||F, ||”=| po [ + Zqu [ - Z %%
k=1 k=1

Kimpar K impar

— Por ultimo, averigiiemos la relacion entre las amplitudes o normas de cada
armonico y la de la funcién total:

V

IEFP %
Hmu_%§_4 405
5= == =0.4053 =40.53%,
|[EP” VZ m
o
las )’ _ et _ 4 0
=37 Ton =0.045 =4.5%, etc.
[EF v

Ejercicio 19: En el espacio de la funciones periddicas, de periodo 2m, y
continuas a trozos con el producto escalar f. g=1-[7;f(x)g(x) dx, se
-

considera el sistema trigonométrico §={1,cost,sint,cos2t,sin2} . Para la
funcion | (t)=t, t D-( I, T], se pide:

a) (Cual es la norma de 1(t)?

noP=x ]thdt=gn2 O ||1(t n\ﬁ 2'565.
I/ 3 3
b) Calcula el trabajo realizado por la corriente de intensidad I(t) al pasar por

m
una resistencia de R ohmios, W = RI[I (t)] 2dt, y comparalo con la norma

-1
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obtenida en el apartado a):
A b
W =R|[1 (1] °dt =R t2dt = Rr] 1 (1) =§Rn3.
- -

¢) Calcula el polinomio trigonométrico de orden dos
F, (1) =%+aicost +b sint +a, cos2t +b, sin2t
que mas se aproxima a |(t).

1 m
=— Itdt = (funcidn impar) =O,
=
17
a=— ItCOSt dt= (funcién impar) :0,
17 27
bl :7—_[_J;Tt5|nt dt= (funcion par) :—n_g tsintdt= 2,
l m
a, =— ItCOSZt dt= (funcion impar) =0,
-

17 . 27T .
b2=— ItSlnztdt=(funciénpar)=—ftsn2tdt=—1.
T T,

-1

Por tanto, F,(t)=2sint-sin2t.

FIGURA 18: Gréfica conjunta de la onda en diente de sierra 'y de

su aproximacién de Fourier de orden dos.

d) Averigua el trabajo realizado por la parte constante, por el primer armoénico
y por el segundo, ;cudl es el trabajo realizado por F,(t)?

— El primer armonico realiza el trabajo:

T
W, = R[[2sinf] “dt = Rr] 2sint||* =4 1R,

-

que, comparado con el trabajo total de la onda V—V=ﬂ=£ =0.6079,

significa que el primer armonico realiza casi el 61% del trabajo total.
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— En cuanto al trabajo del segundo armonico:

n
W, = R[[-sin2{] *dt = Rr| -sin2t|* = 7R,
. W. . . .
se tiene que —= =——=— =0.1520, es decir, que el segundo armoénico

realiza aproximadamente el 15'2% del trabajo total.

— El trabajo realizado por F,(t) =2sint-sin2t es

(Teorema de Pitégoras)
1
T=R[ [2sint -sin2{] *dt = R m|2sint|* + 7| ~sin2t]] =

=W, +W, =57R.
En definitiva, el trabajo realizado por los dos primeros armonicos es la
suma del realizado por cada uno de ellos y eso supone que la
aproximacion F,(t) =2sint—sin2t realiza casi el 76'2% del trabajo total
de la onda en diente de sierra.

13.7. Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

La ultima etapa del camino consiste en aprender a construir bases
ortonormales, clave en la construccion de las proyecciones ortogonales, pues
hasta ahora nos hemos limitado a mostrarlas como datos en cada problema. El
método que nos ocupa en esta seccion «convierte» una base cualquiera en una
base ortonormal; por eso lleva el nombre de proceso de ortogonalizacion,
ademds se afaden los nombres de los dos matematicos que lo inventaron:
Gram y Schmidt.

La verdad es que el proceso no contiene ninguna novedad y es posible que
el lector enseguida vea en ¢él una repeticion de las ideas desarrolladas en el
estudio de las proyecciones ortogonales. Describamoslo sin mas demora.

Sea E un espacio euclideo y W un subespacio de dimensiéon finita.
Consideremos una base {W,...,w,} cualquiera de W. El procedimiento de

ortogonalizacion de Gram-Schmidt consiste en ir reemplazando gradualmente
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los vectores W;,..., W, por los vectores ortogonales U,,..., U, de modo que
sean una base.

Pasol: Mantenemos el mismo primer vector U; =W,. Se cumple:

* U, genera el mismo subespacio que W;.

Paso 2: Reemplazamos el segundo vector W, por su componente ortogonal al
subespacio generado por Uy, es decir,
W, u
—w o Uy
U, =W, Sty
ue
Se cumple:
* U, y U, generan el mismo subespacio que W; y W.,;

* U,y U, son ortogonales.

Paso 3: Reemplazamos el tercer vector W, por su componente ortogonal al
subespacio generado por U; y U,:
W3- U Ws- Uy
a 2 1 2 U
lu luz |

us 3 2

Se cumple:
U, U, y Uz generan el mismo subespacio que W,, W, y Wy;

U, U, y Uy son ortogonales.
Y asi sucesivamente, hasta el k-ésimo vector.

Paso k: Reemplazamos el k-ésimo vector w, por su componente ortogonal

respecto al subespacio generado por U,,..., Uy_;:
_ Wi Uy Wi+ Uy Wie Uy
U, =W, — S Uy — Uy . StUpg-
lu U e
Se cumple:
u, ..., U, generan el mismo subespacio que Wy, ..., W,;
* U, ..., U, son ortogonales entre si.

Finalmente, si deseamos obtener una base ortonormal, tan solo es
necesario que normalicemos los vectores Uj,..., U, construidos.
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Ejercicio 18: ;Qué multiplo de al=%§ debemos restar de a2=%§ para

obtener un vector ortogonal a a;?

Se pregunta por el segundo paso del proceso de
ortogonalizacion y la respuesta es

n=a, —ﬁ;F & =%§'2§§: @'3@

, a
Observar que {a,,1} es una base ortogonal del .
FIGURA 19: Primer paso del
plano. proceso de Gram-Schmidit.

Ejercicio 19: Aplicar el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt a los

U ) KN
vectores a= %E b= %ﬁy c= %ﬁ
o0
El primer vector: u,=a= %E
u=a
el segundo vector: 17°A

,=b-Proy, b=b -2 o eRE s g
ST %H 1@% %H

y el tercero: K
uz =c—Proy, c-Proy, c=

Q0 O O &0
=C- ¢ ul c u2 FIGURA 20: Proceso de Gram-~
||u1||2 “ ” 2” %H @H %H %H Schmidt en el espacio.
Ejercicio 20: Construye la proyeccion ortogonal del vector b= (1,0,1) sobre el
subespacio generado por los vectores del sistema § ={(1,1,0) ,(0,1,1} .
Necesitamos una base ortogonal del subespacio generado por S:
1.° Mantenemos el mismo primer vector U, = (11 0)

2.° Reemplazamos el segundo vector (0,1,1) por su componente ortogonal
respecto al subespacio generado Uj:
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(010w, 1

u, =(0,11)- u, =(0,11)- > (1L10)=(-1.1.0).

u - U,

La proyeccion ortogonal de b= (1,0,1) sobre el subespacio generado por § es:

_ b bfw, _1 Lr11)_(121
Proys=1 U+ =5, =510+ 52 (-5.3.9)=(3.5.4)-

2 2 22’
™ ue]

Ejercicio 21: Calcula el cuarto polinomio de Legendre, es decir, un polinomio

de grado tres y ortogonal al sistema @, X, X —%H segun el producto escalar

piar = PxA(eK.

Podemos resolver el problema de dos formas distintas. O bien buscamos un
polinomio cubico p(x) =a+bx+cx® +dx® resolviendo las tres ecuaciones de
H  p()-1=0 1
la perpendicularidad [ p(x)- x=0, o bien observamos que @. X, X ——@ es
B o150 3
un sistema ortogonal y calculamos la componente ortogonal del polinomio
p(x) = x3 respecto al subespacio de los polinomios de grado no superior a dos.

1
Por este segundo método, una vez probado que H,X, Xz—gﬁ es un

conjunto ortogonal (tarea que dejamos al lector), deducimos que el tercer
polinomio de Legendre es

_x3.11_x3. xx_x3-(xz—§)(xg_;) 3

=x3-3x.
2 2 2 3 5
B E ey

q(x) =x
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