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En este tema se presenta un tipo de problemas formalmente similares a los
problemas de programacion lineal, ya que en su descripcion sélo se establecen
expresiones lineales. Sin embargo no responden a problemas lineales ya que
algunas (o todas) las variables del problema toman valores que no estan en un
conjunto continuo. Por ejemplo, pueden ser variables que toman valores 0 o 1
(binarias), o variables que toman valores enteros no negativos (0,1,2,...), etc.
Tras introducir el tipo de problemas se dedica un importante apartado para
presentar las posibilidades de modelado que esta herramienta proporciona:
problemas binarios, problemas de carga fija, problemas con restricciones con-
dicionales o con dicotomias, etc. Tras dedicar una parte importante del tema
a presentar estas herramientas de modelado y a plantear numerosos proble-
mas con ellas se procede a mostrar dos métodos de resolucién. Uno de ellos
dedicado a problemas en los que todas las variables son binarias y otro para
problemas generales. Ambos métodos tienen en comun que desarrollan un
proceso de enumeracién que permite comprobar explicita o implicitamente
todas las soluciones del problema hasta encontrar la 6ptima, y entran dentro
del tipo de métodos de ramificacién y acotacion.
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1. Introduccidn

Con el término Programacion lineal entera, (PLE), nos referiremos al siguiente tipo
de problemas: problemas que formalmente son problemas de programacién lineal, méx /
min Z = Az = b,x > 0 pero en los que algunas variables estdn restringidas a tomar
valores enteros.

Por ejemplo, x1 > 0, 25 > 0 y entera, X3 € {0, 1}, z; una variable como las que hemos
manejado hasta ahora, x5 una variable entera no negativa y xs una variable binaria, que
toma tunicamente dos valores, 0 6 1.

Como veremos en los apartado siguientes los problemas de programacion lineal entera
nos van a permitir modelar muchas mas situaciones que la programacion lineal, pero a
cambio la resolucion de los problemas serda mucho més costosa, presenteran, en general,
un costo computacional mucho mas elevado que el de la programacién lineal.

La causa de este incremento de costo computacional se debe a que se pierde la deseable
propiedad existente en los problemas de programacion lineal de que al menos una solucién
optima del problema se encuentra en un punto extremo. En estos problemas los conjuntos
ya no tienen que ser conexos (pueden estar definidos a trozos) y mucho menos convexos
con lo que la idea de punto extremo tal y como la hemos definido desaparece. De todos
modos, para su resolucién aun podremos utilizar técnicas basadas en el simplex.

En el apartado 2 presentaremos diversas situaciones generales que pueden ser mode-
ladas mediante PLE y después en el apartado 3 mostraremos dos técnicas de resolucion,
una para el caso en que todas las variables del problema son binarias (Problemas de pro-
gramacioén lineal binaria) y otro para problemas con solo variables enteras (PLE puros)
o con variables continuas y enteras (PLE mixto).

2. Aplicaciones de la programacion lineal entera (PLE)

Variables 0-1. Problema de inversiones

Las variables binarias z; € {0,1} pueden utilizarse para modelar situaciones en las
que se decide si una accién se realiza, x; = 1, o si no se realiza, z; = 0. Un ejemplo tipico
de utilizacion de este tipo de variables es el problema de inversiones, a continuacion se
muestra una de sus versiones mas simplificadas.
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Un inversor dispone de una cantidad b para invertir en n posibles proyectos/acciones.
Cada posible accién tiene un costo de a; unidades monetarias y un beneficio posterior
de c¢; unidades monetarias. El inversor debe decidir que inversiones realizar con objeto
de méaximizar el beneficio total.

Para este problema se definen variables x; que toman valor 1 cuando se invierte en el
proyecto j y valor 0 cuando no se invierte, con estas variables el problema queda en la
forma siguiente:

max Z = &1+ Ty + ...+ c,x,
S. a: a1x1 + a9y + ...+ apnx, < b
LC]' € {0,1},]: 1,...,’)’L

Este problema bésico puede modificarse incorporando el hecho de que las inversiones
no sean de un solo periodo de tiempo sino que deban realizarse durante varios periodos de
tiempo, en cada uno de los cuales se dispone de una cantidad b; de unidades monetarias.
También puede modificarse mediante la incorporacion de condiciones y restricciones en
las inversiones, por ejemplo:

= Siinvierto en el proyecto ¢ entonces debo invertir en el proyecto j. Dicha condicién
responde a la ecuacién

puede observarse que si z; = 1 entonces queda 1 < z; con lo que x; debe tomar
valor 1y si z; = 0 entonces queda 0 < x; con lo que x; no esta restringida y puede
tomar cualquiera de los dos posibles valores 0 6 1.

= Si invierto en el proyecto ¢ y en el proyecto j entonces debo invertir en el proyecto
k. Dicha condicién responde a la ecuacion

En este casisi z; = x; = 1 la ecuacién queda 2 < 1+xy, con lo que zj, estd obligada
a tomar valor 1 y en cualquier otro caso obtenemos 0 < 1+ x; 01 <1+ x; que
no restringen a xy.

= Si invierto en el proyecto ¢ o en el proyecto j entonces debo invertir en el proyecto
k. Dicha condicion responde a la ecuacion

Ii+l’j S 2$k

En este casi si ; = 1 o ; = 1 la ecuaciéon queda 1 < 2x;, que obliga a que x
tome valor (xz > 0,5 = x; = 1), si ambas toman valor 1 entonces queda = > 1y
si ambas toman valor 0 x; queda libre pudiendo tomar valor 0 o 1.
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A partir de estas tres situaciones se pueden generar muchas otras, por ejemplo: si
invierto en el proyecto ¢ entonces no puedo invertir en el proyecto j. En términos de las
variables estamos diciendo que si x; = 1 entonces z; = 0 que podriamos escribir que si
x; = 1 entonces y; = 1 — x; = 1, es decir si invierto en el proyecto 7 entonces inverto
en un nuevo proyecto j'. Esto ya lo sabemos escribir z; < y; que sustituyendo queda

Por tanto si en lugar de aparecer invertir aparece “no invertir” basta con buscar la
restriccion que tiene la misma forma y cambiar en donde aparece la variable por su valor
complementario, 1 — .

Veamos otro ejemplo, si invierto en ¢ y no invierto en j entonces tengo que invertir en
k. En este caso tomariamos como referencia la condicién “si invierto en i y en j entonces
inverto en k” y en donde aparece la variable x; ponemos su complementaria 1 — x;,
quedando la ecuacién

Otras posibles modificaciones son que en lugar de ser una o varias las que obligan a
que ocurra algo sobre otra, es una sola la que obliga a que se haga algo con otras, por
ejemplo. Si invierto en x; entonces tengo que invertir en z; y en xy.

Esta situacién puede reducirse a una de las anteriores sin mas que tener en cuenta
que la proposicion A = B es equivalente a la proposiciéon No B = No A. Es decir la
proposicién anterior es equivalente a “Si no invierto en j o no invierto en k entonces no
inverto en 1”.

Para modelar esta tltima proposicién tomamos la proposicion “si invierto en j o en
k entonces invierto en i” (vista anteriormente) y realizamos la operacién realizada en el
ejemplo anterior. En todas las expresiones que aparece “no invertir’” complementamos a
1 la variable, obteniendo:

(I—z)+ (1 —ap) <2(1—2x;) o xj+ap >y

Problema de carga fija

Bajo este epigrafe se modelan situaciones en las que hay un costo asociado a una
accion y que no depende del niimero de veces que esta se realice, hay que contabilizar el
costo una vez en el momento en el que algo ocurra.

Por ejemplo, suponer que estamos planificando la producciéon de un producto y ne-
cesitamos comprar una maquina especial para ello. En este problema tendremos unos
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costos asociados a elaborar los productos y que tomara la forma habitual c;z; y luego
aparece otro costo que es el de comprar la méquina y el cual s6lo hay que contabilizarlo
si se decide elaborar dichos productos y ademas sélo se cuenta una vez, se elaboren 1
unidad de producto o 1000 unidades.

Veamos uns sencillo ejemplo. Una empresa se dedica a la elaboracién de tres tipos de
camisetas, (', Cy y C3. Para dicha elaboracion se utilizan horas de trabajo, metros de
tela y tres maquinas especificas (cada una para un tipo de camiseta). Dichas maquinas
no son de su propiedad por lo que deben alquilarlas, en la tabla siguiente se muestran la
disponibilidad diaria de horas de trabajo, metros de tela, costo de elaboracién por tipo de
camiseta, precio de venta de cada camiseta y el costo diario de alquiler de las maquinas
(una méquina se alquilard si se deciden elaborar unidades del tipo de camisetas que la
requieren). Con dicha informacién hay que plantear un modelo de programacion lineal
entera cuya resolucién proporcione el plan de produccién de maximo beneficio.

Camiseta 1 Camiseta 2 Camiseta 3 Disponibilidad

Horas 3 2 6 150
Metros 4 3 4 160
Costo de produccion 6 4 8

Precio de venta 12 8 15

Costo de alquiler de maquina 200 150 100

Para plantear dicho problema en primer lugar se definen variables z;, j = 1,2,3 que
representan el nimero de camisetas de cada tipo elaboradas, una primera versién del
problema es:

mazr Z = (12— 6)z1 + (8 —4)zy + (15 — 8)z3
S. a: 3r1 + 2x9 + 623 < 150

41’1 + 3$2 + 4373 S 160

T1,T9,x3 > 0y enteras

Pero en este planteamiento no se tiene en cuenta el costo del alquiler, para ello se
definen tres variables binarias y;, j = 1,2,3 , de tal forma que y; toma valor 1 si se
eleboran camisetas de tipo j, es decir si ; > 0 y por tanto hay que alquilar la maquina
correspondiente. La variable y; toma valor cero en caso contrario.

De esta forma la funcion objetivo se puede escribir en la forma

max Z = (12 — 6)xy + (8 — 4)xg + (15 — 8)x3 — 200y; — 150y — 100y
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Ahora hay que garantizar que las variables y; se comporten adecuadamente, para ello se
introducen las siguientes restricciones:

vy < My
xo < Moy
r3 < M3ys
Y1, Y2, ys € {0,1}

donde M, representa una cantidad grande que no pueda ser superada por ningun
valor de z;. Se puede observar que si z; > 0 entonces para que se cumpla la restriccién
correspondiente debe tenerse que y; = 1. Por otro lado si #; = 0 entonces y; podria
tomar cualquier valor 0 6 1, pero como estamos maximizando e y; tiene costo negativo
entonces el propio algoritmo en el proceso de resolucion le asignara valor 0.

En general una restriccion de carga fija aparece cuando existe una cierta variable y con
costo ¢, > 0 (para problemas de minimo) que debe tomar valor 1 6 0 dependiendo de si
alguna de las variables x1, 25, ..., xs (de un cierto conjunto) toma valores estrictamente
positivos. Por ejemplo, si alguna de las variables zq,...,x, toma valor entonces una
cierta varible y de costo ¢, > 0 debe tomar valor 1.

r1+ro+...+x, < My

donde M es una cota superior del maximo valor posible de xy + x5 + ...+ z,. Si alguna
de las variables 2’s toma valor positivo obliga a que y sea 1.

Dicotomias y restricciones condicionales

Las dicotomias son parejas de restricciones de las cuales al menos una de ellas debe
verificarse, es decir son restricciones del tipo:

se cumple que x1 + x9 < 25 0 se cumple que x1 + x3 > 7 0 se cumplen ambas

La forma de escribir una dicotomia siempre va a ser igual. Supongamos que tenemos la
dicotomia
flz1, 29, ... 2,) <06 g(xy,29,...2,) <0

Definiremos una variable binaria auxiliar y € {0, 1} y sustituiremos la expresién anterior
por las siguientes dos restricciones:

fy
g(1—y)

f(l'l,l'g, e ,Z‘n)
g(x1, 29, ..., 1p)

VARVAN

donde f y g son cotas superior de f(z) y g(z) respectivamente. Se puede ver que si
= 0 entonces tenemos
flxy, 20, .., 2p)
9(T1, 29, .. ., xy)

VARIVAN
< o
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que obliga a cumplir la primera restriccion y si y = 1 entonces tenemos

)< f
) <0

f<x17x27"'7'rn
g($17$2a sy Ty

IAIA

que obliga a cumplir la segunda restricciéon. En ambos casos la restriccién que no
esta obligada podra cumplirse o no dependiendo de los datos y el problema planteado.

Un ejemplo tipico de utilizacién de dicotomias son los modelados de sistemas de pro-
duccion en los que el sistema de produccion sélo se pone en funcionamiento si se realizan
al menos una cantidad minima de productos.

Por ejemplo, suponer que z; representa el numero de vehiculos elaborados en una
cadena de montaje y la politica de la empresa es que no se pone la cadena en marcha
si no es para elaborar al menos 100 vehiculos. Esta situacion corresponde a la siguiente
dicotomia:

que puede reescribirse como
;<0 6 100—z; <0
Con lo que se formula de forma lineal como:

r; < My
100 — 2; < 100(1 — y)

donde y € {0,1} y M > 0 y todo lo grande que haga falta (ya que no conozco en
principio ninguna cota superior del médximo valor de z;), en general si es un problema
de produccién siempre existird una cota maxima de produccién que podria ponerse en

lugar de M.

Una restriccion condicional es una restriccion en la que el cumplimiento de una res-
triccién obliga a que se cumpla otra, por ejemplo:

Si 21 + x9 > 10 entonces x9 + 3x3 < 67

por cuestiones técnicas la condicion debe ser siempre una desigualdad estricta.

Para modelar una condicién se escribe la dicotomia equivalente, para ello basta con
tener en cuenta que la proposicion A = B es equivalente a la proposicion No B =
No A. Con lo que la restriccién condicional

Si f(zy,22,...,2,) > 0= g(x1,29,...,2,) <0
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puede expresarse como
flzr, 29, ... ) <06 gy, 29,...,2,) <0
que es una dicotomia y se modelaria

f(xlaxQJ"'7xn
9(513171727 sy Ty

INIA
S
DS
|
s

~

con y € {0,1}.
Manipulacion de problemas de programacion entera binaria no lineal

Consideramos en este ejemplo problemas de programacion entera binaria en los que la
no linealidad se debe a productos y potencias de variables, es decir, a problemas como
el siguiente:

mix”Z = 2%+ xoxs + 1
S. a: 1+ T2 + 2314 < 20
z; € {0,1},7=1,2,3,4

Como las variables son binarias cualquier potencia de la variable es ella misma por lo
que las expresiones x? y x] pueden sustituirse directamente por x; y xy4.

maxzZ =  xq1+ ToZz + x4
S. a: r1+ v + 2314 < 20
z; € {0,1},7=1,2,3,4

después para cada producto se introduce una variable que lo represente. En nuestro
ejemplo se introduce yo3 € {0,1} v y34 € {0,1} que van a contener respectivamente el
producto de x5 por z3 v el de x3 por z4. Para que dichas variables se comporten como el
producto debe garantizarse que cuando x5 = 1 y x3 = 1 entonces 153 tome valor 1 y que
en cualquier otro caso tome valor 0. Teniendo en cuenta la primera de las aplicaciones
estudiadas esto se garantiza mediante las ecuaciones:

To+ 23 < 1+ yo3
Ty + T3 > 2Yo3

Anélogamente para x3, T4 v Y34

T3+ T4 <1+ Yy
T3+ Ty > 2y
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Con lo que sustituyendo en el problema se obtiene el problema de programacion lineal
entera binaria equivalente al no lineal.

max z =  x1+ Yoz + X4
S. a: T1+ 29 +yss <20
Ty + w3 < 14 yo3
Ty + T3 > 2y93
3+ x4 <14y
T3+ x4 2> 2y3
T; € {0, 1},] = 1,2,3,4,y23,y34 c {0, 1}

Manipulacion de problemas de programacion entera no lineal

En este caso se consideran problemas con variables enteras generales que sean no
lineales en el mismo sentido que antes, potencias de variables y productos de variables.
En este caso lo que haremos serd pasar el problema entero general a binario y después
aplicaremos las herramientas de la aplicacién anterior.

Para transformar una variable entera z; que toma valores entre 0 y u; realizaremos el
proceso siguiente:

» Determinar el p entero que cumple 2P~ < u; < 2P

» Sustituiremos en el problema x; por su representacién binaria,
y0j20 + y1j21 + y2j22 + ...+ yp_1j2p_1
donde y;; € {0,1}.
Una vez realizado dicho proceso el problema serd un problema de programacién en-

tera binaria no lineal como los vistos en el punto anterior y se podra aplicar lo visto
anteriormente.

Veamos un sencillo ejemplo:

max Z = x1%2+ T3
S. a: T+ 2o < 2
21’1 + x3 S 7

x1 € {0,1}, 29,23 > 0 y enteras

En primer lugar establecemos cotas uy = 2 y ug = 7 para las variables x, y x3. Para
tenemos que 2! < uy = 2 < 2! por tanto p = 2 y x, se sustituird por:

2y = 202 + 2'y12 v € {0,1}

10
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Para x5 tenemos que 22 < ug = 7 < 23, por tanto p = 3 y x5 se descompone en:
x5 = 2%03 + 2'y13 + 22503 w3 € {0, 1}
Sustituyendo en el problema original tenemos:

mix Z = x1(yo2 + 2v12) + Yos + 213 + 4ya3
s. a 1 + Yoo + 2y12 < 2

2x1 + Yoz + 2y13 + 4ya3 < 7

xl,yij € {0, 1}

Este problema ya es del tipo del ejemplo anterior y ya podemos modelarlo sin mas que
eliminar los dos productos que aparecen en la funcién objetivo, x1yo2 v 1y12.

Definimos 2192 = 1z1yp2 v anadimos las restricciones

T1+ Yo2 < 1+ 2102
1+ Yo2 = 2102

y definimos z119 = 1x1y12 y anadimos las restricciones

T+ Y2 < 1+ 2112
1+ Y12 = 2112

Con lo que el problema queda:

max Z = zig2 + 22112) + Yoz + 213 + 4y2s
S. a: 1+ Yo2 + 2y12 < 2

221 + Yoz + 2y13 + 4ya3 < 7

1+ Yoz < 1+ 2102

1+ Yo2 = 2102

T+ Y12 < 1+ 2110

1+ Y12 2 2112

.’L'l,yij, Zijk € {O, 1}

3. Resoluciéon de problemas de PLE

En esta seccion se desarrollan dos métodos de resolucion de problemas de programa-
cion lineal entera. El primero de ellos esta disenado para problemas de programacion
lineal entera binaria (uinicamente con variables 0,1) y el segundo para problemas de
caracter general, es decir para PLE puros o mixtos.

La idea basica de ambos algoritmos es similar. Teniendo en cuenta que ciertas varia-
bles del problema toman soluciones enteras (0,1, 2, 3, ..., 6 0/1) los algoritmos realizan

11
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una enumeracion de todas las posibles soluciones. Por ejemplo, si en un problema tene-
mos &1, Ty que toman valores 0/1 entonces probaremos las soluciones (z1,z5) = (0,0),
(x1,22) = (0,1), (x1,22) = (0,1) y (z1,22) = (1,0). Obviamente cuando el nimero
de variables es grande dicha comprobacién/enumeracién de las soluciones se hace im-
practicable, por ejemplo, si tenemos 10 variables z; que toman valores 0/1 el nimero
de posibles soluciones es 22° = 1048576, si consideramos 100 variables alcanzamos el
nimero de 2'%° ~ 1,267 x 10%°, etc. Aunque el niimero de posibles soluciones aumente
exponencialmente (2") los algoritmos disponen de herramientas para poder examinar
muchas soluciones de golpe y de mecanismos para descartar conjuntos de soluciones
sin necesidad de comprobarlas una a una. Dicho proceso se denominara enumeracion
implicita de soluciones, ya que se consideran pero no se llegan a tomar explicitamente.

3.1. Meétodo enumerativo sencillo para PLE’s binarios puros

Este algoritmo so6lo es vélido para problemas de programacién lineal entera con todas
las variables binarias.

Vamos a desarrollar el algoritmo para un formato especifico de los PLE: problema de
minimo con todos los costos, ¢;, no negativos (¢; > 0, Vj).

Obviamente las dos imposiciones sobre los problemas no constituyen una restriccion
para el tipo de problemas a resolver. Si un problema es de méximo basta con considerar
la minimizacién de su funcién objetivo opuesta (méx Z <= min —(Z)). Por otro lado,
si algun z; tiene ¢; < 0 entonces se realiza el cambio de variable 7; = 1 — z;, esta nueva
variable también es una variable binaria y al realizar dicho cambio la nueva variable
tiene su costo igual a ¢; = —c¢; > 0. Por otro lado en la funcién objetivo aparece una
constante que se puede suprimir ya que no va a afectar al proceso de optimizacién.

Por tanto cualquier PLE binario se puede poner como minimo con todos sus costos
no negativos.

Veamos un ejemplo,

max Z = 3x1+ 2x9 — dry — 224 + 375

s.a: 1+ xo+ a3+ 204+ 25 < 4
7ZL’1+3ZE3—4I4+3I5 §8
11xy — 629 + 324 — 325 > 3
r;€{0,1},j=1,...,5

En primer lugar pasamos a minimo considerando la funcién objetivo opuesta.

min Z = —3x; — 2x9 + bx3 + 224 — 325

12
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A continuacién, hacemos los cambios de variable T; =1 — 21, To =1 — 29 y T5 = 1 — x5.
Al sustituirlo obtenemos:

min Z = 3%, + 2Ty + a3 + 224 + 3T5 — 8

s.a: —T1 —To+x3+204 —T5 <1
—7T1 + 3?[73 — 4ZE4 — 3f5 S —2
—11f1 + 6T2 + 31‘4 + 3@5 Z 1
T1,To, X3, T4, T5 € {0,1}

Y finalmente, para aplicar el algoritmo que vamos a desarrollar, ordenamos las varia-
bles del problema segun el coeficiente de la funcién objetivo, de menor a mayor valor
(olvidandonos de la constante):

min Z = QTQ —+ 2.’13'4 + 3@1 -+ 3@5 + 5.’133

Una vez que se dispone el problema en la forma indicada, la idea del procedimiento
es muy sencilla. Por un lado mantenemos en una variable el mejor valor encontrado
hasta el momento, inicialmente Z = oo (cota superior del valor 6ptimo). Por otro lado
tratamos de buscar las soluciones en orden creciente de funcién objetivo (de mejor a
peor soluciones).

La mejor solucién posible, si fuera factible, seria la solucién con todas las variables
tomando valor cero.

e T, =14 =T = T5 = x3 = 0. Pero esta solucién no verifica la segunda restriccién
(ni la tercera), por tanto no puede ser candidata a ser solucién éptima.

Ahora continuamos considerando soluciones en las que sélo una variable toma valor 1
y el resto son cero. La variable que toma valor 1 se toma siguiendo el orden que aparece
en la funcién objetivo, ya que, si por ejemplo To = 1 y el resto cero, fuera una solucién
factible seguro que no podria ser mejorada por x4 = 1 (resto cero), o T; = 1 (resto cero),
etc.

e Ty = 1 y resto de variables valor cero. Solucién que no verifica la segunda restri-
ccién.

Consideramos la siguiente mejor solucién en la que sélo una variable toma valor, que
es x4 = 1 y el resto cero.

e 1, =1 (resto cero), solucién no factible por restriccién 1.

e 71 =1 (resto cero), solucién no factible por restriccién 3.

13
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e T5 = 1 (resto cero), solucién factible de valor 3. Como dicho valor es mejor (menor)
que la mejor solucién almacenada (hasta el momento no tenemos ninguna solucién
almacenada), guardamos la solucién y actualizamos la cota superior Z = 3.

Atn queda una solucién en la que sélo una variable toma valor, x3, pero esta solucién
no se comprueba por que x3 se encuentra a la derecha de Ty y su coeficiente en la funcién
objetivo sera igual o peor (mayor).

Tras comprobar las soluciones en las que solo una variable toma valor pasamos a
considerar las soluciones en las que dos variables toman valor 1 y el resto son cero. La
mejor de ellas sera la solucion en la que las dos primeras variables de la funcion objetivo
ordenada toman valor, después cuando la primera y la tercera toman valor, después
cuando la primera y la cuarta toman valor, y asi sucesivamente.

Desde el momento el que se dispone de una cota superior Z lo primero que se hace
antes de comprobar la factibilidad es comprobar el valor de la funcién objetivo, si dicho
valor es peor que el de la cota, dicha solucién no merece la pena y se elimina por lo
que denominaremos acotacion. Si el valor es mejor se procede con la comprobacién de
la factibilidad.

e Ty = x4 = 1 (resto cero). El VFO= 4 > Z = 3 por tanto independientemente de si
fuera factible o no dicha solucién no podria mejorar la que ya tenemos de antes,
por tanto se descarta.

Ademas de descartar la solucion anterior por acotacién hay que tener en cuenta que
dicha solucién era, en cuanto a valor de la funcién objetivo, la mejor candidata de todas
(tiene las dos variables de més a la izquierda de la funcién objetivo ordenada). Por tanto,
cualquier solucion de dos variables tomando valor 1 serd igual o peor que ella y como
ya es peor que la que nos definié la cota superior, descartamos automaticamente, por
acotacién, todas las soluciones con dos variables tomando valor 1.

Las soluciones con 3, 4 o 5 variables tomando valor se descartan autométicamente, por
que la mejor de cada una de ellas contiene en particular 7o = x4 = 1 que proporcionaba
un valor peor que el de la cota superior almacenada.

Una vez estudiadas todas las soluciones, implicita o explicitamente, la solucién éptima
corresponde a la ultima vez que se actualizé la cota Z. En nuestro caso la solucién es
Ts = 1,77 = Ty = 23 = x4 = 0 Tras obtenerla deshacemos los cambios de variable,
obteniendo como solucién x1 = 1,29 = 1,23 = 0,24 = 0,25 = 0 con un VFO=5.
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Consideremos ahora un ejemplo un poco mas grande que previamente ha sido trans-
formado al formato apropiado.

minZ = 2x; + 3we +4x3 +4x4 + dx5 + 626 + TT7 + 828

s.a: 4x1 4 49 4+ 33 + 424 + 625 + 86 + D7 + 928 > 28
221 + 2x9 + 3x3 + 224 + D5 + dwg + 37 + 28 > 12
e+ a3 > 1
r1— To — 27 <0
—x3+ x5 <0
T+ Xy +x3+x4+25+26+T7+282>5
r;€{0,1},j=1,....,8

Teniendo en cuenta la tltima restriccién comenzaremos la biisqueda con soluciones que
contengan al menos 5 variables tomando valor 1. Las soluciones con 4 o menos variables
tomando valor 1 no seran factibles ya que no verifican la iltima de las restricciones.

e 11 =19 =13 =1x4 =25 = 1 No factible por restriccién 1.
e 11 =19 =123 =1x4 =2 = 1 No factible por restriccién 1.
e 11 =19 =23 =1x4 =27 =1 No factible por restriccién 1.
e 11 =19 =1x3 =14 = x3 = 1 No factible por restriccién 1.
e 11 =19 =13 =15 = xg = 1 No factible por restriccién 1.
e 11 =19 =123 =1x5 =27 = 1 No factible por restriccién 1.
e 11 =19 =123 =1x5 =xg = 1 No factible por restriccién 1.
e 11 =19 =1x3 =16 = x7 = 1 No factible por restriccién 1.

e 1y = 9 = x3 = x5 = x3 = 1 Solucion factible. Como no hemos encontrado
previamente ninguna solucion factible, hacemos Z =2+ 3+ 4+ 6 + 8 = 23.

Ya no es necesario examinar la solucién x; = o = 3 = x7 = x5 = 1 (serd igual o
peor), es la tnica que queda de la forma x; = x5 = x3 = 1 Pero si que hay que seguir
con las soluciones de la forma x1 = x5y = x4 = 1.

o =as=x,=05=u26=127 =20 < Z = 23. No factible 1.
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ey =1y =x,=x5=x7=17 =21 < Z =23. No factible 1.
e =1y =x,=x5=x3 =17 =22 < Z = 23. No factible 1.
e =1y =x,=x¢=x7=17 =22 < Z =23. No factible 1.

e =Xy =14 =x6 =23 = 1 Z =23 > Z = 23. Descartada por acotacién, no
puede mejorar lo que ya tenemos.

N
Il

DO
w

e I =Ty =u5=x=x7=124=23> . Descartada por acotacion.
o ¥ =Ty =a¢ =227 =a3 =17 =28 > 7 = 23. Descartada por acotacion.
e =x3=x,=x;5=a¢=127 =21 < Z =23. No factible 1.
ey =x3=x4=x5=a7=127=22< Z =23. No factible 1.
ey =x3=x4=25=a5 =127 =23> 7 = 23. Descartada por acotacion.
oy =x3=x4=2x6=a7 =127 =23>7 = 23. Descartada por acotacion.

o vy =x4=a5=2x6=a7 =127 =24>7 = 23. Descartada por acotacion.

o Xy =3 =x,=05=u06=1 27 =22 < Z = 23. No factible 1.

o Uy =a3=x4=25=a7 =127 =23>7 = 23. Descartada por acotacion.

o Uy =a3=x4=2a6=a7 =17 =24>7 = 23. Descartada por acotacion.

No es necesario examinar mas soluciones de 5 variables, quedan eliminados implicita-
mente por acotaciéon. De seis variables, la de menor valor es ©1 = 29 = 23 = 4 = x5 =
26 = 1 con Z = 24 > Z por tanto no es necesario considerarlas y mucho menos las de
siete variables tomando valor.

Por tanto la solucion 6ptima es:
T1 =Xy = T3 =2 =23 = 1 con un VFO = 23

Observad que hemos examinado explicitamente sélo 24 soluciones de las 28 = 256 posi-
bles, lo que supone algo menos de un 10 % de las soluciones.
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3.2. Método de ramificacién y acotacion

En este apartado se considera la resolucién de problemas de programacion lineal entera
mixta con el formato siguiente:

max Z = X+ &y
S. a: Aix+ Ay =0b
[PE] x,y >0

X enteras

DEFINICION 1. Llamaremos problema relajado de un problema de programacidn lineal
entera al problema de programacion lineal obtenido al eliminar todas las condiciones de
integridad que existan sobre las variables.

Desarrollamos el algoritmo de resolucién que denominaremos Algoritmo de ramifica-
cion y acotacion en b pasos. Un primer paso de inicializaciéon que se realiza una tnica
vez y cuatro pasos mas que se repiten sucesivamente hasta alcanzar la solucion 6ptima.

Paso 0 Inicializacion. Hacer S = I = 1. S nos indica el subproblema que se esta estu-
diando en un momento dado. I es un contador de subproblemas generados. Estable-
cemos una variable Z que contiene el mejor valor de la funcién objetivo encontrada
hasta un momento dado, inicialmente hacemos Z = —oo (si dispusiéramos inicial-
mente de alguna solucién factible para el [PE], entonces asignarfamos su valor de
funcién objetivo a Z).

Resolvemos el problema relajado de [PE|, PL-1. Sea (x',y') su solucién éptima,
con valor de la funcién objetivo Z*.

Si la solucién (x!, y!) es factible para [PE], es decir, si todas las variables x!' toman
valores enteros, entonces dicha solucién es la solucién 6ptima de [PE], el algoritmo
finaliza. En otro caso continuamos con el paso 1.

Paso 1 Eleccion de una variable para ramificar. Consideramos el problema S-ésimo,
PL — S, aplicando alguno de los criterios que se enumeran tras el algoritmo deter-
minar una variable para ramificar, sea ésta Xp,.

Paso 2 Generacion de subproblemas, ramificacion. Se crean, a partir de PL-S, los dos
subproblemas siguientes:

PL-S

PL-S

PL—(I+1)={ g, 2 INT(b;) + 1

PL—(I+2):{

17
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Observad que los dos nuevos subproblemas cumplen que la soluciéon obtenida al
resolver el problema PL-S es infactible para ellos. Se esta eliminando dicha solucién
y un conjunto de soluciones que no son factibles para [PE] (todas soluciones que

tienen zp, € (INT(b;),INT(b;) + 1) y que por tanto no tienen un valor entero
para Xg,).

Se finaliza este paso resolviendo ambos problemas, sean (xU*+1, yU+1D) y (x(+2)
y*+2)) las soluciones de ambos problemas con VFO ZU*YD y ZU+2) respectiva-
mente.

Paso 3 Cerrado de subproblemas. Si se cumple alguna de las condiciones siguientes, el
nodo/subproblema/rama correspondiente, I + 1 o I + 2 se cierra.

» La solucién obtenida es factible para [PE]. Ademas, si el VFO de dicha solu-
cion es mejor que el almacenado en Z se actualiza Z con dicho valor (Z(”l)
o ZU+?)  segiin corresponda).

= El valor de la funcién objetivo de la solucion éptima del subproblema, sin ser
factible para [PE], es peor/menor que el valor almacenado en Z. Es decir, se
cierra la rama por acotacion.

= El problema no es factible
Hacer I = I + 2.

Paso 4 Seleccion de problema sobre el que ramificar. Elegir alguno de los subproblemas
no cerrado para ramificar de acuerdo a alguno de los criterios que se muestran al
final del algoritmo. Sea el subproblema elegido el subproblema PL — S, volver al
paso 1. Si en este paso no existen subproblemas para ramificar el algoritmo finaliza.
La solucién que se utilizoé por ltima vez para actualizar la cota Z es la solucién
6ptima de [PE]. Si Z no ha sido actualizada nunca, es decir si Z = —oo, entonces
el [PE] es no factible.

Criterios de seleccion de variable para ramificar

En el paso 1 es necesario seleccionar una variable de la base éptima del problema
PL-S para comenzar un nuevo proceso de ramificacién. La variable seleccionada debe
ser una variable tal que, teniendo que tomar valores enteros, no lo hace. La siguiente
lista muestra cuatro posibles métodos de seleccion de problema:

= Arbitrariamente, cualquiera de las variables de la base que deberian ser enteras y
no lo son.
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= La variable bésica con mayor valor fraccionario.

= Se asignan prioridades a las variables que deben tomar valores enteros de acuerdo
a algun criterio y se elige la variable basica con valor no entero de mayor prioridad.

= Se elige la variable en la que se alcanza el maximo de la expresion siguiente:

dx {min (b; = INT(b;), INT(b;) + 1 - b;) }

Criterios de seleccion de subproblema para ramificar

Cuatro posibles criterios de seleccién de subproblema para ramificar son los siguientes:

Arbitrariamente, cualquier problema no cerrado.

El de mayor VFO, de esta forma se espera que tengamos una mayor posibilidad de
cerrar problemas por acotacién y/o tengamos la posibilidad de encontrar soluciones
con mejores valores de la funcién objetivo.

LIFO. Se toma el subproblema no cerrado més nuevo. (Last Input First Output).

FIFO. Se toma el subproblema no cerrado més antiguo. (First Input First Output).

A continuacion aplicamos el algoritmo de ramificaciéon y acotacion al siguiente ejemplo:

max Z = 3x1 + 2xo
S. a: Ty <2
To < 2
Ty + X2 < 3,5

x1 > 0,29 > 0 y enteras

En primer lugar hacemos S = I = 1 y consideramos el problema relajado, PL-1, proble-
ma en el que se elimina la condicién de integridad. Las variables z; y x5 sélo se restringen
a ser no negativas. A continuacion se resuelve dicho problema. En general para la resolu-
cion del problema se utilizara el algoritmo simplex o simplex dual. En nuestro ejemplo,
por su sencillez y para mostrar el funcionamiento del algoritmo, se utiliza el método
grafico. En la siguiente figura se muestra el recinto de PL-1 junto con la solucién 6ptima
71 = (2,1,5) con un valor de la funcién objetivo Z! = 9. Como la solucién no es factible
para [PE], ya que x5 deberia ser entera y no lo es, pasamos al paso 1.
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N K=(2, 15), 79

N
|

Consideramos el problema PL-S, en esta primera iteracién PL-1, y seleccionamos una
variable para ramificar. Como sélo hay una variable con valor no entero, x5, no hay lugar
a la eleccién, la unica variable seleccionable es ella. Tomamos pues x5 y vamos al paso
2.

A partir de x5 creamos dos nuevos subproblemas, PL-2 y PL-3, tal y como se muestra
a continuacion.

PL -1 PL -1
PL—Q—{ 2y < 1 PL—3—{ 2y > 2
Es decir,
maxzZ = 3xy1 + 229 maxzZ = 3xy + 229
S. a: T <2 S. a: T <2
IQSQ x2§2
PL=2 T1+ 79 < 3,5 PL=3 Ty + 12 < 3,0
xQS]- ZEQEQ
120,20 >0 21 20,2020

Tras generar dichos problemas los resolvemos. En el caso de haber utilizado un algoritmo
de tipo simplex para su resoluciéon podemos aplicar la técnica de adicién de restricciones
estudiada en el tema de andlisis pot-optimal. En nuestro caso utilizamos el método
grafico nuevamente. La resolucién puede verse en la figura siguiente. Los recintos de
factibilidad son un rectangulo para PL-2 y un segmento para PL-3 (el segmento que va
de (0,2) a (1.5,2)). Observad que la unién de los dos recintos sigue conteniendo todas las
soluciones enteras que tenia el reciento original. El proceso ha eliminado una franja de
soluciones, pero ninguna de ellas era factible para [PE] ya que tenian el valor de x5 entre
1y 2 estrictamente. Ademaés la solucion 6ptima de PL-1 pertenece a la franja eliminada.
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) PL-2

Las dos soluciones obtenidas son 2 = (2,1) con Z? =8 y z3 = (1,5,2) con Z* = 8,5.

Seguimos con el paso 3. El subproblema PIL-2 se cierra (ya no se ramifica mas) ya que
se ha alcanzado una solucién factible para [PE]. Si continuamos ramificando podriamos
encontrar soluciones con valor de la funciéon objetivo igual o peor, nunca mejor, ya que
al imponer mas restricciones a los subproblemas se reducen los recintos de factibilidad.
Ademds como ain no habiamos establecido una cota inferior Z la establecemos con el
valor de la funcién objetivo obtenida, Z = Z? = 8. El subproblema PL-3 ain no puede
cerrarse, ya que no se cumple ninguno de los supuestos del paso 3, por lo que pasamos
al paso 4.

Elegimos un problema no cerrado para ramificarlo, para generar nuevos subproblemas.
Como s6lo hay un problema no cerrado, el PL-3, no hay lugar a la eleccion, lo elegimos
directamente. Hacemos S = 3 y tomamos como problema actual a PL-3. Volvemos
al paso 1, seleccionamos 7 como variable para realizar la ramificaciéon (es la unica
con valor no entero). En el paso 2, generamos los problemas PL-4 y PL-5 anadiendo,
respectivamente, las restricciones x1 menor o igual que la parte entera del valor que toma
y x1 mayor o igual que la parte entera mas 1 del valor que toma.

PL—3 PL—3
PL—4—{ 2 <1 PL—5—{ o > 2
Es decir,
max 2z = 3x; + 229 méx Z = 3z + 2x9
S. a: T <2 S. a: T <2
T <2 Tg <2
PL —4 r1+1x9 <35 PL -5 r1+ a9 <35
Tg > 2 Ty > 2
1 <1 Ty > 2
21 20,20 >0 r1 20,2020

En la figura siguiente se muestra su resolucion:
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El problema PL-4 tiene la solucién z*

PL-5

No factible

(1,2) con Z* = 7 y PL-5 es un problema no

factible no hay ninguna solucién que verifique todas las restricciones del subproblema.

En el paso 3 cerramos ambos problemas. PL-4 por tener solucién factible para [PE],
tanto x; como x5 son enteras. Como su valor Z* = 7 es menor que la mejor cota hasta
el momento Z = 8, Z no se actualiza. El problema PL-5 se cierra por ser no factible,
si con las restricciones anadidas hasta el momento ya no hay ninguna solucién que las
verifique, si anadiésemos mas restricciones con “mas razon” seria no factible.

Observad que el problema PL-4 también se hubiera cerrado aunque su solucién 6ptima
no hubiera sido factible para [PE] ya que su VFO Z4 = 7 es peor que Z = 8.

Finalmente consideramos el paso 4 nuevamente. Como no hay ningin subproble-
ma/rama abierto el algoritmo finaliza. La solucién éptima corresponde al subproblema
PL-2 (dltima actualizacién de Z).

Para finalizar el tema repetimos el proceso utilizando el método simplex.

Resolvemos el problema PL-1 obteniendo la tabla éptima:

Xpg 1 To T3 Ty T5 b

1 1 0 1 0 0 2

x4 0 0 1 1 -1/2 1/2

Ty 0 1 -1 0 1/2 3/2
0 0 -1 0 -1

Que nos proporciona la solucién z! = (2,1,5) con Z' = 9. Como no es entera se ra-
mifica sobre xs, generando los problemas PL-2 y PL-3. Obtenidos al anadir a PL-1 las
restricciones, ro < 1y xo > 2, respectivamente. A la hora de determinar la variable
que va generar la ramificacién no es necesario tener en cuenta las variables de holgura,
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sélo se consideran las variables reales del problema (en este caso la variable z4 que tam-
bién toma valor no entero no se consideraria, se tratan como variables de la parte y del
algoritmo, de las que no estan obligadas a tomar valor entero).

Para anadir las restricciones se despejan de la tabla éptima de PL-S, las variables
bésicas que aparecen en la restriccién (en este caso las restricciones sélo tienen una

variable).

3
$2:SU3—§.T5+§

La restriccion x5 < 1 queda x3 — %:p5 + % < 1 es decir z3 — %m5+ < —% y la restriccion
To > 2 queda 1o = 3 — %.Tg, —i—% > 2 es decir —x3+ %:E5+ < —%. Se anade una variable de
holgura a cada una de las restricciones y se introducen en sus tablas respectivas (aunque

ambas variables de holgura se nombran como x4 son variables distintas una es de PL-2
y la otra de PL-3):

PL-2 PL-3
XB Tr1 T2 T3 X4 Ty Tg B XB Tr1 T2 T3 T4 Ty Tg B
T 1 0 1 0 0O 0 2 T 1 0o 1 0 O 0 2
g 0 0 1 1 -1/2 0 1/2 x4 0 0 1 1 -1/2 0 1/2
z, 0 1 -1 0 1/2 0 3/2 z2 0 1 -1 0 1/2 0 3/2
Xe 0 0 1 0 -1/2 1 -1/2 T o 0 -1 0 1/2 1 -1/2
0 0 -1 0 -1 0 0 0 -1 0 -1 0

Aplicamos el algoritmo del simplex dual hasta llegar a las tablas:

PL-2 PL-3

XB Tr1 T2 T3 T4 Ty Tg b

XB 1 To9 X3 T4 Ty Tg B

T1 1 0 1 0 0 0 2 Ty 1 0 0 0 1/2 1 3/2

2 0 0 -1 1 0 -1 0 4 0 0 0 1 0 1 0

rn 0 1 0 0 0 1 1 T 0 1 0 O 0 -1 1

Xs 0 0 -2 0 1 -2 1 T3 o 0 1 0 -1/2 -1 1/2
0O 0 -3 0 0 -2 0 0 0 0 -3/2 -1

Proporcionando las soluciones 22 y 3. La rama de PL-2 se cierra por solucién entera y
ademas nos actualiza la cota Z. Y la rama PL-3 se ramifica a partir de la variable z;
que toma valor 3/2. Generamos los problemas PL-4 y PL-5, anadiendo, respectivamente,
r1<lyxz >2.

Despejamos la variable x; de la tabla 6ptima del problema que ramificamos PL-3.
1 N 3
TN =—=T5 — Tg+ =
1 575 615
Lo sustituimos en las dos restricciones
PL—4: —los—x6+3<1 —iws—aet+ < -1
PL—-5: —%$5—$6+%22%$5+1‘6+§—%
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Y las introducimos en la tabla éptima de PL-3, junto con holguras de mismo nombre
pero diferentes x7:

PL-4 .
XB r1 T T3 T4 Ty Tg X7 b
zx 1 0 0 0 1/2 1 0 3/2
Ty 0 0 0 1 0 1 0 0
T2 o 1 0 O O -1 0 1
3 0 0 1 0 -1/2 -1 0 1/2
z 0 0 0 0 -1/2 -1 1 -1/2
0 0 0 0 -3/2 -1 0
PL-5 )
XB 1 To X3 T4 Ty Tg X7 b
1 0 0 0 1/2 1 0 3/2
T4 0 0 0 1 0 1 0 0
T o 1 0 O O -1 0 1
z3 0 0 1 0 -1/2 -1 0 1/2
zw 0 0 0 0 1/2 1 1 -1/2
0 0 0 0 -3/2 -1 0

La continuacién de PL-4 (sale 7 entra x4) nos lleva a la solucién 2% = (1,2) con Z* =17
y al tratar de continuar con PL-5 vemos que sale la variable x; pero no hay ninguna
variable para entrar, ya que en su fila todos los elementos son nulos o positivos, por
tanto dicho subproblema es no factible. Ambos problemas se cierran en el paso 3, uno
por alcanzarse solucién factible para [PE] o por acotacién, ya que su VFO es 7 menor
que Z = 8. Y el otro por ser no factible.

Tanto para el caso de resolucion grafica como resolucién mediante tablas podemos
construir un arbol que nos muestra el proceso de ramificacién seguido y las distintas
soluciones encontradas.

PL-1 Z=00 | SNE

x1=(2,1.5), Z =9

Xp<1 Kﬂ\
SE

PL-2 7=8 PL-3 s-g | SNE
x?=(2,1.5), Z =8 x3=(15,2), Z285
# X, €1 %\
_ S_ SE _ —_ NF
PL-4 Z=8 | xcoT. PL-5 7=8
x4=(1,2), Z%7 NO FACTIBLE
# #
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