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En este tema se realiza la introduccién de los modelos de programacion li-
neal y de los elementos necesarios para concluir con el algoritmo del Simplex,
herramienta fundamental para la resolucion de dichos problemas. El tema
comienza estableciendo la formulacién de los problemas de programacion lin-
eal. Previo al desarrollo de los elementos tedricos necesario para el algoritmo
Simplex se presenta el método de resolucién grafico que nos permite estudiar
las distintas situaciones que podemos encontrarnos al resolver un problema
de programacién lineal. Tras esto se introducen las definiciones relativas a
convexidad, las definiciones y caracterizaciones de puntos y direcciones ex-
tremas finalizando con las condiciones de optimalidad para problemas de
programacion lineal. Tras estos elementos se desarrolla el algoritmo del Sim-
plex, se muestra su funcionamiento, las posibles finaliciones, una pequena
idea sobre su convergencia, etc. El tema finaliza presentando el método de
Gran-M para el calculo de soluciones factibles basicas iniciales utilizado cuan-
do no es posible obtener de forma automatica una base inicial para aplicar
el algoritmo Simplex.
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1. Introduccidn

El término Programacién Lineal (P.L.) engloba una clase de problemas de optimizacién
que cumplen principalmente las siguientes condiciones:

1. Las variables de decision implicadas en el problema son no negativas.

2. El criterio para seleccionar los mejores valores para las variables de decisién, fun-
cion objetivo, pueden ser descritos como una funcién lineal de estas variables

3. Las reglas de funcionamiento del sistema pueden expresarse como un conjunto de
igualdades o desigualdades lineales. Los valores de las variables de decision que
verifican estas desigualdades se denominan soluciones factibles del problema. La
region de R™ asociada a los puntos factibles de problema se denomina region de
factibilidad del problema.

Las técnicas de programacién lineal han sido utilizadas en muchos campos, mili-
tar, econémico, industrial, social, etc. Las tres principales razones a las que se debe
su aceptacion son:

1. Gran cantidad de problemas pueden aproximarse mediante un planteamiento lin-
eal.

2. Existen técnicas eficientes para la resolucion de estos modelos

3. La facilidad que presentan para la realizacion de estudios de variacién de los
parametros del problema sin abandonar el ambito lineal.

Veamos un ejemplo, en el que definimos las variables, la funcién objetivo y el conjunto
de restricciones del problema.

Una taller artesanal se dedica a la fabricaciéon de un cierto modelo de sillas y de
mesas, para dicha elaboracion dispone de dos materias primas, roble y pino y de un
departamento en el que se realiza el montaje. Semanalmente se dispone de 150 unidades
de roble y 100 unidades de pino, y se puede trabajar a lo sumo 80 horas en la fabricacién
de las mesas y sillas.

Se sabe que cada mesa consume 5 unidades de roble, 2 de pino y consume 4 horas
de trabajo, y cada silla consume 2 unidades de roble y 3 de pino, y necesita 2 horas de
proceso.
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La venta de las mesas y sillas proporcionan un beneficio neto de 12 y 8 unidades
respectivamente. ;Plantear un problema que permita determinar el nimero de mesas y
sillas que maximice el beneficio del taller?

= Definimos las variables del problema, x; nimero de mesas y xo niimero de sillas.
= Determinamos la funcién objetivo, maximizar el beneficio, max Z = 12z, + 8zs.
» Definimos las restricciones:

1. en unidades de roble, 5x1 + 2x5 < 150,

2. en unidades de pino, 227 + 3z9 < 100,

3. y en horas de fabricacién, 4z, + 2z < 80 ,

4. ademas de ser necesariamente no negativas, r1 > 0y xo > 0,.

Nota: aunque no sea totalmente correcto nos olvidamos del hecho de que las sillas y las
mesas deban ser cantidades enteras y trabajamos con variables reales.

2. Problemas de Programacion Lineal

En general un Problema de Programacién Lineal (P.P.L.) podra plantearse como:

Maximizar (Minimizar) Z(z1,...,%,) = 11 + oo+ ... + 2y,
sujeto a:
anzi + ap%s + ...+ a1 (=,<,>) by
= Sa 2) b2

a91T1 + A92T9 + ...+ agn.lfn( s

v
o
3

A1 %1 + Qs + . oo+ (=, <, >
Z‘jZO, jzl,...,’I’L

Todos los P.P.L podran formularse en la siguiente forma, la cual denominaremos forma
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estdndar de un P.P.L.

Maximizar Z(xy,...,2,) = 121 + %2 + ...+ cpxy

S.a:
anTy + apexs + ...+ a1pTy = b1
(9121 + Q999 + ... + Aonly = bg

A1 T1 + QmaTa + ...+ ATy, = b,
l'jz(), jzl,...,n

En forma matricial lo expresaremos como:

max Z = c¢X
s;a: Ax = b
x > 0
donde:
» ¢ = (c1,69,...,C,) Vector de costos.
» X' = (x1,m9,...,x,) Vector de variables de decisién.
» b’ = (by,bs,...,b,) Vector de recursos.
n
a1 a12 Ce QA1n
921 929 Ce QAon
A=
Am1  Am2 Ce Amn

Matriz de coeficientes tecnolégicos

Para finalizar este apartado mostramos como cualquier problema de programacion

lineal puede plantearse en forma estandar.

1. Si el problema es de minimo en lugar de maximo basta con tener en cuenta que

max Z =min (—Z%).

2. También puede ocurrir que al plantear un problema aparezca alguna variable x;
que sea de tipo z; < 0, en este caso basta con definir 7; = —x;, y sustituirlo en
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las posiciones donde aparezca, deshaciendo el cambio al finalizar la resolucion del

problema.
max Z = T+ T max Z = I1— T
s.a: s.a:
$1+3$225 $1—3f225
21 20,20 <0 120,22 >0

3. Si existe alguna variable de decisién sin restringir en signo se representa ésta como
r; = x;1 — x5 donde x;; ¥ x;» son no negativas, basta entonces con tomar el
problema original y sustituir x; por x;; — x;2 en todos sitios donde aparezca x; y
una vez resuelto el problema deshacer el cambio.

max Z = x1+ I max Z = x1+ X111 — Ti2

s.a: s.a:
ZE1+3ZIJ2§5 ZE1+3ZE11—31’12§5
x1 > 0,29 no restringida 120,211 20,210 >0

4. Veamos finalmente como transformar desigualdades en igualdades. Si tenemos una
restriccion como
a1T1 + T2 + ... + AjnTy < bz‘,

definimos una nueva variable x,,y; > 0 con ¢, 1; = 0 y transformamos la restriccién
anterior en
;11 + Qoo + ...+ ATy + Ty = by

La variable z, 1 absorbe sin costo la holgura existente entre a;;xy + a;0r2 + ... +
aint, v b;. Este tipo de variables recibe el nombre de variables de holgura. Si la
restriccion fuera de tipo “>” la variable x,,.1 se define exactamente igual que en
el caso anterior, pero se introduce restando en lugar de sumando, es decir, a;1z1 +
Qs+ ...+ @iy — Tue1 = b;. En este caso la variable absorbe el exceso respecto
a b; en vez del defecto, la variable también se denomina variable de holgura.

El problema de las mesas y las sillas en forma estandar tomaria la siguiente forma:

max 4 = 12I1 + 8.752 + Ol’3 + O$4 + OQZ5
s.a.

51‘1 —I— 21‘2 —I— T3 = 150

2271 + 3232 + x4 = 100

4y + 229 + x5 = 80

Z;j ZO, ']:1’75
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3. Formulacién de Problemas de Programacién Lineal

Si un problema de programacion lineal presenta tnicamente 2 variables de decision,
éste puede resolverse mediante un elemental método gréfico.

Tomemos el ejemplo de las mesas y sillas anteriores, Para resolverlo dibujamos una
figura que recoja los ejes 1,5 de R? (parte positiva), sobre ¢l dibujamos las regiones
correspondientes a cada una de las restricciones, y nos quedamos con la interseccién
de todas ellas, dicha interseccion corresponde a la region de factibilidad asociada al
problema, cualquier punto en ella es un candidato a ser solucién del problema. Después
dibujamos Z(x) = k, dando distintos valores de k con lo que conoceremos la direccién de
mejora de la funcién objetivo. Una vez determinada dicha direccién de mejora se mueve
la funcién objetivo en dicha direccién hasta quedarnos con el tdltimo punto (o tltimos
puntos) de la regién de factibilidad que tuvo contacto con dicha recta.

En la resolucion de este problema aparece una restriccion redundante que es la corre-
spondiente al roble. La soluciéon del problema se alcanza en el punto x1 = 5 y x5 = 30
con valor de la funcién objetivo (VFO) Z = 300.

El objeto de presentar dicho método es poder mostrar de una manera sencilla las
distintas caracteristicas presentadas por los problemas de programacion lineal en cuanto
a su resolucién.

= Solucion tnica
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= Solucién multiple

min Z = 40x; + 362,
s.a:

$1§8
IQSIO
5x1 4+ 3x9 > 45

max Z = 3z;+ 229

s.a:
61 + 4xy < 24
10$1 + 3$2 S 30
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(24/11,30/11)

En este problema son 6ptimas todas las soluciones del segmento que une los puntos
(0,6) y (24/11,30/11), en esta situacién se dice que el problema tiene infinitas solu-
ciones, existe solucién multiple. Puede comprobarse sin dificultad que los puntos
de la forma ((1—X)24/11,6A+(1—X)30/11) con A € [0, 1] verifican las restricciones
y para todos ellos el valor de la funcién objetivo es 12.

= Solucién no acotada

max Z = 2x1+ 3z9

s.a:
ZB1+$223
T1— 229 < 4
Zﬂlzo, 221,2
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Z=12

Puede observarse que el valor de la funcién objetivo puede hacerse todo lo grande
que se quiera sin més que desplazar la recta correspondiente a la funcién objetivo
hacia arriba y hacia la derecha. En este caso no podremos hablar de una solucion
optima del problema, ya que dada cualquier solucion, ésta siempre podria ser
mejorada. Por ejemplo, considerar soluciones del tipo (3 4+ 2, \) con A > 0, estos
puntos son factibles para cualquier valor de A\ no negativo, y ademas el valor de
la funcién objetivo en ellos es 6 + 7\ con lo que si A — oo entonces el valor de la
funcion objetivo tiende también a co.

» Problema no factible

max Z = 4x,+ 312,

s.a:
33‘1+$2§3
201 — 19 < 3
I124
z; >0, 1=1,2

10
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En este dltimo problema no existe ningtin punto que verifique conjuntamente las
tres restricciones.

4. Definiciones y teoremas previos

Definicién 1: Un segmento lineal dados dos puntos x!, x? es el conjunto de puntos z que

verifica, z = Ax! + (1 — A\)x? con A € (0,1). Los puntos del segmento se dird que son

combinacién lineal convera de x! y x2.

Definicién 2: Conjunto convezo, es un conjunto tal que para cualesquiera 2 puntos x!,
x? perteneciendo a dicho conjunto se verifica que z = Ax' + (1 — \)x? pertenece a dicho
conjunto VA € (0, 1).

Definicion 3: Un poliedro es un conjunto de puntos comunes a uno o mas semiespacios.
Un poliedro siempre es convexo.

Ejercicio: Probar que S = {(x1, zo)|23 423 < 1}y S = {(z1, 22)|z1+72 > 1,221 +29 < 2}
SO CONVEXos.

Definicion 4: Punto extremo de un conjunto convexo es un punto z tal que si z =

Ax! + (1 — \)x?, para un cierto A € (0,1), entonces x' = x* = z. De otra forma, un

11
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punto extremo es un punto que no puede ponerse como combinacién lineal convexa de
ningun par de puntos distintos del conjunto.

Figura 1: Puntos Extremos

Definiciéon 5: Dado un conjunto convexo cerrado S C R", un vector no nulo d € R" se
llama direccion si x + Ad € S, VA > 0y Vx € S. Dos direcciones d; y ds son distintas
si d; # ady Ya > 0. Una direccién d se dice extrema si no puede ponerse como una
combinacion lineal positiva de dos direcciones distintas, esto es, si d = A\id; + Aads con
A1, A2 > 0 entonces d; = ad, para algin a > 0.

Ejemplo, sea S = {(x1,x2)|re > |z1|}, en este conjunto d = (0, 1) es una direccién, y
d=(1,1) 6d = (—1,1) son direcciones extremas.

Figura 2: Direcciones Extremas

Notacién: Considerar un poliedro no vacio S = {x € R"|Ax = b, x > 0} donde A es
una matriz m X n de rango m y b es un m vector. (si el rango de A no es m eliminar
las restricciones redundantes y se toma el rango obtenido como m). Reordenamos las
columnas de A de manera que A = [B, N| donde B es una m x m matriz de rango m y
N es una n —m X m matriz, sean también xp y X las partes de x correspondientes a B
y N. Entonces Ax = b puede escribirse como, Bxg + Nxy =b con xg > 0y xy > 0.

12
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TEOREMA 1. Sea S = {x € R"|Ax = b, x > 0} donde A es una matriz m x n de
rango m y b es un m vector. Un punto x es un punto extremo de S si y solo si A puede
descomponerse, tras reordenar sus columnas, en la forma A = [B, N] cumpliendo que:

() =(%")

Donde B es una m X m matriz inversible cumpliendo que B~'b > 0

Demostracién. Suponer que A puede descomponerse en la forma A = [B, N| cumpliendo
que x = [B7'b,0]' y B~'b > 0. Obviamente x € S, ahora supongamos que x =
Ax!+ (1 = M)x?, con x! y x2 € Sy A € (0,1), expresamos estos puntos en funcién de la
factorizacion anterior

1 1
= ()= (") =2 () o ()
XN 0 XN XN
como XN y XN son mayores (¢} 1guales que cero y S 0, ) entonces XN = XN =0 y
=0

1
esto implica que x; = x% = B7'b, ya que Ax! = A(xh,xy) = Bxh + Nx\ =
Bx} + 0 = b. Por lo tanto x = x' = x*.

Supongamos ahora que X es un punto extremo de S. Sin perdida de generalidad

supongamos que X = (21, T2, ..., 2, 0,0,...,0) conz; >0, j = 1,..., k. Demostraremos
primero que las columnas correspondientes A;, As, ..., Ar de A son linealmente inde-
pendientes, supongamos para ello que no fuera asi, entonces existirian Ay, Ag,...,, \x

escalares no todos nulos tales que Zg?zl NA; =0, sea A = (A, Ao, ..., A, 0,...,0)".
Construimos los siguientes dos vectores x! = x + aA y x? = x — aA donde « se elige
de manera que x' y x? se mantengan mayores o iguales que cero.

k k k
Axl =) (;+aX)A; = x4 +ad NA; =D
=1 j=1 j=1

y similarmente Ax? = b. Resumiendo x!,x? € S, x! # x? ya que o > 0 y ademds

x = :xt + 1X y esto contradice el hecho de que X sea un punto extremo. Por lo tanto
Al,AQ, . Ak son linealmente independientes y pueden elegirse m — k columnas del
resto de n — k que sean linealmente independientes con estas k ya que el rango de A es
m.

Por simplificar notacién supongamos que estas son A1, Agio,..., Ap. Con esto
podemos escribir A = [B,N] donde B = [Ay,..., Ak, Aki1, Akto, .., A, ademds
B7'b = (x1,29,...,24,0,...,0) y como (x1,Zs,...,7;) > 0 entonces B~'b > 0 y la
demostracién del teorema estd completa. (Ax = [B, N|x = Bxg + Nxy = b, B™'b =
XB). O

COROLARIO 1. El ntimero de puntos extremos de .S es finito.

13
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TEOREMA 2. Sea S = {x € R"|Ax = b, x > 0} no vacio y A m xn de rango completo
m y b es un m vector, entonces S tiene al menos un punto extremo.

TEOREMA 3. Sea S = {x € R"|Ax = b, x > 0} donde A es m x n de rango m y b
es un vector de dimensién m. Un vector d es una direccién extrema de S si y sélo si A
puede descomponerse en [B, N] tal que B~'A; < 0 para alguna columna A; de N y d es
un multiplo positivo de d = [-B~'A;, e;] donde e; es un n — m vector de ceros excepto
en la posicion j donde tiene un 1.

COROLARIO 2. El numero de direcciones extremas de S es finito.

Veamos ahora un resultado importante que nos permite representar cualquier punto
de un poliedro como sumas de puntos extremos y direcciones extremas.

TEOREMA 4 (Teorema de representacion). Sea S = {x € R"|Ax = b, x > 0} un
poliedro no vacio donde A m x n de rango m. Sean x', x2, ..., x" los puntos extremos

de Sy d',d?,...,d! las direcciones extremas de S. Entonces x € S si y sélo si
k o ‘
j=1 j=1

con A N =1, 0>05=1,... kypu;>05=1,...,1

COROLARIO 3. Sea S = {x € R"|Ax = b, x > 0} un poliedro no vacio donde A es una
matriz m X n de rango m. Entonces S tiene al menos una direcciéon extrema si y sélo si
es no acotado.

Tras estos previos llegamos al teorema principal de este tema.

TEOREMA 5 (Condiciones de optimalidad en programacion lineal). Considerar el P.P.L
max Z = cx s.a: Ax = b,x > 0, suponer que la region de factibilidad es no vacia, sean
x!,x2,...,x* los puntos extremos de {Ax = b, x > 0} y d',d?,...,d! sus direcciones

extremas.

Una condicion necesaria y suficiente para que exista una solucién éptima finita del
problema es que cd? < 0, 5 = 1,...,[l. En este caso existe un punto extremo que es
solucién optima del problema.

Demostracion. Por el teorema de representacién Ax = b y x > 0 es equivalente a que
X se pueda poner como:

k !
X = Z Ajx! + Z,ujdj
j=1 j=1

14
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con A N =1, 0>05=1...ku>0j=1..1

Por tanto el P.P.LL puede ponerse como:

max Z = cf ?:1 /\ij+Z§‘:1 11;d)
s. a:
?:1/\9‘:1
=0 =1k
,L’LJZ()?]:l’l

Observad que si cd’ > 0 para algtin j, entonces p; puede elegirse arbitrariamente
grande, proporcionando una solucién no acotada. Esto demuestra que una condicién
necesaria y suficiente para soluciéon 6ptima finita es cd’ <0, j=1,...,[.

Supongamos que cd’ < 0 j = 1,...,] como queremos maximizar la funcién objetivo
elegimos j1; = 0 Vj con lo que el problema se reduce a maximizar c(Z?Zl \;jx7) sujeto a

;?:1 Aj=1y X >0, j=1,... k. Estd claro que la solucién 6ptima de este problema
es finita y se encuentra haciendo A; = 1 y A; = 0 para j # 4, donde el indice 7 viene
dado por cx’ = méx; <<, cx’.

Observad que \; =1y \; = 0 j # 4 implica que la solucién del problema se alcanza
en el punto extremo i—ésimo, con lo que tenemos demostrado el teorema. O

Ejercicio: Dado el siguiente problema de programacion lineal, resolverlo utilizando el
teorema anterior.

max Z = 15z, + 10x9 méx Z = 15x1 + 10x9

s.a: s.a:
2]71 + o S 1500 2[E1 + o + T3 = 1500
r1 + xo < 1200 r1+ o + x4 = 1200
x1 < 500 r1 + x5 = 500
xr1, 22 >0 Ty, T, T3, T4, 25 2 0

Tras poner el problema en forma estandar, pasamos a calcular los puntos extremos.

2110 0 1500
A=[11 01 0| b=[1200] ¢=(15 10 0 0 0)
1000 1 500

15
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Columnas Pto. extremo VFO
1. (3,4,5) (0,0, 1500, 1200, 500) 0
2. (1, 3, 4) (500, 0, 500, 700, 0) 7500
3. (1, 2, 4) (500, 500, 0, 200, 0) 12500
4. (1, 2, 5) (300, 900, 0, 0, 200) 13500
5. (2, 3, 5) (0, 1200, 300, 0, 500) 12000
1 0 0 1500
1. B= 1 0|=B'=B'=]1200|>0
0 0 1 500
2 1 0 0 0 1 500
22.B=|10 1| B'=(1 0 —2|=DB"'b=[500]>0
1 0 0 0 1 -1 700
2 0 0 0 1 500
3. B=(1 1 1| Bt'=(1 0 —2|=B"'"b=(500]|2>0
1 0 -1 1 -1 200
1 0 1 -1 0 300
4. B=(1 1 0| B'=|-1 2 0|=B"'"b=(90]|>0
1 01 -1 1 1 200
1 10 0 1 0 1200
5. B=|1 0 0| B'=(1 -1 0|=DB"'b=|300]|>0
0 1 0 0 1 500
Los casos que no hemos tomado no serian factibles, por ejemplo.
2 1 1 0 O 1 500
6. (1,2,3) B=|1 1 0| B'=[0 1 —-1|=B'b=| 700 |#0
1 0 0 1 -1 -1 —200
110
7.(2,3,4) B=|1 0 1| B! No existe.
0 0 0
8. etc.

El resto de las combinaciones no son combinaciones validas, por dar puntos no pos-
itivos o por tener asociadas matrices no regulares. En conclusion la solucién 6ptima
corresponde al punto (300, 900) con un valor de la funcién objetivo sobre el problema
original de 13500.

16
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Ejercicios:
= Resolver el problema de las sillas y las mesas.

» Resolver el siguiente problema:

max Z = 3x1+ 4z,

s.a:
Ty + X9 S 7
61‘1 + 8$2 S 48
—x1 +4x9 <8
x; > 0.

5. El algoritmo del Simplex

El método del simplex es un procedimiento sistematico para resolver P.P.L moviéndonos
desde un punto extremo a otro con una mejora (o al menos no empeoramiento) de la
funcion objetivo.

El algoritmo se ir4 moviendo por puntos extremos cumpliendo lo anterior hasta que
se alcanza el punto extremo 6ptimo o hasta que se detecta una direccién extrema de no
acotacién (con cd > 0).

Consideraremos el P.P.LL en la forma max Z = cx s.a: Ax = b,x > 0. Suponiendo
que al menos existe un punto verificando las restricciones y ademas el rango de A es m.

Definicién 6: Solucion factible, cualquier punto x verificando Ax = b, x > 0.

Definicion 7: Solucion bdsica, SB, es cualquier punto verificando Ax = b en el cual al
menos n — m variables toman valor 0.

Observad que por construccion los puntos extremos son SB. Una SB puede obtenerse
sin mas que fijar n — m variables a cero y resolviendo el sistema resultante.

Ejemplo de calculo de soluciones basicas.

max Z = 15x; + 10x9

s.a:
2r1 + x5 + x3 = 1500
T+ 29 + x4 = 1200
r1 + x5 = 500
r; >0,0=1,...,5

17
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Ty =29 =0 = 23 = 1500 x4, = 1200 x5 = 500

To =25 =0 — x; = 500 x5 = 500 x4 = 700

zs=25 =0 — 21 = 500 5 = 700 x3 = —200

= Btc.

Definicién 8: Base, coleccién de variables con valor no obligatoriamente nulo en un cierto
orden que forman una SB. Las variables de ésta se denominan wvariables bdsicas.

En el ejemplo anterior tenemos las siguientes bases, (x3, x4, x5), (71, T2, x3), etc.

Definicion 9: Solucion factible bdsica, SFB, es una solucion basica verificando las condi-
ciones de no negatividad. Es decir una solucién basica que ademas es solucion factible.
Por ejemplo (z3, x4, T5).

Definicion 10: SFB no degenerada, es una SFB que tiene exactamente m valores no nulos,
y es degenerada en caso contrario.

Definicion 11: Solucion optima, SO, es una SF en la cual se alcanza el éptimo de la
funcion objetivo.

Definicion 12: Una SFB x es adyacente a otra SFB y si coinciden todas las variables de
la base excepto una.

El algoritmo del simplex ira calculando SFB adyacentes de manera que la nueva SFB
tenga mejor, o al menos no peor, valor de la funcién objetivo.

El algoritmo consta de las siguientes etapas:
» Inicializacién.
= Prueba de optimalidad.
= Paso de una SFB a otra SFB:

. Seleccién de una variable para la nueva SFB.
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. Seleccién de una variable de la antigua SFB para que abandone la base.

. Operacién de cambio de base.

5.1. Inicializacién

Para iniciar el algoritmo es necesario una SFB inicial que sera siempre un punto ex-
tremo. Dicha SFB debe ser tal que su matriz B asociada sea la matriz identidad. De
momento no comentamos este paso lo dejamos para un apartado posterior (el corre-
spondiente al cdlculo de SFB iniciales al final del tema), de manera que consideraremos
unicamente problemas para los que de una forma natural se obtenga la matriz identidad.
Basicamente problemas en los que ha sido necesario introducir una variable de holgura
sumando en cada una de sus restricciones, con lo que dichas variables forman una base
adecuada.

Dado el problema
max Z = —x1+ 319
s.a:
—x1 + 279 + 23 =06
L1+ X9+ Ty = 5
T Z 07

podemos tomar como solucién bésica factible inicial, x1 = 29 = 0,23 =6 y x4 = 5, la
matriz correspondiente a la base es I5.

5.2. Prueba de optimalidad

El siguiente paso es saber si la SFB actual que tenemos en esta primera iteracion o en
cualquier otra iteracién es 6ptima.

Sea X un punto extremo y por lo tanto una SFB, podemos poner X' = (Xp,Xy) =
(B7'b,0), con B™'b > 0y A = [B, N]. El valor de la funcién objetivo es cx = cpXp +
CNXNy = CBB_lb.

Las variables correspondientes a la base vienen subindicadas como, zi,...,x,, vy el
conjunto de indices asociados se denomina J = {1,...,m}.
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En el ejemplo anterior tenemos, Xp = (x3,74), Xy = (v1,72), J = {3,4}, B~'b =
I;1(6,5) = (6,5).

Sea x un punto factible cualquiera, x puede factorizarse como x = (xp,Xy)’, en
el ejemplo (x3, x4, 1, x2), una vez factorizado podemos hacer las siguientes operaciones.
Como Ax = Bxg+ Nxy = b entonces xg = B~'b— B~ ! Nxy. El valor de la funcién ob-
jetivo en el punto x puede expresarse como €X = CgXg+CyXy = cB(B_lb—B_leN)—i—
cyXy, operando se obtiene cx = cgB~'b + (cxy — cg B~ N)xy pero B~'b = xp luego
cx = cpXp + (cy — cgB ' N)xy, es més cX = cpXp + cyXy, pero Xy = 0, con lo que
sustituyendo obtenemos:

cx =cX + (cy —cpB 'N)xy = cx + Z(Cj — CBB_lAj)a:j
Jje¢T

Tener en cuenta las siguientes dos situaciones:

1. Como xy > 0 para cualquier solucién factible, si ¢; — cgB™'A4; < 0Vj & J
entonces Y ;a4 7(¢;—cgB ™ a;)x; < 0y por lo tanto cx = cx+(cy —cpB~'N)xy =
X+ a7(c; — cpB7'A))z; < ¢x Vx factible y Z cumple que cx < ¢X Vx factible
y por lo tanto es la solucion éptima del problema.

2. Si por el contrario existen uno o més j tal que ¢; — cgB™'A; > 0 entonces si
tomamos una solucién en la que z; > 0 (j ¢ J) toma valor y el resto se quedan
como estan tenemos:

cX =cXx + (CN — CBB_lN)XN =cX + Z(C] - CBB_lAj)l‘j > CcX
igJ

y por tanto la soluciéon x serd mejor que X.

Veamos ahora que ocurre con nuestro ejemplo, cg = (0,0), cy = (—1,3), N =

(‘11 ?) B - (é (1)> v ey — cgBT'N = (~1,3) — (0,0)(5 (1)>_1<_11 f) _

(—1,3) que no es menor o igual que cero, luego la solucién actual no es éptima.

5.3. Seleccion de variable que entra en la base

Si estamos en esta situacién es porque existen variables z; para las que ¢;—cp B~'A; >
0, sean ji,...,7J, los indices de las variables para las que ¢; — cgB~'A; > 0. Por el
) 9 ) J J
desarrollo anterior tenemos:

CX = CX + Z(Cj — CBB_lAj)Ij
J&TJ
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Como ya comentamos el algoritmo del simplex iterara pasando de una SFB a otra
adyacente, lo que quiere decir que el punto X que vamos a construir tendra las mismas
variables bésicas que X excepto una que desaparecerd de la base dejando lugar a otra que
pasa de ser no basica a basica, es decir debemos elegir una de las variables no bésicas
para entrar en la base.

;,Cual elegir?, tomaremos aquella variable que mejore en mayor cantidad el valor de

la funcién objetivo por unidad tomada, es decir aquella variable:
z;, tal que ¢;, —cpB ™A, = max {c¢; — cgB'A;},
F=G1 s

ya que a la vista de la expresiéon anterior por cada unidad de z;, la funcién objetivo au-
mentard en ¢;—cp B~ A;. Esta regla es heuristica, el hecho de seleccionar esta variable no
garantiza que la mejora vaya a ser maxima ya que puede ser que la variable seleccionada
tome finalmente un valor pequefio, mientras que otra variable con ¢; — cgB™1A; > 0y
menor que el anterior finalmente pueda tomar un valor grande de manera que la mejora
total sea superior.

En nuestro ejemplo la tnica variable en la que ¢; — cg Bt A; < 0 es xq, luego estd es
la variable que deberiamos conseguir que tomara valor.

Necesitamos una SFB adyacente con x5 tomando valor como la base inicial es (23, x4)
deberemos conseguir que la base sea (x3,z3) 0 (xg,x4).

Si la base es (xq,x4) entonces 7 = w3 = 0,29 = 3, y x4 = 2, el valor de la FO es
9, exactamente el valor de la funcién objetivo en el punto anterior mas 3(3) = 3(ca —

CBBflAQ).

Si la base es (x3,72) entonces 7 = x4 = 0,29 = 5, y 3 = —4 y estamos ante una
solucién no factible.

Definicién 13: Dada una SFB con X = (Xp,Xy)" = (B7'b,0) las cantidades ¢; —
cp B~ A; se denominan costos marginales (reducidos, relativos) asociados a las variables
x; y representan la cantidad en la que la FO varfa por cada una unidad que tome la

variable z;.

Observacion: Los costos marginales de las variables bésicas son cero siempre.

5.4. Seleccion de variable que abandona la base

Del proceso anterior supongamos que jy es el indice de la variable no bésica que
corresponde a la variable que queremos que tome valor, es decir, la variable que debe de
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entrar en la nueva base.

Construimos un nuevo punto de la forma x = X + Ad’® donde d’ = (
e’ es un n — m vector con un 1 en la posicién jy-ésima y ceros en el resto.

_B_lAjo

e]O

Observad que Adjo = [B,N] ( ) = —BB_IAjO + Ajo =0 y por lo tanto

Ax = A(x + A\d’) = Ax + AAd” = b VA. Como conclusién, cualquier punto x de la
forma anterior verifica Ax = b, para que el punto sea factible, debera verificar ademas

_R-14A. < =14
queXZO,esdecirquex:f(—i—)\( BAAJO):(XB)_F)\( B,AJO)ZO

e]O O e]()

Observad que si A > 0 entonces la coordenada correspondiente a xj, es mayor que
cero. Se plantean dos casos:

a) Si B~'A;, < 0 para todas sus coordenadas entonces —B~'A;, > 0y A\(—B4;,) >
0 VA > 0. Y por lo tanto sea cual sea A el punto x es factible.

b) Si B~'A;, £ 0 las cosas no quedan tan sencillas como antes, x = ( \edo
y habré que elegir A de manera que ese vector x se mantenga mayor o igual que
cero.

Usamos la siguiente notacion
B_lb:f):(gl,...,gm)/ B_lA ]Uz(yljo""7ymj0)/

con esto _
by — )\yljo

Bm_)\ymjo
XZ(b—)\YjO): 0

A

0
con algin y;;, > 0 por hipétesis. Para satisfacer que x > 0 bastara con que b; — AYijo = 0

para aquellos 7 en los que y;;, > 0, o lo que es equivalente, que para estos ¢ se cumpla

bi

Yijg B

cumplir que A < yb— Vi tal que y;;, > 0.
150

que A <

, observad que para los ¥;;, < 0 no hay problema, en conclusién se debe
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Obsérvese que si tomamos
b,
A= min —|yz~j0 >0
m tjo
se cumple la condicién anterior. Es més si el minimo se alcanza en s, es decir

b b,
A= = min {|yijo>0}7

Ysjo ~ 1SISm | Yij,

entonces by — \ys;, = 0 y X tiene con valor las variables que tenfa X menos z que pasa
a tomar valor cero y en su lugar aparece la variable z;, que toma valor A, el resto de
variables toman valor b; — ;’—%yl-jo.

sJo

Con esto acabamos de construir una SFB adyacente a la anterior en la que x;, toma
valor como desedbamos.

Apliquemos esto al ejemplo anterior. La primera base que tomamos era la que corre-
spondia a x3 y x4, tenfamos X = (Z4, T3, T1,Z2) = (6,5,0,0), B = I, obtuvimos que
¢y —cgB7las = 3 con lo que jy = 2 y la variable x5 era la que debfa tomar valor para
mejora la FO, segin lo visto en el apartado anterior, construimos:

XT3 6
x= | | —gaoadio=|°| a2
IL‘h 0
) 0
6 9 6 2\
L 2)_(2) s 1| 5o
B A2_12(1 = ({)=x=x+aai= |2 14x] F=]7]
0 | A

Segun lo anterior para que x > 0, se tiene que cumplir que A > 0,6 —2X > 0,5— X > 0,
con lo que X puede variar dentro del intervalo [0, 3]. Observad que si A = 3 obtenemos
x = (0,2,0,3)" con lo que x es una nueva SEB donde z3 ha abandonado la base y en su
lugar ha entrado .

Utilizando A = min;<;<9 {yb|yZJO > O} tenemos Yy = B7'A; = (2,1) > 0, B™'b =
<i<2 ) o

(6,5) con lo que A = ml’n{g, %} = 3 con lo que con A = 3 tenemos la nueva SFB

adyacente a la anterior.

Resumiendo, una vez detectada la nueva variable z;, que debe introducirse en la base,
determinaremos la variable que sale de la base como aquella x, en la que se alcanza el

siguiente minimo: ~ _
b i b;
A= 5 — min - |yij0 >0 s
Ysjo  1=i=m Yo
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ademés el nuevo punto es x = X + \d’°

El valor de la FO en x = X + A\d”’® en cualquiera de los dos casos seré:

. —B1A.
cx =cx+c(Ad”?) =cx + Ac ( B jOAJO) =
e
—B1A.
cX + )‘(CB> CN) ( ejo JO) =CcX + )‘<_CBB_1AJ'0 + cjo)

Recordar que A = z;,. Veamos como queda el VFO en los dos casos que hemos conside-
rado anteriormente.

a)

En esta situacion no habia ningin problema, independientemente del valor de A la
solucién era factible, ¢;, —cgB~'A;, > 0, por lo tanto cX+ A(—cpB™'A;, +¢j,) —
oo cuando 0 < A — oo y el problema tiene solucién no acotada.

) —B A, ) ., .
Observad que en este caso d’° = 2770 ) es una direccién extrema cumpliendo
e]()

que cd”® > 0 (ed” = ¢;,—cp B~ A;,), luego estamos en las condiciones del teorema
de condiciones de optimalidad en PPL que nos permite ratificar nuevamente que
estamos ante solucion no acotada.

En este otro caso el valor de la nueva SFB habra mejorado en |cx — cx| = A|¢j, —
cgB'A;| y como zj, = A la funcién objetivo habrd mejorado en [—cg B~ A, +c;, |
unidades por cada unidad de zj,.

Tras todo esto ya podemos pasar a resumir el algoritmo del simplex. Para ello vamos
a dar el formato de tablas que utilizaremos.

C1 Co e Cp
T To . Ty
€1 21 Yoo o Ym §1
c T n _ b
cp— .2 Xp = .2 V= B4 — Y12 Yn2 b= B1p— _2
Cm L Yim v Ynm l_)m
c—cpB'A

El algoritmo puede resumirse como sigue:
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ALG. SIMPLEX

Calculo de SFB

1 s
¢- cgB A< 0 H@

no

Seleccionar j, tal que
maximice {j- cgB A}

s
Jjo <

no

Operacion de pivotaje
parael calculo dela
nueva SFB

Seleccionar i tal que
minimice{b /yij(J |yij0> 0}

Los dos tnicos pasos que atiin no hemos considerado, son los correspondientes al calculo
de SFB iniciales y la operacién de pivotaje, el primero se pospone al al iltimo apartado
del tema. Inicialmente sélo tomaremos problemas en los que ha sido necesario introducir
una variable de holgura con signo positivo en cada restriccién del problema, con lo que
la SFB inicial sera la formada por todas las variables de holgura.

La operacién de pivotaje la aprenderemos sobre un ejemplo.

Tomamos el problema de las mesas y las sillas, y como base inicial la formada por
las variables de holgura. Siempre tomaremos como variables correspondientes a la base
wmictal aquellas con las que podamos formar la matriz B igual a la identidad de rango
m. De esta manera la matriz Y inicial coincide con A y el vector b coincide con b y
sOlo serda necesario calcular en algunos casos los costos relativos ya que en otros también
coincidiran inicialmente con los costos de las variables.

max Z = 12x; + 8x9 + 0z3 + 0z4 + Oz5
s.a:
51’1 + 21’2 +x3 = 150
21‘1 + 31‘2 + x4 = 100
41 + 229 + x5 = 80
;>0,7=1,...,5
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La tabla inicial para el algoritmo del simplex queda:

12 8 0 0 0
Ty To9 Tz Tyg Ty b
0O z3 5 2 1 0 0 150

0 2, 2 3 0 1 0 100
0 25 4 2 0 0 1 80
12 8 0 0 0
1 00
B=|0 1 0|=B"
0 0 1

Observad que las variables basicas tienen costo relativo nulo, esto no es casualidad,
siempre ocurrird lo mismo, ya que, para las variables basicas la formula del costo relativo
escg —cgB'B=0.

Comprobamos la optimalidad de la solucion, como los costos relativos correspondientes
a variables no bésicas no son todos menores o iguales que cero, la solucién no es 6ptima.

Como la soluciéon no es 6ptima deberemos construir una nueva SFB adyacente a la
actual, para ello seleccionaremos una variable basica que debe entrar en la base, la
variable basica que entra en la base es aquella para la que se alcanza el maximo de
los costos marginales positivos, max{12,8} = 12 luego tomamos como candidato para
entrar en la base a la variable z;.

Una vez determinada la variable que entra en la base pasamos a seleccionar la variable
que abandona la base. Para ello tomamos la columna Y; de la variable que entra Y; =
B~'A; = (5,2,4) y b = B~'b = (150, 100, 80)', obsérvese que esto se lee directamente
de la tabla ya que en ella se almacenan estas cantidades.

Realizamos el test de cocientes para los elementos positivos de Y7, que son todos,
min{150/5,100/2,80/4} = 80/4 = 20, luego abandona la base la tercera variable bésica
es decir 5.

Ahora debemos realizar un pivotaje con el cual conseguimos pasar de una SFB a otra
adyacente.

Comenzamos escribiendo la nueva tabla, poniendo la nueva base, x3, x4 v x1, en ese
orden, el orden es importante, el orden fija el orden en que se toman las columnas de las
variables para definir la matriz B.
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0 T3
0 Ty
12 T1

A continuacién vamos a realizar manipulaciones de filas y columnas similares a las uti-
lizadas en el método de Gauss para resolucion de sistemas lineales. Dividimos la fila
correspondiente a la variable que sale por el nimero adecuado que hace que en la posi-
cién de cruce entre la columna de la variable que entra y la fila de la variable que sale
aparezca un 1. En este caso dividimos la tercera fila para 4.

Ty
12 = 1 1/2 0 0 1/4 20
!

Una vez hecho esto hacemos ceros por encima y por debajo del 1 que acabamos de
conseguir, para ello se multiplica la fila actualizada correspondiente a la variable que
sale por la cantidad necesaria para que al sumar el resultado a la posiciéon superior o
inferior se consiga un cero, esta operacion se realiza tanto para las filas correspondientes
a restricciones como para la fila correspondiente a los costos marginales. En nuestro caso
multiplicamos la tercera fila por -5 y la sumamos a la primera.

12 8 0 0 0

Ty xy x5 xa x5 b
0 z3 0 -1/2 1 0 -5/4 50
0 x4
12 = 1 1/2 0 0 1/4 20

A continuacién se multiplica esta tercera fila por -2 y se suma a la segunda fila, y se
multiplica por -12 y se suma a la fila de costos marginales.

12 8 0 0 0
T, xy T3 T4 x5 b

0 a3 0 -1/2 1 0 -5/4 50

0 24 0 2 0 1 -1/2 60

12 2, 1 1/2 0 0 1/4 20
20 0 2 0 0 -3

La soluciéon sigue sin ser dptima, ya que existen costos marginales positivos, entra en
la base la variable x, y sale x4, variable en la que se alcanza el siguiente minimo,
min{60/2,20/(1/2)} = 60/2 = 30, observad que la fila correspondiente a x3 no se
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considera ya que tiene un elemento negativo en la columna de x».

12 8 0 0 0

T1 T2 Tz T4 Ts b

0 xr3 0 0 1 1/4 -11/8 65

8 rw, 0 1 0 1/2 -1/4 30

12 = 1 0 0 -1/4 3/8 5
300 0 0 0 -1 -5/2

Cémo todos los costos relativos son menores o iguales que cero la solucién actual es
optima, se fabricaran 5 mesas y 30 sillas, ademas sobraran 65 unidades de roble.

Observar que las variables basicas siempre tienen columnas unitarias.

Calcular la matriz B~! correspondiente a la base final:

1 25 1 1/4 —11/8
B=|0 3 2| B'=|0 1/2 -1/4
0 2 4 0 —1/4 3/8

Observar que B~! correspondiente a la base que tengamos en una tabla coincide con las
columnas de dicha tabla correspondientes a la base inicial. Si tomamos la base (x3, 24, 1)

cuya matriz B es
1 0 5
B=|[0 1 2
0 0 4

podemos comprobar que B! es

1 0 —5/4
B7t=|[0 1 —-1/2
0 0 1/4

exactamente igual a las columnas correspondientes a x3, x4 y =5 en dicha tabla.

Vamos a resolver otro problema de los que tenfamos planteados.

max Z = 15z, + 10x9

S.a:
2r1 + x5 + x3 = 1500
.T1+.T2+£E4:1200
$1+l’5:500
I‘jZO, ]:1,,5
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Tabla inicial:

15 10 0 0 0
0 a3 2 1 1 0 0 1500
0 a4 1 1 0 1 0 1200
0 x5 1 0 0 O 1 500
15 10 0 0 0
Entra x; sale xs.
15 10 0 0 0
0 T3 0 1 1 0 -2 500
0 Ty 0 1 0 1 -1 700
15  x 1 0 0 O 1 500
0 10 0 0 -15
Entra x5 sale x3.
15 10 0 0 0
10 x9 0 1 1 0 -2 500
0 Ty 0 0 -1 1 1 200
15  x 1 0 0 0 1 500
0 0 -10 0 5
Entra x5 sale z,.
15 10 0 0 0
10 a9 0 1 -1 2 0 900
0 Ts 0 0 -1 1 1 200
15 = 1 0 1 -1 0 300
0 0 -5 -5 0

Esta solucion ya es optima, x; = 300, x5 = 200, VFO = 13500.

Recordad:

» B~! no es necesario calcularla en cada momento ya que se mantiene actualizada
en todo momento en las columnas correspondientes a la primera base.

= Las columnas de la tabla actual son las columnas actualizadas con B!,

= Aunque calculemos los costos relativos actualizando la fila se pueden recalcular
utilizando la definicién.

» El valor de las variables bésicas es siempre B~'b.
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5.5. Finalizacion del algoritmo del simplex

En un apartado anterior, cuando estabamos determinando la variable que debia aban-
donar la base se presentaban dos situaciones, una bajo la cual se pasaba a otra solucién
y otra bajo la cual se detectaba una solucion no acotada, queda atun otra situaciéon mas
ya comentada en los ejemplo gréaficos que es la correspondiente a infinitas soluciones. A
continuacion se desarrollan todas las posibles situaciones con las que se puede finalizar
la aplicacion del algoritmo del simplex.

1. Solucién éptima tnica, Vj no basico se cumple que ¢; — z; < 0.

2. Solucién no acotada, existe j no bésico cumpliendo que ¢; — z; > 0 y tal que

Y; < 0 Ya comentamos que en este caso podiamos construir una solucién de la
forma x = X+ A\(—B~'A;,,e”) que era factible VA y cuya funcién objetivo tendia
a oo cuando A tendia a oo.

3. Multiples soluciones, existe j no basico cumpliendo que ¢; — z; = 0. Por la parte
tedrica vista sabemos que esta variable puede entrar en la base dando lugar a otra
SFB de igual valor. Ademés cualquier punto que pertenezca a la combinacion lineal
convexa de las dos soluciones serd un punto factible de igual valor. (demostracién:

ejercicio)
Ejemplos:
méx Z = bx;+ 10z,
s.a:
25131 + X2 < 500
21‘1 + 5.732 S 1000
21‘1 + 31‘2 S 900
T1,T9 Z 0
5 10 0 0 0
0 3 2 1 1 0 0 500
0 Ty 2 5) 0 1 0 1000
0 T 2 3 0 0 1 900
5 10 0 0 0
5 10 0 0 0
0 T3 8/5 0 1 -1/5 0 300
10 To 2/5 1 0 1/5 0 200
0 T 4/5 0 0 -3/5 1 300
1 0 0 -2 0
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5 10 0 0 0

5 1 1 0 5/8 -1/8 0 187.5

10 2 0 1 -1/4 1/4 0 125

0 s 0 0 -1/2 -1/2 1 150
0 0 5/8  -15/8 0

Estamos ante una tnica solucién 6ptima.

Consideramos el mismo problema al que le hemos cambiado la funcién objetivo.

max 4 = 4$1 + 101’2

S.a:
2.361 + X2 < 500
2.%‘1 + 51’2 S 1000
21‘1 + 3£L'2 S 900

1,72 20
Tras la misma tabla inicial llegamos a:
4 10 0 0 0
0 T3 8/5 0 1 -1/5 0 300
10 X9 2/5 1 0 1/5 0 200
0 x5 4/5 0 0 -3/5 1 300
0 0 0 -2 0

Esta solucion ya es optima por que tiene todos los costos relativos menores o iguales
que cero, pero en particular existe un costo nulo correspondiente a una variable no
bésica, (1), dicha variable puede entrar en la base y no modificard el valor de la funcién
objetivo.

4 10 0 00

4 &, 1 0 5/8 -1/8 0 1875

10 2, 0 1 -1/4 1/4 0 125

0 x 0 0 -1/2 -1/2 1 150
0 0 0 2 0

Ahora podriamos introducir la variable x3 pero esto nos llevaria a la soluciéon anterior.

Vamos a comprobar que la combinacién lineal convexa de los dos puntos obtenidos es
solucion factible y éptima del problema.

x' = (0,200, 300, 0, 300)" y x* = (187,5,125,0, 0, 150)’
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Axt+(1—=N)x% = ((1—X)187,5, T5A+125, 300, 0, 150\ +150), puede comprobarse que
esta solucion es factible, verifica las restricciones y es positiva y ademas para cualquier
valor de A el valor de la funcién objetivo es 2000.

Resolvamos ahora un problema con solucién no acotada.

max Z = o1+ 2xo
S.a:
—T1 + T2 S 4
—21'1 + 31’2 S 13
T1,T9 > 0
1 2 0 0
0 T3 -1 1 1 0 4
0 Ty -2 3 0 1 13
1 2 0 0
1 2 0 0
2 To -1 1 1 0 4
0 Ty 1 0 -3 1 1
3 0 -2 0
1 2 0 0
2 To 0 1 -2 1 5)
1 1 1 0 -3 1 1
0 0 7 -3

Entra x3 pero no puede salir ninguna variable porque Y3 = (=2, —-3)' < 0

Podemos construir el punto:

= —B_lAjO . T . 5 2 o 5 + 2\
X_X+)\( efo ) "lzs | |0 +A 1] A ’
Ty 0 0 0

el valor de la funciéon objetivo en estos puntos es VFO = 11 4+ 7\ que se puede hacer
tender a oo sin mas que hacer tender a co a A. Y ademaés las restricciones se verifican
vaque, =1 —=3A—=5—-22=4-A<4VA>0y -2—-6A+154+6A=13VA >0y
1+3A>20VA>0,5+2\>0VA>0.
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5.6. Moadificacion del algoritmo para el problema de minimo

El algoritmo puede adaptarse de una forma directa para el caso en el que la funcion
objetivo sea de minimo en lugar de méximo, para ello basta con tener en cuenta la
expresion

cX = cXx + (CN — CBB_IN)XN =cX + Z<Cj — CBB_IA]‘)ZL‘]‘.
JET
Cémo queremos minimizar, para que la solucién X sea mejor que x deberd cumplirse que
— . 71 . . 7 .
cx > cX y para que esto ocurra si ¢; — cgBT'A; = ¢; — z; > 0 para todo j no bésico
entonces (¢; — zj)x; > 0 para todo j no bdsico y
cx =cx+ Y (¢ — zj)z; > cx
JgT

En conclusion la condicién de optimalidad es que X es solucion 6ptima si ¢; — z; > 0
para todo j correspondiente a variables no bésicas.

Con un razonamiento similar al del problema de maximo el criterio de la variable que
debe de entrar en la base, en caso de no optimalidad es el siguiente:

entra xy tal que ¢ — 2z = min{c; — z;|¢; — z; < 0}

El criterio de seleccién de variable que abandona la base es idéntico al caso de maximo.

La finalizacion del algoritmo se modifica en consecuencia a los cambios realizados y
queda:

» ¢; — 2z; > 0 para todo j no basica, solucién 6ptima tnica.

» ¢;—z; > 0 para todo j no bésica y existe alguna variable no bésica con ¢; —z; = 0,
entonces tenemos solucién éptima multiple, y se procede de la misma forma que
en el caso de maximo.

» ¢; — z; < 0 para algin j no basico y Y¥; < 0 solucién no acotada, y se procede de
la misma forma que en el caso de maximo

Resolver el siguiente problema:

min 7 = —2x;+ 19— 23
S.a.
3[L’1+JI2+ZL’3§6
I1—5E2+2[E3§1
ZL’1—|—ZL'2—IL‘3§2
;>0 j=1,...,3
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-2 1 -1 0O 0 O
0 a4 3 1 1 1 0O 0 6
0 x5 1 -1 2 0 1 0 1
0 1 -1 0 0 1 2
-2 -1 0O 0 O
Entra z; sale z5.
-2 1 -1 0 0 0
0 Ty 0 4 -5 1 -3 0 3
-2 1 1 -1 2 0 1 0 1
0 Tg 0 2 3 0 -1 1 1
0 -1 3 0 2 0
Entra x5 sale xg.
2 1 -1 0 0 0
0O x, 0 O 1 1 -1 -2 1
2 xx 1 0 1/2 0 1/2 1/2 3/2
1 =z, 0 1 -3/2 0 -1/2 1/2 1/2
0O 0 3/2 0 3/2 1/2

Ya estamos ante solucion optima ya que todos los costos relativos son mayores o iguales
que cero.

5.7. Finitud del simplex

A la hora de elegir las variables que entran o salen de la base pueden existir empates,
en el caso de los costos relativos estos no presentan problemas, sin embargo el empate
en el test de cocientes para la determinacion de la variable que abandona la base puede
provocar problemas.

Cuando ocurre un empate en el test de cocientes, esto da lugar a una SFB degener-
ada, es decir una SFB donde alguna de las variables basicas tiene valor nulo, veamos
un ejemplo correspondiente a la resoluciéon de un problema de programacion lineal de
maximo.

0 0 0 2 0 3/2
0O » 1 0 0 1 -1 0 2
0 2 0 1 0 2 0 1 4
0O 23 0 0 1 1 1 1 3
0 0 0 2
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El minimo en el test de cocientes se alcanza tanto para x; como para x, cualquiera de
estas variables podria salir de la base. Supongamos que sale de la base x1, en su lugar
entra x4.

0 0o 0 2 0 3/2
2 x4 1 0 O 1 -1 0 2
0 xo0 -2 1 0 0 2 1 0
0O =x3 -1 0 1 0 2 1 1
2 0 0 0 3/2
Entra z5 sale z,.
0 o 2 0 3)/2
2 Ty 0 /2 0 1 0 1/2 2
0 rs -1 /2 0 0 1 /2 0
0 x3 1 -1 1 0 0 0 1
0 -1 0O 0 O 1/2
Entra z¢ sale 5.
0 0 0 2 0 3/2
2 T4 1 0 0 1 -1 0 2
3/2  xg -2 1 0 0 2 1 0
0 T3 -1 1 0 0 0 1
1 -3/2 0 0 -1 0
Entra z; sale z3.
0 0 0 2 0 3/2
2 gy 0 1 - 1 -1 0 1
3/2 xg 0 -1 2 0 2 1 2
0 1 1 -1 1 0 0 0 1
o -1/2 -1 0 -1 0

Finalmente solucién 6ptima.
Puede observarse que en el caso de degeneracion el algoritmo no resulta tan eficiente
ya que pueden realizarse iteraciones sin mejorar la funciéon objetivo, ya que no se cambia

de punto.

Ademas del problema anterior bajo degeneracién puede ocurrir que el algoritmo del
simplex no finalice. El algoritmo puede entrar en un ciclo, tras un ntimero finito de tablas
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nos vuelve a aparecer una tabla que teniamos anteriormente. En problemas reales esta
situacion es muy poco probable, pero aun asi existen técnicas para evitarla que no vamos
a tratar en este curso.

En cuanto a la finitud del simplex, tenemos que si en cada iteracién B~'b > 0 (no
existe degeneracién) entonces el valor de la funcién objetivo se mejora estrictamente y
el nuevo punto tiene que ser distinto del anterior, como el ntimero de puntos extremos
es finito el algoritmo del simplex debe terminar.

Si la condicién anterior no se cumple, es decir existe degeneracién el algoritmo puede
no converger como ya se ha comentado anteriormente.

6. Calculo de SFB iniciales

Hasta ahora solo somos capaces de resolver PPL’s en los que de una forma directa
podemos disponer de m variables que forman con sus columnas la matriz identidad,
normalmente las holguras. Desgraciadamente esto no ocurre siempre, y es necesario
construir las bases iniciales.

Existen dos métodos clasicos para la construccién de SFB iniciales, el denominado
método de la Gran M (Big M)y el método de las 2 fases. Vamos a desarrolar en detalle
el primero de ellos.

Una vez planteado el problema en forma estandar, se examina cada restriccién para
ver si tiene una variable candidata para ser basica, si no existe tal variable, se anade
una nueva variable en dicha restriccién para actuar como variable basica. A esta vari-
able anadida, que denominaremos variable artificial se le asignara un costo +M o —M,
dependiendo de si el problema es de minimo o méximo respectivamente. Con M se
representa una cantidad todo lo grande que haga falta de manera que sea mucho mas
importante que el costo de las variables del problema.

Al examinar nuevamente las restricciones ya dispondremos de las variable necesarias
para formar la primera base, de manera que su matriz asociada sea la identidad.

El método de BIG M parte de este problema modificado y lo comienza a resolver, si el
problema es factible llegard un momento en el que todas las variables artificiales saldran
de la base, ya que debido a su gran costo no son variables viables en una solucién 6ptima
y cualquier otra solucién factible que no las contenga sera mejor.
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En el momento en que se consigue eliminar todas las variables artificiales de la base,
ya tenemos una SFB inicial para nuestro problema, a partir de ahi, si no son necesarias,
podemos eliminar las columnas de las variables artificiales (ya que no volveran a entrar
en la base) y se prosigue como si se tratara de un problema normal.

Puede ocurrir que en el proceso de resolucion del problema lleguemos a solucion 6ptima
del problema modificado sin haber eliminado las variables artificiales de la base. Si las
variables artificiales que estéan en la base tienen valor no nulo, el problema original es no
factible, no existe ningin punto verificando las restricciones. Observad que si el algoritmo
da por 6ptima una solucién donde aparecen variables artificiales con la penalizacion que
supone su costo, es porque no existe ninguna solucion en la que no aparecen ellas.

Realicemos un sencillo ejemplo, resolver el problema:

min Z = x1— 2x,

S. a:
[L’1—|—l’222
-1+ 129 >1
l’2§3
.1'1,1’220

Lo pasamos a forma estandar

min Z = x1 — 219

S. a:
I1+ZL’2—J]3:2
—$1+ZE2—?E4:1
x2+$5:3
2; >0, j=1,...,5

Al tratar de construir la solucién factible bésica inicial sélo se puede seleccionar una
variable candidata para la primera base, que es x5, por tanto construimos el problema
artificial anadiendo las variables a; y as sumando en las dos primeras restricciones:

min Z = x1—2xy+ May + Masy

S. a.
1‘1+$2—3§’3+CL1:2
—33'1+Q32—33’4+CL221
l’2+$5:3
2; >0, j=1,...,5,a1 > 0,05 >0
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La tabla inicial asociada al problema modificado queda:

1 -2 0 0 0 M M
T T2 T3 Ty Ty ai a2
M aj 1 1 -1 0 0 1 0 2
M a9 -1 1 0 -1 0 0 1 1
0 Ts 0 1 0 0 1 0 0 3
1 -2 0 0 0 0 0
-2M M M
Entra x4 sale as.
1 -2 0 0 0 M M
I T2 Z3 Ty Ts ai a2
M a 2 0 -1 1 0 1 -1 1
-2 X9 -1 1 0 -1 0 0 1 1
0 s 1 0 0 1 1 0 -1 2
-1 0 0 -2 0 0 0
-2M 0 M -M 0 0 242M
Entra x; sale a;.
1 -2 0 0 0 M M
X1 I T3 Ty Ty aq a9
1 X1 1 0 —1/2 1/2 0 1/2 —1/2 1/2
-2 To 0 1 —1/2 —1/2 0 1/2 1/2 3/2
0 Ty 0 0 1/2 1/2 1 —1/2 —1/2 3/2
0 0 -1/2 —3/2 0 1/2 3/2
M M

En esta tabla ya han salido las variables artificiales de la base, y por lo tanto ésta
constituye una solucion factible basica inicial para el problema original.

Entra x4 y sale z;.

1 -2 0 0 0 M M

Ty T2 T3 Ty Ty 45] a2
0 T4 0 -1 1 0 1 -1 1
-2 D) 1 1 -1 0 0 1 0 2
0 Ts -1 0 1 0 1 -1 0 1

0 -2 0 0 2 0

M M
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Entra x3 sale xs.

1 -2 0 0 0 M M

I ) T3 Ty Ty aq a9
0 Ty 1 0 0 1 1 0 -1 2
-2 1o 1 0 0 1 0 0 3
0 23 -1 0 1 0 1 -1 0 1

0 0 0 2 M

Observad que en estas dos tltimas tablas podriamos haber eliminado las dos tltimas
columnas puesto que a; y as no volveran a entrar en la base.
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