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En este tema se estudia al andlisis post-optimal, ;qué ocurre en un proble-
ma de programacion lineal que ya hemos resuelto si realizamos un cambio en
alguno de los elementos que lo definen?. Cambios en el costo de una variable,
en el valor de un recurso, incorporacién de variables y/o restricciones, etc.
El tema se divide en dos partes diferenciadas el anélisis de sensibilidad en el
que se realizan cambios discretos, Por ejemplo, un valor de un costo por otro,
o un coeficiente de la matriz de coeficientes tecnolégicos por otro, o se quita
una variable o se anade una restriccion, etc. La segunda parte corresponde
a lo que se conoce como analisis parametrico en este caso se desea conocer
la solucién del problema cuando la definiciéon de uno o mas parametros del
problema dependen de una forma lineal de un parametro. Mas detallada-
mente los elementos del tema son; modificacion discreta del vector de costos,
modificacién discreta del vector de recursos. Luego se muestra como anadir
variables y restricciones. A continuacion se muestra como realizar modifica-
ciones discretas de la matriz A y finalmente se muestra como resolver los
problemas de parametrizacion del vector de costos y del vector de recursos.
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1. Introduccidn

En todos los modelos de programacion lineal los coeficientes de la funcién objetivo y
las restricciones se dan como datos de entrada o como parametros fijos del modelo. En
los problemas reales los valores de estos coeficientes no estan, en general, perfectamente
fijados, debido a que la mayoria de ellos dependen de pardametros no controlables, por
ejemplo, futuras demandas, coste de materias primas, costo de energia, etc. y no pueden
ser predichas con exactitud antes de que el problema sea resuelto. También puede suce-
der que aunque conozcamos los parametros exactamente estemos interesados en estudiar
céHmo varia la solucién 6ptima si cambiamos algin parametro intencionadamente, a efec-
tos de tratamiento, ambas situaciones se resuelven de forma andloga.

Cada variacion en los valores de los datos del problema generard un nuevo problema
de programacién lineal. El andlisis de sensibilidad y el andlisis paramétrico nos pro-
porcionaran herramientas para el cédlculo de las soluciones 6ptimas de los problemas
obtenidos por la modificaciéon de los parametros originales del problema.

En el procedimiento de resolucién siempre se partira de una solucién éptima del prob-
lema original, problema antes de ser modificado, y a partir de ella se calcularan las
distintas soluciones asociadas a las modificaciones del problema original.

2. Analisis de sensibilidad |

Bajo este epigrafe estudiaremos modificaciones discretas de los parametros del pro-
blema, cambio de un vector de costos/recursos por otro vector de costos/recursos. Por
ejemplo, un vector ¢ = (10, 15,24, 8) que pasa a ser ¢ = (11,16, 23, 8), etc.

El desarrollo del apartado lo realizaremos en funcién de los parametros modificados,
vector de costos en primer lugar y vector de recursos posteriormente.

Formalmente tendremos un problema de optimizacién inicial (original)

optimizar Z =cXx
[P] s.a: Ax=Db
x > 0,

con una solucién 6ptima x* obtenida previamente. Entonces consideraremos el pro-
blema de programacion lineal obtenido por la modificacién del problema anterior y nos
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dispondremos a resolverlo por medio del algoritmo simplex o simplex dual. En cualquiera
de los dos casos utilizaremos como solucion basica inicial del problema modificado la
solucién éptima del problema original, que, dependiendo de las modificaciones realizadas
constituira una solucién factible bésica o una solucion basica factible dual.

En general una modificaciéon cualquiera provocara que al considerar como solucién
inicial la base 6ptima del problema original ésta no sea ni factible bésica ni factible dual.
Para evitar este problema se considerara el tratamiento de modificaciones ” pequenas” del
problema, en las que sélo se pierda o la factibilidad dual (costos marginales) o la facti-
bilidad primal, pero nunca las dos simultdnemamente, y en el caso de una modificacion
mas compleja ésta se dividird en varias modificaciones ”pequenas” que se iran aplicando
una a una hasta conseguir la modificacion global.

La tabla siguiente muestra dos modificaciones de las consideradas pequenas. Modi-
ficacién, ¢, del vector de costos original ¢ con la cual la solucion inicial del problema
modificado, la construida con la base éptima del problema original, constituye una solu-
cién factible basica y, modificacion, B, del vector de recursos b tras la que la solucion
inicial del problema modificado constituye una solucion basica factible dual.

T1 o o Tp_1 Tn b

x5 Y = B4 B~'b

¢—¢gBtA ;<07 ;>07

T X Tpo1 Tn b

X% Y =B 1A B~'b ;> 07

c—cpB A

Para ilustrar las distintas herramientas que se veran en los apartados siguientes consi-
deraremos el siguiente problema de programacién lineal en el que se planifica la produ-
ccién de tres tipos de cerveza en cantidades x1, xo y x3 a partir de 30 unidades de malta
y 45 de levadura, el beneficio de venta de cada unidad de cerveza elaborada asi como
sus requerimientos de malta y levadura se muestran en la tabla siguiente:
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T To T3 Disponibilidad

Malta 2 1 2 30
Levadura 1 2 2 45
Beneficio 4 7 3
El planteamiento del problema queda:
max 4 = 4x;+ Txe + 373

S. a:
21‘1 + o + 2$3 S 30
Ty + 229 + 223 < 45
T1,T2,T3 >0

y su tabla 6ptima, con un valor de la funcién objetivo de 160, es

T T2 T3 Ty Ty b
n 10 2 2 4 5
T, 0 212 g

1B 1 _10

0 0 "3 3 3

donde x4 y x5, variables de holgura, formaron la primera base.

2.1. Modificacion en el vector de costos

Tal y como se ha mostrado en la introduccién al realizar una modificacién en el vector
de costos del problema original y considerar como base inicial del problema modificado
su base 6ptima conseguimos una solucién factible basica.

Consideramos entonces el problema original [P], cambiamos el vector de costos ¢ por
¢ = ¢+ Ac y llamamos [P] al problema resultante

max Z =cx max Z =¢ex
[P]s.a: Ax=Db [P]s.a: Ax=Db
x>0 x>0

A continuacion dada la tabla éptima del problema original construimos la tabla inicial
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del problema modificado, considerando como su base inicial la base de dicha tabla.

Tabla optima de [P]
1 T Tpn—1 Ip b

X% Y =B'A B~'b

c—czB1A<0

Tabla inicial de [P]

T1 Xy Tyl Tn b

X% Y = B4 B~'b

¢ — éBBilA

Los elementos de las dos tablas coinciden excepto por los costos marginales, que ha
sido necesario recalcularlos. Una vez actualizados, si el problema es de maximo y son
menores o iguales que cero la solucion éptima del problema original también es 6ptima
para el modificado. En caso contrario aplicaremos el simplex hasta alcanzar solucién
6ptima o hasta detectar, si es el caso, una direccién no acotacién (solucién no acotada).

Bajo modificaciones particulares el calculo de los nuevos costos marginales puede
simplificarse. Vamos a considerar dos situaciones, en la primera sélo se modifican costos
de variables que no son bésicas en la tabla 6ptima del problema original y en la segunda
s6lo se modifican costos de variables que eran bésicas en la tabla 6ptima del problema
original.

Modificacion de costos no bdsicos

Supongamos que la variable z, no es basica en la tabla 6ptima del problema original y
que hemos modificado su costo original cj, que pasa a ser ¢;, = ¢;j, + Ac;,. Al reconstruir
los costos marginales ¢; — cgB™'A;, la parte de cgB'A; no cambia ya que c¢j, no
pertenece a una variable de la base y por tanto no pertenece a cg. Asi ninguno de
los costos marginales habrd cambiado excepto el de z;, ya que es el unico que tiene
modificada la parte primera de la expresién del costo marginal. El nuevo costo marginal
de xj, es

C'Mnuevo = ¢, — CBB_IAjo = (cjo + Acyy) — CBB_lAjo =
= (cjo — esBT14j,) + Acj, = CMyjeio + Acy,
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Es decir si se modifican tnicamente costos correspondientes a variables no basicas
en la tabla 6ptima del problema original, su costo marginal se modifica en esa misma
cantidad. Si se mantiene el signo de los costos marginales apropiado seguimos teniendo
solucion optima, en caso contrario se continia aplicando el algoritmo del simplex.

Consideremos la siguiente modificacién del problema original. Supongamos que el
beneficio de la cerveza 3 aumenta a 6 unidades, ¢3 = 6 = c3 + Acg = 3 + 3. ;Cudl es
la solucién 6ptima del problema modificado?. Segin lo visto anteriormente tomaremos
como base inicial la de la tabla éptima del problema sin modificar, sobre ella los tinicos
elementos que pueden cambiar son los costos marginales. Teniendo en cuenta el ultimo
desarrollo planteado sélo necesitamos recalcular el costo marginal de x3 ya que es no
bésica en la tabla 6ptima y una modificaciéon en su costos solo afecta al valor de su costo
marginal.

4

2
CMnuevo = és —cpB ' A3 =6 — (4,7) <g> =73
3

4

Puede comprobarse que el nuevo costo marginal es —3, costo marginal antes de la mod-

ificacién, més 3, variacién respecto al costo original (Acs).

13 4
CMHUGVO = CMViejO + AC3 = —§ + 3 = —g

La tabla inicial para el problema modificado queda:

T T2 T3 Ty Ty b
xn 10 2 2 -4 5
T, 0 2 12 g
4 _1 _10
0 0 "3 3 3

Como los costos marginales siguen siendo menores o iguales que cero la tabla es 6ptima
para el problema modificado y por tanto la soluciéon éptima y el valor de la funcién
objetivo coinciden con los del problema original.

Consideremos ahora que la modificacién hubiera sido hasta 8 unidades, es decir, ¢3 =
8 =3+ Acz = 3+ 5. ;Cudl es la solucién 6ptima en este caso?.

Como se ha modificado el costo de una varible no bésica, sélo se modifica su costo
marginal, y ademas en la misma cantidad en la que se modifica el costo, por tanto su
nuevo costo marginal es

13 2
CMnueVO = CMViejO + AC3 = —3 + 5 = g



Prog. Lineal Dualidad A. Post-optimal Prog. Entera

La tabla inicial queda:

T1 To T3 Ta Ts b
2 2 1
1 0 5 5§ -3 5
o 0 2 4 22
2 21 _10
0 0 3 3 3

Dicha solucién no es 6ptima por lo que procedemos con el algoritmo del simplex, entra
3 sale x1.

T Ty Tz Ty Ts b
3 1 1
T3 5 0 1 1 “5 ?5
re -1 1 0 -1 1 15
-1 0 0 -1 -3

Esta tabla ya es 6ptima, se elaboran % unidades de cerveza de tipo 3, 15 unidades de

cerveza de tipo 2 y se alcanza un beneficio de 165 unidades.

Modificacion de costos basicos

Supongamos que la variable x;, es bésica en la tabla éptima del problema original y
que hemos modificado su costo c¢j, que pasa a ser ¢;, = cj, + Acj,. Al reconstruir los
costos marginales ¢; — cgB™1A;, la parte de cgB~'A; cambia ya que c¢;, pertenece a
una variable de la base y aparece en cg. Como dicha parte estda presente en el calculo
de todos los costos marginales todos ellos se modificaran y serd necesario recalcularlos.
Llamamos ¢p = cp + Acp , donde Acp = (0,...,0,Ac;,0,...,0).

El nuevo costo marginal de una variable no basica cualquiera x; queda:

CMnueVO = ¢ — éBB_lAj =Cj — (CB -+ ACB>B_1A]' =
(Cj —Cp + B_IAJ') — (ACBB_lAj) = CMViejO — (ACBB_IAJ->
Es decir, los nuevos costos marginales son iguales a los viejos menos un AZ; donde
este AZ; se calcula con el Acg.

Veamos la siguiente situacion, supongamos que el beneficio del primer tipo de cerveza
disminuye a 3 unidades. Por tanto ¢; =3 =c¢; + Acy =4+ (—1) y ¢g = cg + Acg =
(4,7) + (=1,0)
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Para el calculo de los costos marginales de las varibles no basicas x3, x4 y x5, podemos
aplicar directamente la definicién

(z3) 1 CMnuevo =3 — (3,7) g) - _1:71
3
($4) . CMnuevo =0 — (3, 7) _% = %
(z5) : CMnuevo =0 —(3,7) _§ =-3,
3
o bien podemos aplicar los resultados obtenidos,
($3) : CMnuevo = CMviejo - (_170) %) = _13*3 - (‘%) = —%
3
(z4) 1 CMnuevo = CMviejo - (=1,0) _% = _% - (‘%) - %
(355) : CMnuevo = CMviejo - (_170) _g = % - (%) = _%
3

El segundo desarrollo tiene una ventaja respecto al primero ya que no es necesario
conocer los datos originales, basta con saber la tabla 6ptima del problema original y cual
ha sido la variacién de los costos.

La tabla inicial del problema modificado queda:

T T2 T3 Ty Ty b
;1 0 2 2 4 5
o0 1 2 12 9

11 1 11

0 0 "3 3 3

Tabla que no es éptima, entra x4 sale 1 y llegamos a la siguiente tabla éptima

1 T T3 Ty T b
3 NS
Ty 2 0 1 1 5 5
1 1 45
) 5 1 0 5 5
_1 _ 7
5 0 4 0 5

con un valor de la funcién objetivo de 157.5.
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2.2. Modificacion en el vector de recursos

Supongamos que el vector b se modifica de la forma b = b+ Ab. Si al igual que
se hizo en el apartado anterior consideramos la base éptima del problema original y
construimos con ella la tabla inicial del problema modificado tendremos una tabla en la
que se mantienen todos sus elementos excepto el valor de las variables bésicas.

Tabla dptima de [P]
1 I Tpn—1 Ip b

X% Y =BA B~'b

c—cpB1A<0

A

Tabla inicial de [P]
T1 T . Tp_1 Tnp b

X% Y = B71A B~'b

c—cpB1A<0

En vista de la segunda de las tablas anteriores pueden producirse dos situaciones.
La primera es que B~ > 0 con lo que la tabla inicial para el problema modificado
es Optima. La segunda situacién es que B~'b 7 0 y entonces tenemos una tabla que
contiene una solucién basica factible dual y por tanto deberemos aplicar el simplex dual.

La actualizacién puede realizarse tal y como se ha indicado, B~'b o en términos de

variacion respecto al original. Expresando b=b+Ab podemos calcular b=DB"'H=
B~ 'b+ B~ !Ab = b+ B~ !Ab. Nuevamente dicha modificacién en términos de variacién
no requiere los datos originales para construir la tabla inicial del problema modificado.

~

Supongamos que la disponibilidad de malta aumenta en 9 unidades, es decir, b =

b+ Ab = (ig) + <g) La tabla inicial queda

10
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T T2 T3 Ty Ty b
xn 10 2 2 4 1
01 T T R Y

13 _1 _10

0 0 B 3 3

Donde el valor de las variables se obtiene con
~ 2 _1 39
_np-ly_( 3 3
b=n"b=(3 ) (3)

~ 2 1
B:B*B:B*b+3*Ab:<5>+(3 '})(%
20 2 )\o

O con

Como los valores de las variables siguen siendo mayores o iguales que cero la solucién
es factible y por tanto éptima.

Veamos una nueva modificacion. En este caso la disponibilidad de levadura pasa a ser
66, es decir, se ha incrementado en 21 unidades el valor de bs.

. 30 0
b_b+Ab_<%>+(m)

El valor de las variables bésicas es
b= 5= p b nab= () () (1) = ()< (1) = (i)
b=B"b=B"b+B Ab—<20 + _% % 21 ) = L2 + 14 )= a4

y la tabla queda

1 To T3 Ta Ts b
n 10 2z 1
w 0 1 2 4 2 34

13 1 10

0 0 73 3 3

Como se ha perdido la factibilidad primal aplicamos el simplex dual, sale de la base la
variable x; y entra en su lugar la variable x5 obteniéndose

X1 T2 xT3 Ty Ty
s 3 0 2 2 1
T 2 1 2 1 0 30
0 -10 -1 -7 0

| S

La solucion obtenida ya es 6ptima, se elaboran 30 unidades de cerveza de tipo 2.

11
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3. Incorporacién de variables y restricciones

En este apartado se estudia la incorporacion de nuevas variables y restricciones al
problema y, como se eliminan restricciones y variables existentes.

3.1. Incorporacién de variables

Veamos como introducir una nueva variable x, 1 con coeficiente c,;; en la funcién
objetivo y con vector columna A, 1 en A.

Para anadir dicha variable basta considerar la tabla 6ptima del problema original a la
que se le anade una nueva columna, la correspondiente a x,,. Para ello se actualizan
los valores de A, 1, es decir se calcula Y, ;1 = B~'A, . y se calcula el valor de su costo
marginal ¢, 1 —cpB~ 1A, .. La optimalidad de la tabla dependerd del costo marginal de
la nueva variable x, 1, si es > 0 y el problema era de minimo, o si es < 0 y el problema
era de maximo, la solucién que teniamos para el problema original sigue siendo éptima
para el problema modificado y no interesa que la nueva variable tome valor, en caso
contrario, la solucién no es 6ptima, dicha variable debe entrar en la base. Se prosigue
con el algoritmo del simplex hasta alcanzar solucién éptima o hasta detectar solucién
no acotada si fuera el caso.

Supongamos que queremos considerar la elaboracion de un cuarto tipo de cerveza,
una cerveza sin alcohol, que requiere una unidad de malta y una unidad de levadura por
unidad de cerveza, y cuyo beneficio de venta es de 5 unidades monetarias. ; Merecera la
pena su elaboracion? jen qué cantidad?

. . . 1
Si llamamos zg a las unidades de este nuevo tipo de cerveza, su columna es Ag = < ) )

y su beneficio ¢g = 5. Calculamos la columna actualizada y el costo marginal.
2 _1 1 1 4
6= (8 9))=() emememen(h)-
3 3 3

Por tanto la tabla

>0

Wl Wl
W |

1 Lo T3 T4 Ts T b
2 2 1 1

1 0 3 3 3 3 5
2 1 2 1

) 0 3 -3 3 3 20
13 1 _10 4
0 0 3 3 3 3

12
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no es 6ptima, entra la variable correspondiente al nuevo tipo de cerveza xg v sale x1,
obteniéndose.

I T2 T3 Ty s Tg b
T 3 0 2 2 -1 1 15
To 0 1 0 -1 1 0 15
-4 0 -7 -3 -2 0

con un valor de la funcién objetivo de 180 unidades, se elaboran 15 unidades de la
nueva cerveza y 15 de la cerveza de tipo 2.

3.2. Incorporacién de restricciones

Cuando se considera la incorporacion de una nueva restriccién el primer paso es com-
probar si la solucién éptima del problema original la verifica, en este caso la solucion
también serd éptima para el problema modificado.

Nos situamos ahora en que la soluciéon 6ptima del problema original no verifica la
nueva restriccién, veamos el proceso a seguir por medio de un ejemplo. Consideremos
que existen problemas para el abastecimiento de un tercer ingrediente, el lupulo. Se
pueden conseguir 30 unidades de lipulo y se necesitan 3, 1 y 1 unidades de lipulo para
la cerveza de tipo 1, 2 y 3, respectivamente. Se trata pues de incluir la restriccién

35131 + o + 23 < 30,

restriccion que no es verificada por la solucién éptima del problema original ya que
requeriria 35 unidades.

En primer lugar nos fijamos en las variables que aparecen en la restriccién y son bésicas
en la tabla optima del problema original. Después despejamos de la tabla 6ptima dichas
variables y las sustituimos en la restriccion. Sobre nuestro ejemplo, en la restriccion
aparecen x, y To, las despejamos de la tabla

_ 2 2 1
Ty =5—35T3— 5%+ 375

_ 2 1 2
Ty = 20 — gl’3+ 51'4 — §I5

Sustituimos en la restriccién
2 2 1

2 1 2
3(5 — 373~ 3%a+ 5935) + (20 — 33+ ol = 5955) + 73 < 30

13
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y operando obtenemos

> > —l—l < -5
—=T3— T4+ x5 < —
378 T ¥ T 3T S

La restriccion anterior ya estd actualizada, basta con incluir una variable de holgura y
la restriccion estd lista.

) 5 1
—=T3 — T4 + —Ts + Tg = —5

3 3 3

Si la restriccion se deja en la forma < con lo que la holgura entra sumando podremos
aplicar a la tabla resultante el simplex dual. Si cambiamos el sentido de la restriccién
para que el coeficiente sea positivo entonces la holgura entrara con coeficiente -1 y
posteriormente necesitariamos una variable artificial para la construccién de la tabla.

Tal y como hemos dejado la restriccion se incluye directamente en la tabla, tomando
como variable basica la variable de holgura xg, obsérvese que los costos marginales no
han cambiado como consecuencia de haber entrado en la base una variable de holgura.

Ty Z2 T3 Ly T5 Te b
»n 10 2 2 4+ 0 5
2 0 1 2 2 0 20
xw 0 0 -2 2 L 1 5

13 1 10
o 0o -5 5 -5 0

A partir de aqui se aplica el simplex dual, sale x4 entra x, obteniéndose

T T9 Z3 T4 Ty Tg 1_7
w10 0 0 -+ 2 3
» o0 1 1 o ¢ i 2
x4 0 0 1 1 -+ 2 3

17 1

o o0 -4 0o -Z -2

que ya contiene una soluciéon 6ptima del problema con la nueva restriccion.

La otra posibilidad es dejar la restriccién con términio independiente positivo

14
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> —1—5 ! 5
ST3+ STy — 5T5 — Tg =
3T T gTa = ¥ — g

Con lo que al construir la tabla

xrq To T3 T4 x5 X6 b
10 2 2 4+ 0 5
s 0 1 2z 12 0 20

0 0 2 2 4 -1 5

S

no tendriamos una variable basica candidata, deberiamos introducir una variable ar-
tificial a; con coeficiente ¢,, = —M y recalcular todos los costos marginales

1
fa:3+—x4—fx5—x6+a1:5

3 3 3
T i) T3 Ty Ts Te B
2 2 1
aq 0 0 3 3 -3 -1 1 5
—134+5M —14+5M —-10—-M
0 0 + + I M0

A partir de esta tabla que no es 6ptima habria que aplicar el simplex con las con-
sideraciones oportunas debidas a la utilizaciénd de variables artificiales, es decir, si al
finalizar la variable bésica sigue en la base con valor no nulo el problema con la nueva
restriccion no es factible.

4. Analisis de sensibilidad Il. Modificacion de la matriz
A

A la hora de estudiar modificaciones de la matriz A consideraremos la modificacién
de una columna de A, en el caso de modificar méds de una columna realizaremos el
tratamiento columna a columna.

15



Prog. Lineal Dualidad A. Post-optimal Prog. Entera

Vamos a distinguir dos situaciones, que se modifique una columna correspondiente a
una variable no basica en la tabla 6ptima del problema original o que se modifique la
columna de una variable bésica.

Modificacién de columna no bésica

Comenzamos con la modificacién de una columna Aj, correspondiente a una variable
xj, no basica. En este caso las tnicas alteraciones que se producen son la de su columna
actualizada ya que en lugar de B~'A;, tendremos B~'A;; y la de su costo marginal.

Por tanto el proceso a seguir es actualizar la informacién de Y;, = B1A;, recalcular
su costo marginal ¢j, — Z;, = ¢j, — cgB ' A;, v dependiendo de lo que ocurra con el
signo del nuevo costo marginal la tabla se mantendra 6ptima o habra que proceder con
el algoritmo simplex.

Veamos un ejemplo, supongamos que el procedimiento de elaboracion del tercer tipo
de cerveza, que actualmente se elabora con 2 unidades de malta y 2 de levadura por
unidad de cerveza, se modifica de forma que necesita 1y % unidades de malta y levadura,
respectivamente. Calcular la nueva solucién 6ptima del problema.

En primer lugar calculamos la columna actualizada de x3,
X 2 1\ /1 1
w5 7)0)-6)
—3 3/ \32 0

1

Introducimos la informacién sobre la tabla que ha dejado de ser 6ptima ya que el costo
marginal de x3 es mayor que cero.

y su costo marginal

Ty ®y  x3 Ty Ts b
1 2 1
T 1 0 5 3 -3 5
T 0 0 -3 2 20
1 10
o o 1 i B
Entra x3 sale x;. -
T T2 T3 Ty s b
x5 2 0 s 2 10
w 0 1 0 -5 2 20
5 8
2 0o o -2 8
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con lo que la tabla obtenida ya es optima, elabordndose 10 unidades de la cerveza de
tipo 3 y 20 unidades de la cerveza de tipo 2.

Modificacién de columna bésica

Si la columna modificada corresponde a una variable basica no podemos actuar direc-
tamente ya que esto afectaria a B y provocaria cambios en el valor de las variables y en
los costos marginales, pudiendo perderse tanto la factibilidad primal como la dual.

El proceso que seguiremos serd eliminar la variable modificada y en su lugar intro-
ducir una nueva variable con el mismo costo y que tenga la nueva columna. Como ambos
cambios unicamente afectan a optimalidad (a costos marginales) pueden realizarse si-
multdneamente. Formalmente definimos z,41 > 0, con c,11 = ¢, ¥y Anp1 = Ajm y
seguidamente penalizamos la variable que queremos quitar ¢;, = M o ¢j, = —M segun
sea el problema de minimo o maximo, respectivamente.

Supongamos que se modifican los requerimientos de malta y levadura del primer tipo

de cerveza que pasan a ser, respectivamente, 1 y 3. En este caso como x; es basica,

. . 1
definimos una nueva variable xg con Ag = ( g ) G6=c1= 4 y hacemos ¢; = —M.

_1
Calculamos la columna actualizada de x4, Y5 = B~ 1A = ( 53> y calculamos todos

los costos marginales de todas las variables, ya que hemos moéiﬁcado el costo de una
variable bésica (x1).

La tabla resultante es

1 T T3 Ty Ts Te b
2 2 1 1
2 1 2 5
To 0 5 3 5 3 20
0 0 —54+2M 7+2M 14+ M 23+ M
3 3 3 3

T i) T3 T4 Ty Tg b
3 1 1 15
L4 2 0 1 2 2 2
1 1 3 45
_T2M _ 7 _ 13
5 0 4 0 3 5
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Solucién éptima en la que la variable x; ya esta fuera de la base. En este momento se
elimina la columna de z1, y se renombra la variable zg como 1, ya que corresponde a
la variable z; tras la modificacién.

5. Analisis paramétrico

Como se comento en la introduccion bajo este epirafe vamos a estudiar modificaciones
del problema original que dependen de un parametro, por ejemplo:

c=(2 3 5) - ¢&=(2 3 5)+A(1 0 —2) Xe[10,30]
b'=(1 6 5) — b =(1 6 5)+A(1 1 2) Xe[0,10]

5.1. Parametrizacion en el vector de costos

Dado el problema original [P]

max Z = c¢X
S. a Ax=Db
x>0

Consideramos su modificacién [P)]

mix Z = ¢x=(c+ AAc)x
S. a: Ax=Db B
x>0 Ae N

El proceso para resolver el problema es el siguiente:

1. Resolver el problema para un valor de X fijo, usualmente si estd en [\, \] se toma
A = 0, ya que para este valor el problema coincide con el problema original para
el cual tenemos ya su solucién éptima.

2. Una vez obtenida la solucién anterior se actualizan los costos marginales tomando
los costos parametrizados en funcion de .

18



Prog. Lineal Dualidad A. Post-optimal Prog. Entera

3. Sobre la tabla resultante se impone que los costos marginales, que dependen de
A, se mantengan menores o iguales que cero, es decir, se impone que dichos costos
cumplan el criterio de optimalidad,

4. Al imponer que los costos marginales se mantengan 6ptimos obtenemos que A debe
pertenecer a un cierto intervalo que llamamos [);, \;] (inicialmente i = 1 conforme
se itere el algoritmo 7 ird tomando valores sucesivos). Con lo cual siempre que A
pertenezca a él dicha tabla contiene una soluciéon 6ptima.

5. Suponer que A toma un valor inmediatamente fuera del intervalo anterior, en-
tonces, alguno de los costos marginales tomard valor estrictamente positivo y la
tabla dejara de ser 6ptima. Realizamos una iteracién del simplex haciendo que
dicha variable entre en la base y obtenemos una nueva tabla. Con esa nueva tabla
volvemos al paso 3.

El proceso finaliza cuando la unién de todos los intervalos [);, \;] obtenidos cubre el

intervalo de estudio [\, ).

A continuacién aplicamos el método anterior a la siguiente parametrizacién del vector
de costos del problema de las cervezas.

¢=473)+X(1 —1 1) con\e€][-T7,00),

para ésta calcular todas las soluciones 6ptimas del problema.

En primer lugar se resuelve el problema para un valor de A fijo. En particular consi-
deramos A = 0 cuya resolucién corresponde a la resolucién del problema original. Dada
la tabla éptima del problema con A = 0 (problema original) actualizamos sus costos en
funcion de A obteniendo:

T1 T T3 T4 T b
2 2 1
T 1 0 % 51 -25 5
13 1 10
D S Y S I

A continuacién imponemos que la tabla se mantenga 6ptima (al menos para A = 0
debe ser 6ptima ya que se trata del problema original y la tabla correspondia a su
solucién éptima).
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Para que la tabla se mantenga optima todos sus costos marginales deben mantenerse

menores o iguales que cero:

—B4A<0 = A<
—1-A<0 = A>-1
DA< = A<l

Tomando la interseccion de los intervalos anteriores obtenemos
1 10

ANE|——, —

[ 37 3 ]

Con lo que obtenemos una primera solucion:

Primera soluciéon 21 =5 25 =20 13 =0 X € [—3, ]

Z =5(44\) +20(7 — A) = 160 — 15)

Si tomamos algin valor que se salga ligeramente de [—%, %], por ejemplo, si consi-

deramos un A < —%, entonces el costo marginal de x4 toma valor estrictamente positivo.
La tabla ya no sera 6ptima, entrara en la base la variable x4 obteniéndose

L1 L2 L3 Ty s b
4 3 0 1 1 -1 B
T . 1 1 0 : £
1 3 7 1
sH3A 0 —4420 0 =54 3N

A partir de esta tabla repetimos el proceso. Imponemos que la solucién se mantenga
Optima:
Iy <o= rx<-1
—44+22< 0= A <2
—IT4+IAN<0= AT

Con lo que si A < —% todos los costos marginales son menores o iguales que cero. Por

tanto dicha tabla es éptima para A € (—oo, —%], como nuestro estudio llega hasta -7

obtenemos

Segunda solucion — x; =029 = 2 25 =0 X\ € [-7, —3]
Z="9(1—A) ="~ D)
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Prog. Lineal

Obsérvese que este intervalo debe ser siempre adyacente al intervalo del que nos hemos
_1 m]

salido, en este caso adyacente a [—3, %

Nos queda todavia la parte derecha de [—%, 13—0] Suponemos que A > 1—??, entonces el
costo marginal de x5, sobre la tabla que dio lugar al intervalo [—%, ?], pasa a ser positivo.

Por tanto dicha variable entra en la base obteniéndose una nueva tabla:

Z1 T T3 Ty T5 b
1 : 1 : 0 15
x5 0 s 1 -3 130
0 5-3x -1 —2-ix 0

Imponemos que la tabla se mantenga 6ptima

F—3A<0= > %
—2-A<0= A>—4

Con lo que la tabla se mantiene 6ptima siempre que A > %, con lo que ya tenemos

estudiado todo el intervalo. La tercera solucién queda

x1:15x2:0x320>\€[%,oo)

Tercera solucién
Z =15(4 —\) =60+ 15\

5.2. Parametrizacion en el vector de recursos

Dado el problema original [P]

max Z = c¢x
S. a Ax=Db
x>0

Consideramos su modificacién [P)]

mix Z = ¢X
S. a: Ax:b+)\A19
x>0 Ae NN
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El proceso para resolver el problema es andlogo al de la parametrizacién en costos:

1. Resolver el problema para un valor de X fijo, usualmente si estd en [), \] se toma
A = 0, ya que para este valor el problema coincide con el problema original para
el cual tenemos ya su soluciéon éptima.

2. Una vez obtenida la solucion anterior se actualizan el valor de las variables bésicas
parametrizadas en funcién de .

3. Sobre la tabla resultante se impone que las variables se mantengan con valor mayor
o igual que cero, es decir, se impone que dicha solucion sea factible.

4. Al imponer la factibilidad obtenemos que A debe pertenecer a un cierto intervalo
que llamamos [);, A;] (inicialmente i = 1 conforme se itere el algoritmo i ird toman-
do valores sucesivos). Con lo cual siempre que A pertenezca a él dicha tabla contiene
la solucién éptima.

5. Suponer que A toma un valor inmediatamente fuera del intervalo anterior entonces
alguna de las variables béasicas tomara valor estrictamente negativo y la tabla
dejaré de ser 6ptima. Realizamos una iteraciéon del simplex dual haciendo que dicha
variable salga de la base y obtenemos una nueva tabla. Con esta tabla volvemos
al paso 3.

El proceso finaliza cuando la unién de todos los intervalos [);, \;] obtenidos cubre el
intervalo de estudio [\, AJ.

Consideramos la siguiente modificaciéon paramétrica del vector de recursos

: ~1\ (30 -1
b=b+A( )= () +A(,) cnrel-1025

Resolvemos para A = 0, problema original y actualizamos el valor de las variables de
dicha soluciéon éptima en funcion de .

S =11 1 30—)\)_( 5) >
b=5"b=5 (45—2)\ - \20— A

y la tabla queda
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I ) ZT3 Ty Ty b
2 2 1
1 0 5 5 -3 b
x, 0 1 2 12 90
13 _1 _10
0 0 B 3 3

Imponemos que la tabla se mantenga 6ptima

5>0
20-A2>0= A <20

Por tanto dicha tabla se mantiene éptima para A\ € [—o0, 20| y considerando nuestro
intervalo de estudio obtenemos A € [—10, 20].

Primera soluciéon a3 =5 2o =20 — XA 23 = 0 A € [—10, 20]
Z=5x4+7(20— ) =160 — A

Nos queda por estudiar a la derecha del 20, consideramos que A > 20, entonces la
variable x5 toma valor, 20 — A, negativo. Aplicamos simplex dual sale x5 y entra x4,
obteniéndose la tabla

X1 X2 X3 X4 Ts b
T 1 2 2 0 1 45-2\
Ty 0 -3 -2 1 -2 -60+3A
0 -1 -9 0 -4

Imponemos que dicha tabla sea éptima, es decir, que sus variables bésicas sigan toman-
do valores no negativos:
45-22>0= A< 2
—604+3A>0= A>20

Por tanto la segunda solucién queda

Segunda solucién  x7 =45 -2\ 29 =0 23 =0 X € |20, %]
Z =4 x (45 —2)) =180 — 8\
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Como aun no hemos cubierto todo el intervalo [—10, 25] continuamos por la parte no
estudiada. Si A > 4—25, entonces la variable x; toma valor negativo y debe salir de la base.
Tomamos la tabla que gener6 el extremo 435 y al tratar de determinar la varible que
entra en la base observamos que todos los elementos de la fila de la variable que sale son

mayores o iguales que cero, por tanto en estas condiciones, A\ > %, el problema es no
factible.

Con el ultimo resultado tenemos estudiado todo el intervalo, hemos obtenido dos
soluciones una en el intervalo [—10,20] y otra en el intervalo [20, 2], y en el intervalo
(%,25] el problema es no factible.

Observaciones:

= En cualquier andlisis paramétrico tenemos que obtener intervalos sucesivos adya-
centes.

= En el caso de parametrizacién en costos, en los extremos de los intervalos tenemos
solucién multiple. Para dicho A son 6ptimas la solucion del intervalo de su izquierda
y la del intervalo de su derecha.

= En el caso de parametrizacion en recursos, en los extremos de los intervalos tenemos
soluciones degeneradas ya que en ellos la variable que se toma para salir de la base
toma valor cero.
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