CURSO CERO DE MATEMATICAS PARA GRADOS DE CARACTER ECONOMICO
Tema 2. Funciones (Limites y Continuidad)

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Calcular los dominios de definicién de las siguientes funciones:

a) F() = — b) f(x)=x+3 ) f(x) =In2=%
XS +X-6 X+1
5+x
A F(x)=VxZ +x -2 e) f(x)=el+x f) f(x)=sen—
X< -9
Solucion
a) La funcién f(x) =2X;:L es racional, por lo tanto, no esta definida en aquellos puntos que
X +X-6

anulan el denominador. Para determinarlos se resuelve la ecuacion x2

o -ltV1+24 -1%5
_ = - ===

+ X —6 = 0 cuya solucion es

{23 ,luego D= R - {-3, 2}.

b) Como f(x)=+x+3 esta definida por una raiz cuadrada, so6lo existe si el radicando es no
negativo, es decir, si x +3 > 0. Despejando x se tiene x > -3 y por tanto, D = [-3, +x).

., 2-X . . L .
c) La funcion f(x)=In 1 es composicion de una funcion logaritmica y una racional, por tanto,
X +
para calcular su dominio hay que tener en cuenta que las dos estén definidas.

El logaritmo neperiano solo se puede hallar de expresiones positivas, luego, es necesario que

2= X > 0. Para estudiar el signo 2= X utilizaremos la tabla siguiente:
Xx+1 xX+1
Slgno (—oo, _1) (_15 2) (2! +°°)
2-X + + -
X+1 - + +
2-X
- + -
X+1

. . X . .
>0 en el intervalo (-1, 2). Ademas, por ser un cociente su denominador

2-X
Se cumple que

X+1
debe de ser no nulo y por ello, x #-1.

Por tanto, D = (-1, 2).

d) Como f(x)=vx?+x-2 esta definida por una raiz cuadrada se tiene que cumplir que

x? +x-2>0. Se factoriza el polinomio quedando (x -1)(x+2) >0, y se estudia su signo en la

tabla que sigue:

Signo (-, -2) (-2, 1) (1, +e)
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x-1 - - +
X +2 - + +
x-D(x+2) + - +

Teniendo en cuenta que x = -2 y x = 1 verifican la desigualdad se tiene que D = (-, -2] U [1,+).

5+x

.. . Ty . . . , 5+x
e) La funcién exponencial f(x) =el+x esta definida siempre que lo esté su exponente Tox’ es
+ X

decir, si 1+ x # 0. Luego, D = - {-1}.

) La funcidon f(x) =sen

es composicion de la funcién seno y una racional. Como el dominio
X -9

de la funcién seno es R , f(x) esta definida cuando exista la funcién racional , es decir, si

x% -9
x2-9=20, lo que es lo mismo x? -9 =(X+3)(x-3) #0, de donde se tiene que x # 3,-3.

Por tanto, D = R - {3, -3}.

2. Dadas las funciones f(x) = x? —5x + 3, gx)=vx+1 y h(x)= e?X71: realizar las siguientes

operaciones: f -3g+h, fﬁ f.gz, fog, gof, fogoh.

Solucién

(f =39 + h)(x) = f(x) —3g(x) + h(x) = X?> =5x +3 -3/x +1 +e?*1

f _f(x)_x2—5x+3
(Fj ®) o0 T

(f. g%)(x) = f(x)(g(x))2 = (x® -5x + 3)(\/x +1)2 =(x? -5x+3)(x+1) = x> -4x® -2x + 3

(f o @)(x) = (900) = f (Vx +1) = (Vx +1)2—5x/x+1+3=x+1—5\/x +1+3=x-5J/x+1+4

(gof)(x)zg(f(x)):g(x2 —5x+3)=\/x2—5x +3+1=\/x2—5x+4

(F g om0 = (F *9)(n()) = F (g (nC0)) = g (€)= 1 ( 2x1 +1] _

2
=( e2X_1+1) - 5( e2x_1+1)+3=ezx_1+1— 5(Ve2x_1+1)+3=e2"‘1— 5( e2X_1+1)+4
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3. Indicar qué caracteristicas tienen las funciones cuyas graficas son las siguientes curvas:

a) b)

siz -1 (142 1

Solucién

. 5 ., . . .
a) En el intervalo (—oo, _E la funcidn es estrictamente creciente y estrictamente convexa.
En el intervalo "5 -1 la funcién es estrictamente creciente y estrictamente céncava.
En el intervalo | -1, > la funcién es estrictamente decreciente y estrictamente concava.

. 1 ., . . .
En el intervalo (5, 1| la funcién es estrictamente decreciente y estrictamente convexa.
En el intervalo (1, + ) la funcidn es estrictamente creciente y estrictamente convexa.

Ademas, esta acotada inferiormente por O y no lo esta superiormente.

No es periddica.

b) Es una funcion periddica de periodo z, por ello basta analizarla en el intervalo [0, 7].

En los intervalos {O, %} y [37” 7:} la funcidn es estrictamente creciente y en el intervalo

[% 327”} estrictamente decreciente.

La funcién es estrictamente céncava en {O, gj y estrictamente convexa en (% 71':| .

Ademas, esta acotada inferiormente por 0 y superiormente por 2.
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4. Calcular los limites, si existen, de la funcién que tiene la siguiente grafica en los puntos:
=-5/2,x=-1,x=0:

3ie
F\ =11
-5/2 -1 0

Solucién

En x = -5/2, hallamos los limites laterales ya que el comportamiento de su grafica cambia antes y
después del punto, quedando Iim+f(x) =1y lim f(x)=0. Como no coinciden, se puede afirmar

X—-= X—-=
2 2

que no existe lim f(x).
x>

En x = -1 se ve claramente observando la grafica que Iim f(x)=1 y Iim f(x)=1, por tanto,
x—=(-1)" x—=(-1)"

se tiene que Ilim f(x)=1.
X—>-1

En x = 0, la funcién no esta definida a su derecha por lo que soélo se puede calcular el limite por la

izquierda obteniéndose Iim f(x) = lim f(x) = §.
x—0 X—0~ 2

5. Calcular los limites laterales de las siguientes funciones en los puntos que se indican:

a) f(x):5);+2 en x=1 b) f(x):_—3 en x=1
c) f(x)=e%(‘ en x=0 d) f(x)=3%< en x=0
Solucion

a) Como al sustituir x = 1 en el polinomio del denominador, éste se anula, vamos a factorizarlo
5x +2 5x +2

x2 -1 (X-D(x+1)°
Para calcular los limites laterales se utiliza notacién simbodlica:
5x +2 . 5X +2 7 7

para separar el factor (x — 1) quedando f(x) =

lim = = — = 4o
xo1t X2 -1 xo1r (X-D(x+1) o2 o
lim 5x +2 . 5x +2 _ [ 7
xo1” X2 =1 xo1- X-D(X+1) 0.2 o0
b) fim —— -3 _ =3 _ 3 _93_,
x—1" 1 1 g4et Lt 4w

1+ex_1 1+e0+
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. -3
X—1" = el 1+~ 1+0 1
l+ex_l 1+eo_

X si x>0

c) Para calcular este limite hay que recordar la definicion de valor absoluto: |x| = { . 0
-X Si X<

T v
lim e H: lim e%(:e 0t — et = 4oo

x—07 x—07T

1
lim e%(‘ = lim e%x = e%’Jr =e™ = too
x—0" x—0"

d) lim 3% — 3%+ = 3™ = foo

x—0*
1
lim 37 :3%3‘ _g=~__1 _1 _,
x—0~ 37 e

6. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

2 .
a) f(x):X—Jrl b) f(x) = 4-(x-3) si 0<x<7
3_x2+5 7x - 61 si 7< x<8
—|X — 2| i 0] X senl si x=0
o) fy =" X7 d) f(x) = x
1 si x=0 0 si x=0
Solucién

a) Como la funcién esta dada por un cociente, hay que determinar los puntos que anulan el

denominador, es decir, los puntos que son solucién de la ecuacién 3 — x> +5=0.
Resolviendo la ecuacion queda:

3-Vx?+5=0 o x?+5=3 = x?°+5=9 = x?’=4 = x=-2 y x=2

Como en el proceso de resolucion se ha elevado al cuadrado, es necesario comprobar si -2 y 2
verifican la ecuacion inicial: 3—\/(—2)2+5=3—\/§=3—3=0 , 3—m=3—@=3—3=0

Por tanto, Xx = -2 y X = 2 son soluciones de la ecuacion.

Luego, la funcién es continua en R - {-2, 2}.

En los puntos x = -2 y x = 2 presenta discontinuidades no evitables ya que:

. . X+1 3 . . x+1 3

lim f(x)= lim ———=-"=—- y Ilim f(X)= lim ——— = = = 4o
x—2* x=2"3_\x24+5 0O X—2" x—=2 3 _4/x2+5 O

lim fo= tim —XFL -3 oy im foo= lim —X*1 3 _
x—-2* x>-2"3_4x24+5 OF X—=2" x>-2"3_x?2+5 0O
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4—(x—3)2 si 0<x<7
77X —61 si 7< x<8

b) La funciéon f(x) = { verifica:

En el intervalo (0, 7) es el polinomio 4 - (x —3)2, luego es continua y en el intervalo (7, 8) es el
polinomio 7x — 61, y por ello continua.

El Unico punto que requiere un estudio es x = 7 ya que la definicibn de f cambia antes y después de
él, por lo que se calculan los limites laterales quedando: Iim f(x)= lim (4 -(x —3)2) =-12,
X7 X7~

lim f(x)= lim (7x-61)=-12 y f(7) =-12. Por tanto, f es continua en x = 7.

x—7* x—7*

Ix - 2| _
c) Para estudiar la funcion f(x) = X+ X st x#0 , conviene primero escribirla sin el valor
1 si x=0
LIX*2 si x<2 yx#0
X
X -2 .
absoluto quedando f(x) =4 x + si x>2
X
1 si x=0

Los Unicos puntos que requieren un estudio especial son x = 0y X = 2 ya que en los demas casos la
funcion es continua por las propiedades de continuidad estudiadas.

En x = O se cumple:

lim f(x) = lim (X+‘X+2j=o+%=+w ., lim £f0) = lim [x+‘x+2j=0+i=—w
X

x—0" x—0* 0 x—0" x—0" X
luego, la funcidn es discontinua no evitable en este punto.

En x = 2 se cumple:

lim f(x)= lim [x+x_2j=2+9=2 . lim f(x) = lim (x+_x+2j=2+9=2 , f(@)=2
x—2* x—2* X 2 X—2" X—2" X 2
luego la funcidn es continua en este punto.
X seni si x#0
d) La funcion f(x) = X es continua si x # 0 por ser producto y composicion de
0 si x=0

funciones continuas.

. 1 o . L
En x = 0 se cumple lim (x sen—j =0, por ser producto de una funcién que tiende a O y una funciéon
x—0 X

acotada, y f (0) =0

Por tanto, f también es continua en x = 0.

ax?+3x-5 si x<1
22X +7 si x=>1

7. Determinar el valor de a para que la funcion f(x) = { sea continua en 1
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Solucién

Se calculan los limites laterales en x = 1 ya que la definicién de la funcién cambia antes y después
del él: lim (-2x+7)=5, lim (ax2 +3x —5) =a-2 y fQ)=5.

x—1" x—1"

Para que la funcién sea continua en x = 1 los tres valores anteriores deben coincidir, luego,
a-2=5 y por tanto, a = 7.

2_ — —_—
8. Hallar Iim X d-a)x-2a

segun los distintos valores reales de a.

x—a* x? - a®
Solucién
a+1 .
2 si az0
lim X —(1—a)x—a: lim (x—a)(x+1): lim x+1: 2a
x—a"  x?-a? x—at (X+a)(X-a) xoa"X+a %:er si a=o0
0

9. Hallar, si existen, las asintotas de las siguientes funciones:

2 p—
a) f(x) =X =x+3 b) f(x) = In—>
X+2 X+1
Solucioén
2 —_—
a) f(x)=x—x+3
X+2

Para estudiar la existencia de asintotas verticales se calculan los limites laterales en x = -2 ya que -
2 es el unico punto de discontinuidad de f:

. X2 - X +3 9 . X2 - x+3 9
lim —— = = oo Iim ——=—=—

xo(-2)" X+2 ot X2y X +2 o
Por tanto la recta x = -2 es asintota vertical de la funcidon por la derecha y por la izquierda.

Para analizar la existencia de asintotas horizontales se calculan los siguientes limites:

. x2 - x+3 . xZ2 —x +3
Iim ————— = 4 Iim ———— =
X—teo X +2 X——o X +2

—0Q

Por lo tanto, no hay asintotas horizontales pudiendo existir asintotas oblicuas o ramas parabdlicas,
que se estudian hallando los siguientes limites:

x? - x+3 5

. f(x . . X“—-X+3
m= lim YO _ jjm _x+2 A A

X—+4o0 X X —> oo X X—+e0 X(X +2)

2 2 2

. . X< -x+3 . XS =X +3-X°-2X . -3x+3
n= lim (f(xX)-mx)= Iim | ———— —x |= lim = lim ——=-3

X —>+oo X —>+oo X+2 X —>+oo X+2 X—o4e0 X +2

Por tanto, la rectay = x — 3 es asintota oblicua de f cuando X — +eo.
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2

X -x+3 5
me lim 1 jim X2 i XX +3
X——o X X —>—oco X X——so X(X +2)
2 2 2 B
n= lim o) —mx) = lim | X =2XF3 5|2 jim XEoXHF8=XT=2X  , SX43 4
X —>—oc0 X —>—oc0 X+2 X —>—oc0 X+2 X—o—0 X +2

Por tanto, la rectay = x — 3 es asintota oblicua de f cuando X — —.

X
+1

b) f(x) =In
X

Para estudiar la existencia de asintotas verticales, como f sélo esta definida a la izquierda de x = -1
y a la derecha de x = 0, se calculan los siguientes limites laterales:

lim f(xX)= lim In =In lim X :In_—lzln(+oo) = +oo
x—(-1) x—>(-1)~ X+1 x—(-1)” X +1 0
+
lim £00) = lim In—— =1n tim —— =1n2" =1n0 =
x—0" x—0" X+1 x—0" X +1 1

Por tanto la recta x = -1 es asintota vertical de la funcién por la izquierda.
Por tanto la recta x = 0 es asintota vertical de la funcidén por la derecha.

Para analizar la existencia de asintotas horizontales se calculan los siguientes limites:

. . X .

lim f(xX)= lim In =In Iim =ln1=0
X —>+oo X—4eo X + X—+e0 X +

. . . X

lim f(x)= lim In =In lim =ln1=0
X —>—o0 X——o X+1 X——o X +1

Por tanto, la recta y = O es asintota horizontal de f cuando X — +« y cuando X — —oo.
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