CURSO CERO DE MATEMATICAS PARA GRADOS DE CARACTER ECONOMICO
Tema 3. Funciones (Derivacién)

Tema 3. FUNCIONES (Derivacion)

En este tema se consideran funciones reales definidas en un conjunto D ¢ R, siendo D un intervalo
abierto o la unidén de intervalos abiertos.

3.1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES

Dada una funcién real y =f(x) y un punto xge D en el que la funcién es continua, se sabe que
cuando x toma valores infinitamente proximos a xq, f(x) se aproxima a f(xg), pero la continuidad

no informa de como se realiza esta aproximacién, por ejemplo, si es creciendo o decreciendo y, en
cada caso, si lo es con mayor o menor rapidez. El concepto de derivada que a continuacién se define
proporciona esta informacion.

Se llama incremento de la variable independiente x a partir de xg al valor Ax = x - Xx;. Este
valor da una medida de la proximidad entre x y xq, de forma que x — X es equivalente a Ax —» 0.

Se llama incremento de la variable dependiente y al valor Ay = Af(xg) = f(x) - f(xg) . Este valor
da una medida de la proximidad entre f(x) y f(xg).

. . A f(x) - f(x , s
Se llama cociente incremental al valor A_VZM, que da una medida de la proporcion
X X = Xq

en que se encuentra los incrementos definidos anteriormente.
Si se consideran puntos infinitamente préoximos a x; hay que calcular el limite del cociente
incremental cuando x — Xg, lo que nos lleva a la definicion de derivada de la funcion en el

punto xg .

Se llama derivada de f en el punto X, al nimero real, si existe, dado por:
. f(x) - f(x
M (CORRICY))
X—)XO X - XO
Utilizando incrementos, teniendo en cuenta que x =X +Ax, este limite se puede escribir de la

forma:

. . f(xy + Ax) - f(x
jim Y = jim [0 4% = T0%)
Ax—0 AX  Ax—0 AX

La derivada, caso de existir, se representa habitualmente por f'(xg) o g—f(xo).
X

Si existe f '(xp) se dice que f es derivable en el punto xg .

Ejemplo 1:
a) Dada la funcién f(x) = 2x2 + x —1, para saber si existe f'(-1) se calcula el limite:

1
2 1| x-=
Cf)-f(-1) . 2x+x-1-0 . 2XF )(X zj . 1
lim = lim =lim —— == 1|lim 2| x-=|=-3
x—-1 X —(-1) x—-1 x+1 x—-1 x+1 x—-1 2

Como este limite existe y es un nimero real se concluye que f es derivable en el punto x = -1y f'(-1) = -3
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1-x si x<1

. para estudiar su derivabilidad en x = 1, se estudia si existe el limite
x-1 si x=>1

b) Dada la funcién f(x)=\x—1\={

IimlL_;(l) . Como la definicién de f es distinta a la derecha e izquierda de x = 1 se han de calcular los limites laterales:
X— X =

lim TOO=FA) _ iy X=1-0_ iy y g, lim

x—-1t X - x-1t X~ x—1t x—1"

f(x)-f(1) - lim 1-x-0_
X - x—1"

f(x)-f(1)
X—-1

Al ser los dos limites laterales distintos, se concluye que no existe lim , Y, en consecuencia, la funcién no es

Xx—1
derivable en x = 1.
Representando la funcién se observa que en x = 1 la gréfica presenta un punto anguloso o punto de pico.

¥

c) Dada la funcién f(x) = Ix? , veamos si es derivable en x = 0 calculando el siguiente limite:

2
_ Ix2 _ 3
lim f(x) - 1(0) = lim XX 0 = lim 22 = lim 1
x»0 X-0 x-»0 X-0 x—0 X x—0 1
x3
Para obtener el limite anterior se han de calcular los limites laterales:
. 1 1 . 1 1
lim — == =+ lim — =—=—
x—0" X§ 0 x—0" 3 0
Por tanto, la funcion no es derivable en x = 0 ya que no existe lim f(x)-1(0) .
x—0 x -0
La gréfica de la funcién presenta en x = 0 un punto de pico.
¥
X
0

Una condiciéon necesaria para que una funcion f sea derivable en un punto se da en la siguiente
proposicion.
Proposicién
f derivable en xj e D = f continua en xg
Notar que el reciproco puede no ser cierto, es decir, hay funciones que son continuas en un punto y

sin embargo, no son derivables en él (apartados b y c del Ejemplo 1). Normalmente esta
proposicion se aplica de la siguiente forma:

f no continua en xy e D = f no derivable en xg

1 .
—_— si x<1
Ejemplo 2: Dada la funcién f(x)={ x+1 , estudiar la continuidad y derivabilidad en x = 1.

x2 +1 si x>1
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Para estudiar la continuidad hay que calcular Iimlf(x). Como la definicidon de f cambia antes y después del punto x = 1, es
X—

necesario hallar los limites laterales:

1 1

lim f(x)= lim x> +1=2; lim f(x)= lim =
x+1 2

x—1" x—1t x—1" x—-1"

Al ser distintos los limites laterales se concluye que f no es continua en x = 1, y por tanto, aplicando la proposicidén anterior, f
no es derivable en x = 1.

Interpretacion geométrica (Ver el apartado de Interpretacion geométrica en Unidad didactica 7
de <http://www.unizar.es/aragon_tres>)

- . f -f
Se puede comprobar graficamente que f'(xy)= lim (x) - f(xo)
X—Xg X = Xp

tangente a la curva y = f(x) en el punto (xq,f(xg)) .

es la pendiente de la recta

Por tanto, la ecuacién de la recta tangente a la curva y =f(x) en el punto (xg,f(xy)) se puede
escribir de la forma:

y =f(xg) +T'(Xg)(X = Xq)
Ejemplo 3: Hallar la pendiente y la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(x) = x> -1 en el punto x = 2.

F)-1) _ i x*-1-3 _ lim x* -4 _ lim (X=2)(x+2) _
X -2 x—2 X-2 x—2 X—2 X—2 X -2

La pendiente es f'(2) = lim lim(x+2)=4
X—2 xX—2
La ecuacion de la recta tangente es y = f(2) +f '(2)(x - 2), es decir, y =3+ 4(x —2), y operando queda y =4x -5.

p=x< -1

p=dx-5

Funcion derivada. Propiedades
Si una funcion f(x) tiene derivada en todos los puntos de un conjunto A ¢ D, se dice que f es
derivable en A. En este caso, se puede definir una nueva funcién que se denota por f'o % y se

llama funcién derivada de f dada por:

f':A>R con f'(x)= lim X+ AX) - f(x)
AX—0 AX
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Aplicando la definicion de derivada se obtienen las siguientes reglas de derivacién que indican
como obtener la funcidn derivada de las funciones elementales mas utilizadas.

f(x)=c = f'(x)=0
f(x) = x2 = f'(x) = ax?!
f(x)=a* cona >0 = f'(x)=a*Ina
f(x) =e* = f'(x) =e*
f(x)=logy,x cona >0 — f'(x):llogae: 1
X xlna
f(x)=Inx = f'(x):l
X
f(x) = senx N f'(x) = cos x
f(x) = cos x = f'(x) = —senx
f(x) = tgx = f'(x)= 5— = 1+ tgzx
COSs” X
, 1
f(x) = arcsenx - f'(X) = —
\/1—x2
. -1
f(x) = arccos x - f'(X)=—
V1-x?
, 1
f(x) = arctgx - f'(x) = 5
1+x

Propiedades

1. Si fy g son dos funciones derivables entonces f + g también loesy (f +g)'(x)=f'(x)+g'(x).

2. Si f es una funcién derivable y t un numero real cualquiera entonces t.f también lo es y
(t. F)'(x) =t f'(x)

3.Si f y g son dos funciones derivables, entonces, f.g también lo es vy

(f. 9)'(x) = '(x)g(x) + f(x)g'(x).

4. Si f y g son dos funciones derivables con g(x)=0 entonces T también lo es vy
g

(i) (x) = f'(x)g(x) - f(zx)g '(x)
9 (9(x))

5.Si f es derivable en x y g lo es en f(x) entonces gofes derivable en x vy

(gof)'(x)=g'(f(x)) f'(x). Esta propiedad se conoce con el nombre de Regla de la cadena.

6. Si f es una funcion inyectiva y derivable en x con f'(x)+# 0 entonces la funcién inversa f1es

derivable en f(x) y (f‘l)'(f(x))=%.
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Aplicando estas propiedades y las reglas de derivacién se puede obtener facilmente la funcién
derivada de las funciones mas habituales.

Ejemplo 4: Hallar la funcién derivada de las siguientes funciones:
a) f(x) = x? + senx , derivando cada sumando se obtiene, f'(x)=2x+cosx

2
b) f(x) = x> —iz+\/3 x2 , escribiendo la funcién de la forma f(x) = x> - x™2 + x3 y derivando cada sumando queda
X

2 _
£ =
f'(x)=3x2—(—2)x‘3+§x3 =3x2+£+3x3 =3x2+i+i

x3 3 x> 33Ix
) f(x) = x3e?*, aplicando la regla de derivacién del producto queda, f'(x) = 3x%e?* + x32e2* = 3x%e?* + 2x3e?* .

3
d) f(x)zx_)‘(iwr1

5 aplicando la regla de derivacidon del cociente queda

(Bx% - 1)(-x +2) - (x> = x +1)(-1) _ —2x3 +6x% -1
(-x +2)? (-x +2)?

f'(x) =

e) f(x)= In§+1 , aplicando la regla de la cadena queda, f'(x) =

1 x—1—(x+1)= -2 __—2
x+1 (x-1) (x-D(x+1) x%-1
x-1

f) f(x) = e5€M3X  aplicando la regla de la cadena queda, f'(x) = 3cos3x eS€N3X

Una vez definida la funcion f' se puede plantear si esta funcidn a su vez tiene derivada. Asi para

aquellos puntos en los que f' tiene derivada, se define la funcién derivada segunda de f que se
2
denota porf" o d—g dada por f'"(x) = (f")"(x).
dx

Reiterando este proceso se pueden definir las derivadas sucesivas de f: funcién derivada tercera,
cuarta, .., funcién derivada n-ésima, que las denotaremos por f', f(4),... , f(”),
respectivamente.

Ejemplo 5: Hallar la funcidn derivada n-ésima de f(x) = e,

Se calcula en primer lugar la funcién derivada obteniéndose f'(x) =3 3,

La funcidn derivada segunda de f se halla derivando la funcién f'(x) quedando f'"(x)= 32 3%,
La funcién derivada tercera de f se halla derivando la funcién f "(x) quedando f''(x) = 33 3%,

Reiterando el proceso y generalizando los resultados obtenidos se tiene que la funcion derivada n-ésima de f es
f(M(x) = 3" 3%,

3.2. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION. EXTREMOS
RELATIVOS

Dada una funcién real y =f(x) y un punto xg e D se dice que f(x) es:

f(x)<f(Xg) si xX<Xq

e Creciente en Xq, Si existe un entorno de xq en el que se cumple _
f(xg) < f(x) si xp <X
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e Estrictamente creciente en Xx,, si existe un entorno de x; en el que se verifica
f(x) <f(xg) si x<xq
f(Xg) < f(X) si xg <X

. o f(x) = f(xg) si x<Xq
e Decreciente enxg, si existe un entorno de x, en el que se cumple .
f(Xg) = f(X) si xg <X

e Estrictamente decreciente enxg, si existe un entorno de X, en el que se verifica
f(x) > f(Xg) si x<Xq
f(Xxg) > f(X) si xg <X

A continuacion se van a dar condiciones suficientes para estudiar el crecimiento y decrecimiento de
una funcion a partir de la derivada.

Proposicién
Dada f(x) una funcién derivable en x, se cumple:

a) Si f'(xg) > 0 entonces f es estrictamente creciente en xg .

b) Si f'(xg) <0 entonces f es estrictamente decreciente en X .

Notar que los reciprocos de estas afirmaciones no son ciertos, por ejemplo, f(x):x3 es
estrictamente creciente en x5 =0 (ver figura) y sin embargo, f '(0) no es positiva ya que f'(0)=0.

Ejemplo 6: Estudiar el crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones en su dominio de definicion:
a) f(x)=2x>-6x+7

Esta funcién es derivable en su dominio, D = (-e, +), por ser un polinomio y su derivada es f'(x) = 6x%> -6 .
En este caso, para estudiar el signo de f'(x) se factoriza el polinomio obteniéndose:
F'(x)=6x%-6=6(x>-1)=6(x+1)(x-1)

El signo de esta expresion depende del signo de (x + 1) y del signo de (x - 1) que cambian en los puntos x = -1y x =1
respectivamente, como se observa en la siguiente tabla:

Signo (o0, -1) (-1, 1) (1, +e0)

X+ 1 - + +

x-1 - - +
f'(x)=6x>-6 + - +

Al ser T'(xX)>0 en (-, -1) y en (1, +«), se deduce que f es estrictamente creciente en dichos intervalos y al ser
f'(x) <0en (-1, 1), la funcidn f es estrictamente decreciente en este intervalo.
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b) f(x) = (Inx)?

Esta funcién es derivable en su dominio D = (0, +) y su derivada es f'(x) = 2Inx

Para determinar el signo de f'(x)se analiza el signo del nhumerador y del denominador:
- El signo del humerador puede cambiar en los puntos que lo anulan: 2Inx=0 = x=1
Asi, 2Inx <0 en (0, 1)y 2Inx >0 en (1, +).
- El signo del denominador es siempre positivo en los puntos del dominio.
Se divide el dominio en los intervalos determinados por x = 1 y se estudia el sigho de f'(x) en cada uno de ellos,

obteniéndose:

e En (0, 1), f'(x) <0, luego f es estrictamente decreciente.

e En (1, +), f'(x) > 0, luego f es estrictamente creciente.

Dada una funcién y = f(x) y un punto xy € D se dice que f(x) tiene enxg:

e Un méaximo relativo, si existe un entorno de X, en el que se cumple f(x) < f(xg).
¢ Un minimo relativo, si existe un entorno de xy en el que se cumple f(xy) < f(x).
¢ Un extremo relativo, si f tiene en x; un maximo o un minimo relativo.

Si las desigualdades anteriores se verifican de forma estricta para x # xq, se dice que el maximo o
minimo es estricto.

A continuacién se dan condiciones necesarias y condiciones suficientes para determinar los minimo
y maximos relativos de una funcion a partir de las derivadas primera y segunda.

Condicion necesaria de extremo relativo

Si f(x) es una funcién derivable en un punto xge D y X, es un extremo relativo de f, entonces
f'(xg)=0.

Esta condicidon es necesaria pero no es suficiente; por ejemplo, f(x):x3 tiene como derivada
f'(x) = 2x2 que se anula en x = 0 y sin embargo, es estrictamente creciente en x = 0 por lo que no
tiene extremo en dicho punto.

Se dice que Xy es un punto critico de fsi f'(xy)=0.

Los extremos relativos de f son puntos criticos, pero no todo punto critico es extremo relativo.

Notese que los puntos candidatos a ser extremos relativos estan entre aquellos que son puntos
criticos y aquellos en los que la funcién derivada no existe.

Condicion suficiente de extremo relativo
Si f es una funcidn con derivada segunda continua en x5 e D y f'(xg) =0, se verifica:
a) f"(xg)>0 = f tiene en x; un minimo relativo estricto.

b) f"(xg)<0 = f tiene en x; un maximo relativo estricto.
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Otra forma de determinar lo que ocurre en un punto critico x, en el que f es continua, es estudiar
el crecimiento y decrecimiento de la funcién en puntos muy préximos a xg, situados antes y
después de él. Asi,

f estrictamente creciente en puntos x préoximos a Xy con x < Xg f tiene en xg un
= . . .
maximo relativo estricto

f estrictamente decreciente en puntos x préximos a Xy con x > Xg

f estrictamente decreciente en puntos x préximos a Xy con x < Xq f tiene en xy un
= .. . .
minimo relativo estricto

f estrictamente creciente en puntos x proximos a xy con x > Xg

Ejemplo 7: Calcular los extremos relativos de la funcién f(x) =In(1+ x?) .

El dominio de definicidn de esta funcién es D = (-, +=) ya que 1+ x> >0 para cualquier valor de x.

Para hallar los puntos criticos se calcula f'(x) = 2%

T2 que existe para cualquier x y se anula en x = 0, luego este es el Unico
+ X

punto critico de f. Para determinar si x = 0 es extremo relativo o no, se puede proceder de las dos formas siguientes.

® Si se quiere aplicar la condicidn suficiente mediante el signo de la segunda derivada en el punto critico, se tiene que hallar

2y _ 9y2
f'(x) = 201 +(1X ) 2)22X‘2X = (12X ;)g y como f"(0) =2 >0, se deduce que f tiene en x = 0 es un minimo relativo estricto.
+X + X

® Si se quiere estudiar el crecimiento y decrecimiento de f en las proximidades de x

0, es necesario estudiar el signo de

f'(x)= 1l i)j(z antes y después del 0 como se indica en la tabla que sigue:
Signo (-e=, 0) (0, +)
2x - +
1+x2 + +
£'(x) - +
f(x) \: T

En x = 0 la funcién cambia de estrictamente decreciente a estrictamente creciente, por lo tanto, f tiene un minimo relativo
estricto en dicho punto.

3.3. CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION

Dada una funcién y =f(x) y un punto x5 € D en el que la funcién es derivable, se dice que f(x)
es:

e Céncava en Xxg, si existe un entorno de x, en el que la grafica de f no queda por encima de la
recta tangente a f en X, es decir, si f(x) < f(xg)+f'(Xg)(X —Xq) .

Si para x # X la desigualdad anterior es estricta se dice que f es estrictamente concava en X .

e Convexa enxg, si existe un entorno de X, en el que la grafica de f no queda por debajo de la
recta tangente a f en xg, es decir, si f(x)>f(xg)+f'(Xg)(X —Xg) .

Si para x # X la desigualdad anterior es estricta se dice que f es estrictamente convexa enxg.

La funcion f tiene en xy € D un punto de inflexién si f es estrictamente cdncava a la izquierda de
Xq Y estrictamente convexa a su derecha o viceversa.
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Si f es derivable en un punto de inflexién x,, entonces la recta tangente a f en dicho punto
atraviesa a la grafica de f en (xq,f(xg)) .

A continuacidon, se enuncian tres resultados que caracterizan la concavidad, convexidad y la
existencia de puntos de inflexiéon para funciones derivables.

Proposicion 1 (Condiciones suficientes de concavidad y convexidad)

Si f es una funcién con derivada segunda continua en un punto xq € D, se verifica:
a) f'"(xg)>0 = f es estrictamente convexa en X

b) f"(xg)<0 = f es estrictamente cdncava en X,

Proposicion 2 (Condicidon necesaria de punto de inflexion)
Si f es una funcion con derivada segunda continua en un punto xg € D y f tiene en xy un punto de
inflexién, entonces f "(xg) =0.

Nota: Entre los candidatos a puntos de inflexion, hay que tener en cuenta no sélo aquellos puntos
que anulan f "(x) sino también donde no existe.
Proposicion 3 (Condicion suficiente de punto de inflexion)

Si f es una funcidn con derivada tercera continua en un punto xge D y f"(xy) =0, se verifica:
f""(xg)# 0 = Xp es un punto de inflexion de f

Otra forma de determinar si un punto candidato a punto de inflexion (en el que la funcion es
continua) lo es realmente, es estudiar la concavidad y convexidad de la funcidén en puntos muy
proximos a xq, situados antes y después de él. Asi,

f estrictamente convexa (cdncava) en puntos x proximos a xg con X < Xq f tiene en xg un
f estrictamente céncava (convexa) en puntos x proximos a Xy con X > Xg punto de inflexién

Ejemplo 8: Estudiar la concavidad, convexidad y hallar los puntos de inflexion de las siguientes funciones.
a) f(x)=In(1+x?)

942
Su derivada segunda se ha calculado en el Ejemplo 7 y es f'"(x) = % .
+ X
Para realizar el estudio de su signo se factoriza Unicamente el numerador ya que el denominador es siempre positivo
quedando f'"(x) = 21 )2( 2) =2 )2( 2) _2A0 X)(lex)
(1+x%) (1+x%) (1+x°)

El signo de esta expresion depende de los signos de (1 - x ) y de (1 + x) que cambia en los puntos x = 1y x = -1
respectivamente, como se observa en la siguiente tabla:

Signo ('°°l '1) (-1, 1) (11 +°°)

1-x + + -
1+x - + +
f"'(x) - + -
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f(x) M U M

Luego en los intervalos (-, -1) y (1, +) la funcion es estrictamente concava y en (-1, 1) es estrictamente convexa.
Ademds como x =1 y x =-1 son puntos del dominio de f en los que cambia la concavidad-convexidad de la funcién, se

tiene que (1, f(1)) = (1, In2) y (-1, f(-1)) = (-1, In2) son puntos de inflexion.

b) f(x)=32x -1

) ) 2 -4
Calculamos sus derivadas de primer y segundo orden que son f'(X)=———— Yy f"(X)=————-=. Como
3(2x -1)? 93(2x - 1)°

f"(x) #0 Vx soélo hay que considerar x :% ya que es el Unico punto del dominio en el que la funcién no es derivable, y
estudiar el signo de f'"(x) antes y después de él.

En [-oo, %] se cumple que f"(x) >0, luego f es estrictamente convexa y en [%'erj se cumple que f"(x)<0, luego f
es estrictamente concava. Por lo tanto, x :% es un punto de inflexién de f.

Ejemplo 9: Hallar los puntos de inflexion de la funcién f(x) = 3x* —10x3 -12x? +12

Se calcula la derivada de segundo orden que es f"(x) = 36x% - 60x — 24 y los puntos donde se anula, obteniéndose
F1(x)=0 o 36x%-60x-24=0 & x=2 y x=-%

Para comprobar la condicion suficiente de punto de inflexion se halla la derivada tercera quedando f''(x)=72x-60 cuyo

1
valor en los puntos x =2y x = -3 es:

f(2)=72.2-60=84%0 vy f(—%] = 72(—%]—60 -840

Por lo tanto, la funcién tieneenx = 2y x = —% puntos de inflexion.
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