CURSO CERO DE MATEMATICAS PARA GRADOS DE CARACTER ECONOMICO
Tema 4. Introduccion a la integracion

EJERCICIOS RESUELTOS DE INTEGRAL INDEFINIDA

1. Dada la funcién f(x) = 3x> +£3:
X

a) Calcular todas sus funciones primitivas.

b) Determinar la funcidn primitiva cuya grafica pasa por el punto (1, 6).

c) Determinar la funcion primitiva F(x) que verifica F(-1) = _?1

Solucidén
6
a) Las primitivas de f(x) son de la forma F(x):x?—iz+c , siendo C una constante real, ya
X
que F'(x)=3x’ +£3 = f(x)
X

6
b) La funcién primitiva F(x):%—iz+c cuya grafica pasa por el punto (1, 6) ha de verificar
X

6
F(1) = 6, es decir, 1——i2+c =6, de donde C =7—1=E.
2 1 2 2
6
Por tanto la primitiva que se busca es F(x) = %—iz+§.
X
. N xt 1 - -1 .
c) La funcién primitiva F(x) =?——2+C ha de \verificar F(—l):7, es decir,
X
p— 6 — f—
1" _ 1 >+C :—1, de donde C :—1+1:0.
2 (-1) 2 2 2
o xt 1
Por tanto la primitiva que se busca es F(x) = 5T
X
2. Calcular las siguientes integrales utilizando la tabla de integrales inmediatas:
8 3 2) Cos X 1
3+4x° - — d b) [(6e* +4*)d d ——d
a)I[+ X X+\/x— X )I(e+ )x )Il+senx )I 1 X
X
7 e
e) | ———dx ) g) | (4x +1)*dx h) dx
IS(2x—1)2 I4 5 ¢ J I&
. 3 R dx
i) |5 %2 dx D |l — k) | tgxdx
J. I\/;(3+\/;) J.
Inx 1+x
I
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CURSO CERO DE MATEMATICAS PARA GRADOS DE CARACTER ECONOMICO
Tema 4. Introduccion a la integracion

Solucién

a) Utilizando las propiedades de linealidad y la tabla de integrales inmediatas se tiene:

2 6
j[3+4x5—§+\3/x2)dx=3[dx+4j‘x5dx—8j‘ldx+jx3dx=3x+4X——8Inx+ X
X X 6

5
6 3
=3x+4%—8lnx+x?+c =3x+§x6—8lnx+§x/3x5 +C=3x+§x6—8lnx+§x\3/x2 +C

3

b) Utilizando las propiedades de linealidad y la tabla de integrales inmediatas se tiene:

X

_[(66" +4%) dx =6Iexdx+j4xdx =6e* + 4

+C
In4

) I COs X

—————dx =In(1+senx)+C
1+senx

En este caso en el numerador es la derivada del denominador por lo que la integral es el logaritmo
neperiano del denominador.

2 2
d)j\/i —'[25\/5)(7 IZJSTde——\/SX—1+C

Se ha multiplicado y dividido por 2 para tener la derivada de la raiz y se ha multiplicado y dividido
por 5 para tener la derivada del radicando.

2
7 -2 2 27 2 7(@x-1)5"
&) [—L dx=7[(@x-1)Sdx =7[S(@x-1) 5dx =2 [(2x-1)52dx =2 X" " ¢
IS(2x_1)2 / E 2} 2 24
5
3
— 5
=;%+C=g\5/(2x—1)3+c
5

El 7 sale fuera de la integral por linealidad y se multiplica y divide por 2 para tener en el integrando
la derivada de la funcion 2x - 1 que aparece en la base.

1 -20%° 1 -20%

1
dx = | — X = dx =——In(4-5x*)+C
4 - 5x4 -20 4 —5x* 207 4 - 5x* 20 ( )

) |

Se multiplica y divide por -20 para tener en el numerador la derivada del polinomio del denominador
y se integra la fraccién obtenida dando lugar a un logaritmo.

3
1(@x+1)” |

9) [(4x+1)y°dx = I%(4x +1)2dx = %I(4x +1)?4dx = a3

1 3
C=—04x+1)+C
3¢ )

Se multiplica y divide por 4 para tener en el integrando la derivada de la funcién 4x + 1 que
aparece en la base.
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CURSO CERO DE MATEMATICAS PARA GRADOS DE CARACTER ECONOMICO
Tema 4. Introduccion a la integracion

e 2P 3 i 1 PN~
h)jﬁd IETd =2[e molx_ze +C

Se multiplica y divide por 2 para tener en el integrando la derivada de la funcion Jx que aparece en
el exponente.

5X3+1

i) |5 %% dx = j§5X3+1x2 dx = %ISX”l 3x?dx = =

+C
3 In5

Se multiplica y divide por 3 para tener en el integrando la derivada de la funcién x® +1 que aparece
en el exponente.

. dx _(2 zf =
J)I&(3+&) IZ\F (3+x) ZI3+\FOI 2n(3+x)+c

Se multiplica y divide por 2 para tener en el numerador la derivada de la funcién 3+4/x que
aparece en el denominador.

X =—=Incosx +C

k) IthdX _ I sen X _ —J. CSoesl"IXX

Se multiplica y divide por -1 para tener en el numerador la derivada del denominador.

=J‘[:—:—§—i]dx=j[%)x dx—I[%)x dx = (3)4 —(3]2 +C

||)j'”x _jlnx dx @ c

. . -, . 1 .
En el integrando estan la funcién Inx y su derivada — por lo que se puede integrar como una
X

potencia de base Inx.

1
m) j L dx=dex=|n(|nx)+c
xInx In x

1
En J‘ﬁdx esta en el numerador la derivada del denominador por lo que se integra de forma
X

inmediata dando lugar al logaritmo del denominador.

n) Il;xz dx=f[%+§_z]dx=I%°‘X+Iz_§dx=fx‘zdx+fldx=x__11+x+c=_71+X+C

x2+1-1 x? +1
1+ x? _IHTdX=II+x2dX_I

o)j' dx—jdx I

dx=x—arctgx+C
1+ x?
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CURSO CERO DE MATEMATICAS PARA GRADOS DE CARACTER ECONOMICO
Tema 4. Introduccion a la integracion

3. Calcular las siguientes integrales utilizando el cambio de variable indicado:

conve*-1=t

con Vx =t

dx dx
RN ) | G

Solucién

a) Elevando al cuadrado en la igualdad ve* -1 =t queda e* —1=t?, es decir, e* =1+1t2.

Diferenciando en la ultima igualdad se obtiene: e*dx = 2t dt, de donde, dx = Edt = 2t

e 1+t

S dt .

Sustituyendo en la integral inicial y resolviendo se obtiene:
2t

1+t _ 1 _
j' I _2j1+t2dt_2arctgt+c

Deshaciendo el cambio de variable resulta: jdﬁx =2arctgye* -1+C
e’ -1

b) Elevando al cuadrado en la igualdad Jx =t queda x =t°.
Diferenciando se obtiene: dx =2tdt.

Sustituyendo en la integral inicial y resolviendo se obtiene:
2tdt _, det —2In(3+1)+C
3+t

IJ_ (3++/x) J‘t(3+t)

Deshaciendo el cambio de variable resulta: =2In3+x)+C

I \/_(3 +/x)
Nota: Esta integral también se puede resolver como inmediata tal y como se ha visto en el ejercicio
2j.

4. Calcular las siguientes integrales:

10x x-1 X
b) | —————dx c dx
).[ 8)4 )J.xz—2x+4 )IX+1
Solucién
-3 3(x? - 8)°
b) I— X = gzx;l —j 2x -2 dx =In(x®> =2x+4)+C
2x +4 2x°-2x+4 x> =2x+4

Se multiplica y divide por 2 para tener en el numerador la derivada del polinomio del denominador y
se integra la fraccién obtenida dando lugar a un logaritmo.

3
X
c) j dx
X+1
Como el grado del polinomio del numerador es mayor que el del polinomio del denominador, se ha
de realizar en primer lugar la divisién polindmica quedando:
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CURSO CERO DE MATEMATICAS PARA GRADOS DE CARACTER ECONOMICO
Tema 4. Introduccion a la integracion

x> x+1
-x3=x? x2-x+1
/ =x? S
X% + X Por tanto, mx?—x+1+—t
E— X+1
/ X
-Xx-1
/ -1
3 3 2
Asi,j X dx=I(x2—x+1—L]dx=j(x2—x+1)dx—jidx=X——X—+x—ln(x+1)+C
X+1 X+1 X+1 3 2

EJERCICIOS RESUELTOS DE INTEGRAL DEFINIDA

5. Calcular las siguientes integrales definidas:

2 3 4 2 3
a) [ dx b) | (2x +\/_—;jdx 02_
d) [*"senX dx e |’ 2 dx
4 2 05x +1
Solucién
5 NG 2 24 (=2)*
a) [ xdx =|7—| = -l =
-2 41, 4 4

En primer lugar se ha calculado una primitiva de f(x) = x> y después se ha aplicado la regla de
Barrow.

3 3/2 4 4
b) .[14(2x2+«/7—%jdx=j14(2x2+x1/2—gjdx={2)(?+;(/2—3lnx}1 =Ex3+§x\/;—3lnx}1=
24324073 -3In4-(242 3101 | = 128,18 3yn4 2 140 54
3 3 3 3 3 3 3 3

1 2-x-2 1 2 1
c) joz - =jo—ﬁdhjo(-1+2_xjdx{-x-zln(z—x)]0:-1-2|n1+2|n2=-1+2|n2

2r

d) J'Zﬂsenidx:zjhlsenidx: _2cosX :—2cosz—”+2cos£:—2(—1)+2-0:2
r 2 T 2 2 2, 2 2
3 -2 -2¢3 5 -2 3 4 —8
e dx=— dx=—/In(5x +1 =< In16-Inl|= In2 —In2
)I05x+1 J.05x+1 5[ ( )]O [ J 5

6. Calcular los valores de m para que:
m 3y 7 0 2 _
a) [e dx =3 b) jm_s (mx - x%) dx=0
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CURSO CERO DE MATEMATICAS PARA GRADOS DE CARACTER ECONOMICO
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Solucién

a) Se calcula el valor de la integral y luego se iguala a %:

3x |M 3m 0 3m
[Meax=|S | - e _eT-1 7
0 3], 3 3 3 3
3
Portanto €™ -1-7 = ™ -8 — 3m=In8 — m:'”T2 3';2 In2

b) Se calcula el valor de la integral y luego se iguala a 0:

jo (mx — x?) dx :{mx—z—x—j O = —(m (m-5)° (m-5) j =—(m-5) (m_m_—5j
m-5 2 3 2 3 2 3

m-5

:_(m_5)2%6m+10 e (m-5p ™10 5 L o5 -10
2 X . . .
7. Calcular dx realizando el cambio de variable V3 - x =t
Il V3 -x

Solucién

A partir del cambio 3 - x =t, elevando al cuadrado queda, 3 - x = t?, de donde se obtiene,
x=3-1t y dx = -2t dt

Los nuevos extremos de integracidon para esta variable se calculan sustituyendo los extremos
x=1 = t=+3-1=42
Xx=2 = t=+43-2=1

Sustituyendo el cambio en la integral inicial y resolviendo la integral obtenida queda:

1
j13 t (-2t)dt = jf(Zt2 6)dt {2%—&} _2_6- [ZI 6\/_] 142-16
N3

iniciales en t=+/3 - x . Por tanto se tiene, {

a 3 3

8. a) Calcular jf(%Jrljdx
X

b) Razonar si el valor de la integral anterior coincide con el area del recinto limitado por la grafica

de la funcién f(x)=§+l, elejeOXylasrectasx=1,x=¢e
X

Solucién

X2 € 2 2 2
a)f [ jdx— “—+Inx =e—+lne—l—ln1=e—+1—l=e 7
8 . 8 8 8 8 8

b) Al verificarse f(x)_§+ 1 >0 Vxe[l, e] setiene que el area A de ese recinto coincide con el
X

valor de la integral definida, A = .[1 (: 1jdx
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CURSO CERO DE MATEMATICAS PARA GRADOS DE CARACTER ECONOMICO
Tema 4. Introduccion a la integracion

9. Calcular las siguientes integrales definidas y razonar si su valor coincide con el area del recinto
limitado por la grafica de la funcion integrando, el eje OX y las rectas verticales determinadas por
los extremos de integracion.

a) J‘_41 1+ x?)dx b) I:/4 cos x dx c) J._zl (3x + x?)dx d) J'j(\ll + X — x)dx

374 3
a) j4(1+x2)dx= i X | a4 :5+§:@
. 3], 3 3 33

El drea del recinto es .[_41(1+x2)dx = % ,yaque f(x)=1+x*=>20 Vxe[-1, 4]

V2

V4 V4 V3
b) jﬂmcosx dx =[senx]”, = senz-seny = -~

. . . 2 , .
El area del recinto no puede ser igual a —g ya que es un numero negativo.

2 372 2 3 2 3
C)J.Z(3X+X2)dX= 3X_+X_ :32_+2__ 3&4_& :6+§_§+l ZQ_EZE
-1 2 3 o 2 3 2 3 3 2 3

Para determinar si el valor calculado anteriormente coincide con el area del recinto indicado, es
necesario estudiar el signo de f(x) = 3x + x>

Para ello se factoriza el polinomio, obteniéndose f(x) = x (3 + x), de donde se puede deducir el
signo segln los intervalos determinados por las raices x = 0, x = -3. En los intervalos (-, -3) y
(0, +) la funcidén es positiva y en (-3, 0) es negativa.

Por tanto, en el intervalo de integracién [-1, 2] la funciéon toma valores negativos y positivos, en
consecuencia el area del recinto no coincide con el valor de la integral definida.

& Is(m_x)dxz{(l+x)3/2_x_2}3:{2(1+x)\/1+x_x_2 P 2:4/4 3 2 _16 9
0
0

2
3/2 2 3 2 3 2 3 3 2 3

1
; 6

El drea del recinto no coincide con el valor de la integral definida, ya que f(x)=+v1+x —x toma
valores positivos y negativos en [0, 3]

10. Calcular el area del recinto finito limitado por:

a) el eje OX, las rectas x =-1, x =1 y la grafica de f(x)= ™

b) el eje OX y la grafica de f(x)= -x*> -5x -6

c) el eje OX y la gréfica de f(x)= x> -6x +5

d) el eje OX, las rectas x =-1, x =3 y la gréfica de f(x)= x + x>
e) larectay = x vy la gréfica de f(x)= 3x - x?

Solucién

a) Como f(x)= e* >0 en [-1, 1] se tiene que A = jlle’x dx=[—e’x] 11 =-—el_(-el) = et
- - e

b) La grafica de f(x)= —-x*> —5x —6 es una parabola con vértice en el punto (%5,%] y que corta al

eje OX en las soluciones de la ecuacién —x? —5x -6 = 0:
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CURSO CERO DE MATEMATICAS PARA GRADOS DE CARACTER ECONOMICO

Tema 4. Introduccion a la integracion

-x>-5x-6=0 = x=-2, x= -3

-3 - —]i_ |

Como el recinto esta por encima del eje de abscisas, se tiene

” X x 172 (2 (-3 (37 3)2
A=[ (-* -5x -6 Jdx=|---5"-—6x| =-"- 5 5—-6(-2)-| -5 -6(-3)
-3 3 72 . 3 3
8 10+12.9445 1g_ 55, 16+135 -150+151_1
3 2 6 6 6

¢) La grafica de f(x)= x?> —6x +5 es una parabola con vértice en el punto (3, -4) y que corta al eje
OX en las soluciones de la ecuacidon x? - 6x +5= 0. Dichas soluciones son x=1, x=5.

\ o/

1 - /s

Como el recinto esta por debajo del eje de abscisas, se tiene

5 3 x2 5 g 1312
A:I —(x2—6x+5)dx: - +6——-5x| = ——+6——5 5- ——+6——5
1 3 2 L 3 3

_ 125 95 55,1 3,5-32
3 3 3

d) Se representan la funcién f(x)= x + x° y las rectas x =-1, x =3 para determinar el recinto.

En este caso tiene una parte por debajo del eje OX y otra por
encima, por ello calcularemos el area total como suma de A; y A,

0
(0 sy g0 | X2 x| (-1 1*) 1. 1 3
S R e I Rt e e b

De donde se deduce A = A; + A, = S+ 22— 102_ 51

4 4 4 2
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e) Se representan la recta y = x vy la pardbola f(x)= 3x - x? para dibujar el recinto limitado por
dichas curvas.

Para determinar los extremos de integracidn es necesario calcular
los puntos de corte de ambas curvas resolviendo el sistema

23\ {y:x , > x=3x-%x> = x*-2x=0 = x=2,x=0.
y=3X - X

2
Por tanto, A:j;(3x -x2-x )dx:J.OZ(Zx - xz)dx:{xz—);}0 = 4—% :g

2
, . .. L X
11. Calcular el rea del recinto finito limitado por las curvas: y = x> - x, y = ?er

Solucién

2
Se representan las pardbolas y = x* - X, y:X?er para dibujar el recinto limitado por dichas

curvas.
i
Y=-S—+x
3 ﬁ,r=><2—><
|
\ |
3
y =X’ =X
Para calcular los puntos de interseccidn de las parabolas, se resuelve el sistema X2
=—+X
Y=73
2 X2 2 2 X
X° - =?+x = §x—2x:0 = 2x§—1:0 = x=3 ,x=0

El area viene dada por la integral definida de la diferencia de las funciones y:X?+x, y = X2 - X,

tomado como limites de integracion x = 0y x = 3:

2 52 53 3
A=J‘3 X—+x—(X2—X) dx=J.3 2x +2x |dx = 2x +x?| =-6+9=3
of 3 0 3 9 0

12. Calcular el area de los recintos:
S=A{(x, y)| x20, 4x-x*<y<4-x’} y T={x y)|y=0 y<dx-x>,y<4-x°}

Solucién
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Ambos recintos estan limitados por las pardbolas y = 4x - x 2, y = 4 - x> que se cortan en los

y = 4x — x?

puntos solucién del sistema { = 4x-x*=4-x* = 4x=4= x=1

y =4 - x?
Dibujamos el recinto S

;\:

A(S)=.[;(4—x2—(4x—x2))dx=.[01(4—4x)dx=

/? \4\ e e

'!."=4'X2 y=d-1

Por tanto su area es

-

Dibujamos el recinto T y se observa que su area se ha de calcular como suma de dos integrales
definidas.

A(T):jol(4x—xz)dx+j12(4—x2)dx:

371 372
“l2x2 X 4ax-X :2—l+8—§—4+l:6—§:E
3, 3, 7377737773 373

13. Calcular el drea del recinto finito limitado las curvas y= x?, y = 1 y las rectas y=0, x=2.
X

Solucién

I . i 1
Para dibujar el recinto considerado se representan las curvas y= x?, y==—
X

= —+
ra

Il
X
N

Para calcular los puntos de corte de ambas curvas, se resuelve el sistema

<
[
X |~

=L o 321 5 x=1
X

El drea se calcula mediante la suma de dos integrales definidas.
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1

3
Azj'lxzdx+.[21dx: X +[Inx]2:1—0+ln2 —In1:1+ln2
0 1 x 3 o 1 3 3

14. Calcular el drea del recinto T ={(x, y)| x<0, -1<y<

Solucioén

Para dibujar el recinto se representan la parabolay = -x? y la recta horizontal y = -1.

ot LN
7T

_ 2
Y ==X 221 = x=+1

Para calcular el extremo de integracidn inferior se resuelve el sistema { 1
y=-

A la vista del dibujo, el extremo inferior es x = -1 y el extremo superior es x = 0, por tanto

0
A:Ii(_xz _(—1))dx:{§+x} :0_(—(—31)3 +(—1)J=—%+1=§
-1
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