ANALISIS DIMENSIONAL.

1. Dimensiones generalizadas.

De acuerdo con un convenio propuesto por Maxwell, las dimensiones gené-
ricas de cada magnitud fisica ¢ se representan mediante el simbolo [¢]. Asi,
partiendo del SI se tiene que las dimensiones genéricas de longitud, masa,
tiempo, temperatura termodinamica, cantidad de sustancia, corriente eléc-
trica e intensidad luminosa se representan por: [L], [M], [T], [©], [N], [{] e
[1,], respectivamente. Téngase en cuenta que en mecanica se trabaja con [L],
[M]y [T]; en termodindmica hay que anadir [O] y [IV]; en electromagnetismo,
[I]; y, para problemas relacionados con la intensidad luminosa, [I,].

2. Homegeneidad dimensional.

La primera propiedad importante que debe cumplir cualquier ley fisica
cuando se analizan las dimensiones en las que esta expresada se llama ho-
mogeneidad dimensional. Esta propiedad establece que las dimensiones de
toda magnitud fisica han de ser expresables como un monomio con respec-
to a las dimensiones establecidas como basicas por el SI. Es decir, que las
dimensiones de toda magnitud fisica seran expresables como:

(6] = [L)*[MP[T] [0 [N (1) [1.)? (1)

donde (a,b,c,d, e, f,g) son constantes.
Ademas, toda ley fisica ha de ser dimensionalmente consistente, es decir
debe comparar magnitudes con las mismas dimensiones.

3. Teorema m de Buckingham.

Sirve para simplificar el estudio de un problema al reducir el niimero de
variables realmente necesarias.



Se puede enunciar diciendo que todo problema en el que intervengan n
variables relevantes que dependen de r dimensiones fisicas elementales, se
puede reducir al estudio de un problema equivalente en el que inicamente se
tengan en cuentan n — r agrupaciones de las variables originales que cons-
tituyan grupos adimensionales. Es decir, las variables relevantes se agrupan
de forma que sus dimensiones se cancelen mutuamente.

Ademas, existe un método sistematico de construir grupos adimensiona-
les. Si en el problema intervienen r dimensiones fisicas elementales, se pueden
escoger r variables relevantes, cuyas dimensiones sean independientes entre
si (las de una de ellas no se puedan obtener como combinacién de las otras),
y construir los grupos adimensionales, de modo sistematico, multiplicando
cada una de las n — r variables restantes por un producto de las r variables
relevantes, cada una de ellas elevada a un exponente que debe ser despejado
para que el producto total forme un grupo adimensional.

Sin embargo, este teorema no dice ni qué grupos adimensionales hay que
construir, ni qué variables tomar como relevantes, ni cual es la forma de la
dependencia funcional entre distintos grupos adimensionales. Es un teorema
que ayuda a simplificar los problemas, pero que no da su solucion.

4. Ejemplo: Determinacién de la energia li-
berada por una explosién atémica. Expe-
rimento “Trinity”.

La primera prueba nuclear de una bomba atémica se realizo en el desier-
to de Nuevo Mexico en 1945. Los americanos publicaron una serie de fotos
para asustar a sus posibles rivales como “informacién desclasificada”, pero
consideraron que la energia total liberada por la bomba era informacion se-
creta, ya que podria servir como pista sobre su disefio; mas en concreto sobre
la cantidad total de material fisible necesaria para construir la bomba. Sin
embargo, en las fotos publicadas habia informacion sobre el radio en funcion
del tiempo, lo que basté para descifrar que la energia liberada rondaba los
20 kilotones.

Tras una explosion atémica hay una primera fase en la que la energia se
propaga fundamentalmente a través de la radiaciéon producida. Se trata de
la fase durante la cual tiene lugar la explosién atéomica propiamente dicha:
el material atomico reacciona en cadena, liberando una gran cantidad de
energia. Sin embargo, esa fase termina muy pronto y se entra en la fase
hidrodinamica durante la cual la onda explosiva generada se propaga como
una onda esférica de alta presion y temperatura avanzando hacia la atmésfera



libre, en cuyo interior se conserva la totalidad de la energia liberada por la
explosion. Se trata de una fase en la que el gas caliente expandiéndose se
comporta de modo muy similar a como lo haria si la liberacion inicial de
energia se hubiese debido a una bomba incendiaria. Finalmente, se entra
en una fase disipativa en la que los intercambios energéticos entre el medio
dentro de la zona barrida por la onda explosiva y el medio externo ya no se
pueden despreciar.

Durante la fase hidrodinamica, el problema se puede idealizar suponiendo
que, dentro de la onda de explosion, se tiene una esfera de gas de radio R
cuyas dimensiones crecen segtn transcurre el tiempo ¢, conservando la energia
total inicialmente liberada por la explosion, E.

La esfera en cuestion se supone que tiene una presién y una temperatura
mucho mayor que la de la atmoésfera no perturbada, hasta el punto de que
esta ultima es despreciable. Sin embargo, la variacién entre la densidad del
aire dentro y fuera de la onda de explosién no es lo bastante fuerte como
para que se pueda despreciar la densidad del aire de la atmosfera libre.

Si se recuerda la ecuacién de estado de los gases ideales (pV = nRT),
se puede sustituir el nimero de moles, n, por la masa de aire, divida por su
masa molecular; es decir, por m/M,,. Si ahora se pasa el volumen dividiendo
al lado izquierdo y se recuerda que el cociente entre la masa y el volumen es
la densidad, la ecuacion de los gases ideales es expresable como

p = pRT /My,

donde p es la densidad, p la presion, T la temperatura, M,, la masa molecular
del aire y R la constante universal de los gases. En ultima instancia, aunque
haya un cambio muy fuerte de presion y temperatura entre el medio externo
a la zona afectada por la explosién y la zona externa; el cociente de ambas
magnitudes se puede expresar en funcién de la densidad, que no experimenta
una variaciéon tan intensa !:

p/T = pR/Mp,.

De aqui se extrae la idea de que los parametros relevantes para estudiar el
problema son: la energia, el radio de la onda de explosién, el tiempo desde el
inicio de la explosion y la densidad del aire. Se puede considerar un problema
de analisis dimensional con n = 4, mientras que r = 3 (las dimensiones fisicas
elementales que intervienen son la masa, la longitud y el tiempo). Esto quiere
decir que solamente tiene un grupo adimensional, igualable a una constante
desconocida como solucion.

'El cociente entre la densidad interna y la externa, supuestas discontinuas en la super-
ficie de contacto, viene dado por (y+ 1)/(v — 1) que toma un valor 6 para v = 1,4.



Tomando como variables relevantes, el radio, el tiempo de expansion y
la densidad, se puede aplicar el teorema 7 para construir el siguiente grupo
adimensional junto con la energia liberada.

(B[R [T)[p]* (2)

Las dimensiones de las magnitudes involucradas son:

Igualando los exponentes a cada lado, se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones:

Exponentes de la masa: c+1 =0 (5)
Exponentes de la longitud: a —3c+2 =0 (6)
Exponentes del tiempo: b —2 =0 (7)
cuya solucibn esa = -5, b=2y c= —1.

Es decir, que aplicando el andlisis dimensional se puede deducir que la
energia contenida dentro de la onda de explosién (que es igual a la energia
liberada por la bomba) cumplira

Et?/(pR®) = K; E = KpR®/t* (8)

donde K es una constante adimensional.

Hasta aqui llega el andlisis dimensional. Analizando las fotos publicadas
se puede computar el valor de R°/t?. Sabiendo que la primera prueba atémica
tuvo lugar en el desierto de Nuevo México a unos 1500m de altura, se puede
saber que la densidad de la atmosfera no perturbada a esa altura es de
1,19kg - m~3. Sin embargo, no se tiene informacién sobre el valor de K, por
lo que el problema de determinar el valor la energia liberada, F, no queda
completamente resuelto; aunque si muy simplificado: basta con estimar el
valor de una constante a partir de un estudio mas detallado del problema.

El cientifico britdnico G. I. Taylor ? fue el primero que desarroll6 este
analisis y pens6 que K = 0,851 seria un valor sensato por comparacion

2Probablemente, el mejor cientifico en el 4rea de la Mecénica de Fluidos del siglo
XX: estudio de ondas de choque, disefio de aviones durante la Primera Guerra Mundial,
oceanografia, meteorologia, turbulencia, deformacién de materiales plasticos, colaborador
britanico en el proyecto Manhattan, desarrollo de aeronaves supersénicas tras la Segunda
Guerra Mundial, estudio de las tormentas eléctricas, ...
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con un modelo matematico simplificado que habia construido para repre-
sentar el comportamiento de ondas intensas de explosién [Taylor(1941)]. En
una semana, tras la publicacion de las fotos, fue capaz de deducir la ener-
gia liberada por la explosion de Nuevo México con menos de un 10 por
ciento de error. Por razones de seguridad nacional, se le prohibié la pu-
blicacién de sus resultados hasta 1950 [Taylor(1950a), Taylor(1950b)]. Von
Neumann 3, de modo independiente, también habia llegado a resultados muy
similares [von Neumann(1941)] sobre el comportamiento de una explosién
intensa, sin llegar a analizar el caso concreto del “experimento Trinidad”;
aunque sus resultados solamente se hicieron publicos [von Neumann(1963)]
tras su muerte en 1957. Un cientifico soviético, L. I. Sedov 4, acabé llegando
a las mismas conclusiones [Sedov(1946)] y fue el primero en publicarlas en
una revista cientifica soviética.
Este problema se conoce como la onda de explosion de Taylor-von Neumann-

Sedov por los tres cientificos que lo resolvieron de forma auténoma.

5. Para saber mas.

Una buena explicacion sobre analisis dimensional y el comportamiento de
una onda de explosion intensa, empleada como ejemplo de aplicacién y con
detalles sobre el papel de Taylor, von Neumann y Sedov en el desarrollo del
modelo, se puede encontrar en [Barenblatt(1996), Landau y Lifshitz(1987)].

El anélisis matematico riguroso empleado por los autores originales no se
quedd en el andlisis dimensional, sino que planted una versién simplificada
unidimensional de las ecuaciones de Euler que regulan la mecéanica de fluidos,
con simetria esférica, bajo la suposicién de tener una esfera muy caliente y a
alta presién propagandose en el interior de una atmésfera sin perturbar y de
que los fenémenos difusivos son despreciables. Como condiciones de contorno
en el contacto entre atmosfera libre y medio interno caliente se emplearon
las condiciones de Rankine-Hugoniot, conocidas desde finales del siglo XIX,
para representar el comportamiento unidimensional de una onda de choque.

El resultado es, en una primera aproximacion, un sistema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, ecuaciones 9, 10 y 11, con el tiempo y el

3Quien habia sido el principal cientifico encargado de diseflar el método de implosién
del material fisible, previo a su posterior explosién, en las primeras bombas atémicas.
4Quien acabaria siendo el principal responsable del desarrollo de los Sputnik.



radio como variables con respecto a las que se deriva.
dp Opv  2pv

o T or T =0 ®)
ov ov 10p

p/p?) | OWp/p")
5 + v e 0 (11)

donde p es la densidad, t el tiempo, v la velocidad, r la distancia desde cada
punto del espacio al origen de la explosion, p es la presion y ~ la constante
adiabética del gas en expansién (1,4 para la atmésfera). Todas las ecuacio-
nes estan expresadas en coordenadas esféricas bajo la suposicion de que la
solucién tiene simetria esférica y, por lo tanto, solo puede depender de r, sin
variables angulares en el andlisis. La ecuacion 9 es la ecuacion de continuidad
que indica que la masa ni se crea, ni se destruye (en la fase hidrodindmica
ha cesado el intercambio masa-energia tipico de una reacciéon nuclear) pero
se puede transportar de punto a punto (cambiando la densidad en el proce-
so0). La ecuacion 10 es la segunda ley de Newton (expresada en funcion del
momento lineal) aplicada a sistemas continuos y de la que se ha simplificado
la dependencia con la densidad (que aparece en la definicién de densidad de
momento lineal) a través de la ecuaciéon de continuidad °. La ecuacién 11
expresa que, durante la fase hidrodindamica al no haber ni intercambios sig-
nificativos de energia con el medio externo, ni procesos disipativos internos,
se puede suponer que la entropia total ® contenida dentro de la esfera de gas
caliente en expansion se conserva 0s/0t + v0s/0r = 0.

Tras adimensionalizar las ecuaciones, el sistema de puede convertir en
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que dependen de un tnico
pardmetro (el cociente entre el radio como coordenada de cada punto y el
radio de la posiciéon de la onda de choque donde se produce la transicion
entre medio caliente y medio no perturbado) cuya solucién, bajo la condicién
de que se respeten las condiciones de contorno y de que la energia total se
conserve, conduce al valor de la constante que relaciona la energia con pR® /2.

Aunque las ideas generales del planteamiento del problema no son muy
complicadas: conservacion de masa, segunda ley de Newton y proceso isen-
tropico, la obtenciéon de la solucién matematica de las ecuaciones resultantes
si que resulta bastante compleja [Barenblatt(1996)].

®La ecuacién original es 9(pv) /0t +d(pv?) /Or +2pv? /r 4+ dp/Or = 0; donde la densidad
de fuerza externa viene dada por —dp/0r y los otros sumandos son la variacién de la
densidad de momento lineal, teniendo en cuenta su transporte debido a v.

SPara un gas ideal la densidad de entropfa se define como s = ¢, In(p/p?), donde ¢, es
la capacidad calorifica a volumen constante y el término ¢,/(p/p”) se ha extraido como
factor comun, tras sustituir s de un gas ideal en ds/0t + v0s/dr = 0, para llegar a 11.



A. Solucién numérica del problema de la on-
da de explosion.

A.1. Teoria.

El material contenido en este apéndice se puede obviar perfectamente
en una primera lectura del texto. Se trata de seguir el resultado del pro-
blema la onda explosiva de Taylor-von Neumann-Sedov tal y como aparece
en la seccién 106 de [Landau y Lifshitz(1987)]. Para poder seguir el razona-
miento se necesitan conocimientos basicos de termodinamica y mecanica de
fluidos, expresion de operadores diferenciales en coordenadas esféricas y ecua-
ciones diferenciales lineales. No hacen falta conocimientos avanzados, pero los
calculos detallados para resolver las ecuaciones diferenciales que aparecen son
bastante tediosos.

Se comienza por definir el radio de la onda de choque mediante

R=B(EFp)? (12)

que se puede comparar con la ecuacion 8 para llegar a la conclusion de que
K =1/B° y de que p; hace referencia a la densidad en el aire sin perturbar
por la explosion. La derivada con respecto al tiempo de R da la velocidad de
propagaciéon de la onda de choque con respecto a la atmésfera

v = dR/dt = (2/5)5(E/(mt*))"® = (2R/51)
Las condiciones de contorno de Rankine-Hugoniot quedan

vy =2u/(y+1); p2=p(y+1)/(v—1); p2=2p1v;i/(v+1) (13)

donde los subindices 2 hacen referencia al valor que toman las variables in-
mediatamente detras de la onda de choque, por el lado de la esfera caliente
expandiéndose; los subindices 1 hacen referencia a los valores inmediatamente
por delante de la onda de choque, que actiia como superficie de discontinui-
dad. Cabe senalar que, en la atmoésfera terrestre, el valor tipico de v es 1,4
lo que se corresponde con un cociente de densidades, a través de la onda de
choque, de valor py/p; = 6.

En un siguiente paso, se aplica la definicion de la velocidad del sonido
para expresar la presién como: py; = pac3/vy, donde ¢y es la velocidad del
sonido inmediatamente detras de la onda de choque. Esto permite sustituir

g =2v(y — Doi/(y +1)?

en lugar de la iltima de las expresiones que aparecen en la ecuacion 13.
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A continuacién se introducen las siguientes variables adimensionales, que
reemplazan a la posicion, el tiempo, la velocidad, la densidad y la velocidad
del sonido (que reemplaza a la presién en la ecuacién 11).

E=7r/R(t); V =5ut/(2r); G=p/p; Z = (25t*/4r%)c? (14)

y las condiciones de contorno, correspondientes a la onda de choque, tienen
lugar en el punto £ = 1 con valores adimensionales V(1) = 2/(v+1), G(1) =
(v+D/(y =1y Z(1) =27(y = 1)/ (v + 1)

Debido a la dimensionalidad del problema, solo hay una variable de la
cual puedan depender las demas y como tal se toma &, el cociente entre la
distancia al origen y el radio de la onda de explosion.

Analizando la transmisién de energia, se puede llegar a la conclusion de
que su transmisién es autosimilar: para toda esfera de radio & < 1 (dentro
de la zona caliente) la energia en su interior se conserva conforme el radio
aumenta. La autosimilaridad consiste en que esta propiedad es valida para
todo £ y no solamente en el contorno, donde & = 1. Esto significa que al
expandirse una esfera de radio r < R, la energia acumulada en la corteza
esférica comprendida entre el radio nuevo y el radio antiguo habra de ser
igual al flujo de energia total a través del radio antiguo més el trabajo que
haya podido realizar la presion en el proceso. Al cabo de un intervalo dt, la
energia acumulada en una corteza esférica se puede estimar como la densidad
de energia, interna mas cinética 7, por el volumen que haya adquirido en
ese dt, 4Tr*vongadt, donde vyngq = 21r/(5t) es proporcional a la velocidad de
propagacién la onda de choque ®; por su parte el flujo de energia depende de la
velocidad de propagacién del fluido, v = 2V r/(5t), a través de una superficie
de radio r, pero a este término hay que anadirle el trabajo realizado por la
presiéon, por lo que la cantidad que fluye (energia mas trabajo de presién)
se puede sustituir por una densidad de entalpia ? més la energia cinética.

"Bajo condiciones adiabéticas, implicadas por la conservacién de la entropia, la densi-
dad de energfa interna vale e = ¢?/(y(y — 1)).

8Recuérdese que vepoque = v1 = 2R/(5t).

9Bajo condiciones adiabéticas, implicadas por la conservacién de la entropia, la densi-
dad de entalpia vale h = ¢*/(y — 1).



Matematicamente

477 Vonda (€ + 0% /2) dt = dmr?v(h +v?/2) dt
(2 /5t)< o2 /2) — (2 /5t)V< ot /z)

(v =1)
(zr/5t)3(wz_1) b )= (21“/575)3‘/(72_1 +)
Z AV-1_ V21 -V)

y—1 ~ 2

Y se puede despejar, finalmente, la siguiente relacion entre los parametros
adimensionales Z y V/

= -vyvz
2V — 1)

(15)

que permite eliminar la ecuaciéon de Newton, ecuacion 10, del estudio del
problema. Las otras dos ecuaciones se pueden expresar en funciéon de £ como

dv dIn(G)

e~ e = (16)
dIn(Z) dln(G)  5-2V
e O Vame T 1oy (17)

cuya solucién, debido a que a la derecha aparece V', se expresa de modo mas
natural haciendo un cambio de variable de £ a V'

dIn(G)\ dIn(§)
(1_(1_V> v )__3V v

(dln(Z) oy 1>dln(G)) 5 — 2V d1In(¢§)

av Y v )T T1-vV av

donde se sustituye dIn(Z)/dV por (dZ/dV')/Z con Z dado por la expresién 15

y, tras unos calculos laboriosos, se puede llegar a la siguiente solucion para &
y G como funciones de V'

¢ = (7w (18)
6= ()" v (- - ) - v )
y:_137“77_12-1/:5(7_1)'1/: 3 'V:;”l.yzi

By =12y +1) 2—7



y la condicién de energia total constante se convierte en la ligadura

/[)Rp[v2/2 +/(y(y — 1) drr?*dr = E

que, en variables adimensionales queda

o [ G224 2/ - )etde =1 (20)

BB
Ahora bien, tanto Z, como £°, como V se han obtenido como funciones
de V. Interesa efectuar un cambio de variable desde ¢ hasta V' en la integral
dada por la expresion 20. Para ello, Z y G se sustituyen, simplemente, por
las expresiones 15 y 19, respectivamente. En cuanto a £4d¢, bajo el cambio
de variable se convierte en (d¢®/dV)dV/5, con & dado por la expresion 18.
En cuanto a los limites de integracion, analizando la expresion 18 se puede
ver que £ = 0 se corresponde con V = 1/, valor que anula el numerador de
&% por su parte, £ = 1 se corresponde con V(1) = 2/(y + 1), el valor de la
condicion de contorno sobre la onda de choque. La integral 20 en funcion de
la variable V' quedara

16w 2/(+1) Z(V)
1K) =T GV(V22+>d§5dVdV:1 21
W) s [ e (v ST e av) (21)
donde se ha aplicado que 3° = 1/K.
La integral contenida en la ecuacién 21 es lo bastante complicada, des-
pués de efectuar todas las sustituciones requeridas, como para que no tenga
solucion analitica; hay que calcularla por métodos numéricos.

A.2. Calculo de la constante K.

Se puede emplear el paquete de calculo [Maxima(1998)]. Tras iniciar una
sesion de Maxima, se teclean los siguientes comandos para introducir las
funciones dadas por las ecuaciones 15, 18 y 19. Nétese que, en lugar de Z
dada por la ecuacion 15, se introduce directamente Z/(y(y — 1)).

(%il) nul(x):=(-13%"%2 + T*x - 12)/((3%x-1)*(2*x+1));
%i2) nu2(x):=5%(x-1)/(2*x+1);

%i3) nu3(x):=3/(2*x+1);
%i4§ nu4Ex) :=-nul(x)/(2-x);

e N N N NN

%i5) nub(x):=-2/(2-x);

%i6) Z(V,x):=(1-V)¥V¥*2 / (2%(x*V-1));

7017) G(Vx):=((x+1)/(x-1))** (nu3d(x)+nud(x)+1) * (x*V-1)**nud(x) *
((X+1) (5-(3*x-1)*V)/(7-x))**nud(x) * (1-V)**nub(x);

(%8) xi5(V x):=((x+1)*(5-(3%x-1)*V) /(7-x)) **nul (x) *
(AD*(x*V-1)/(x-1))" mu2(x) / ((x+1)*V/2)**2;
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Figura 1: Integrando que aparece en 21, para el intervalo [1/v,2/(1 + v)].
Diverge para V — (1/7), como (yV — 1)"27372 ~ (yV — 1)7068 4 =1 4.

A continuacion, se particularizan las expresiones previas para v = 1, 4, se cal-
cula simbélicamente d¢°/dV y se computa el integrando de la expresion 21,
que se puede ver representado en la figura 1.

(%i9) ZZ(V):=Z(V,1.4);

(%i10) GG(V):=G(V,1.4);

(%i10) xxi5(V):=xi5(V,1.4);

(%il11) define(diferencialxi(V), diff(xxi5(V),V));

(%i12) integrando(V):=GG(V) * (V**2 / 2 4+ ZZ(V)) * diferencialxi(V);

Solamente queda fijar los limites de integracion y elegir un método numérico
para realizar la integracion. Se eligi6 el algoritmo quad_qag. En el limite de
integracién inferior hay que tener cuidado con los términos (yV —1) elevados
a un exponente. Si se hacen negativos, aunque sea de forma residual, su ele-
vacién a un exponente genera un nimero complejo y el algoritmo da error.
Para evitar esto, se toma el limite inferior como (1/7) + 10716,

(%i13) lim_ inf(x):=1/x + 1d-16;

(%il14) lim sup(x):=2/(x+1);

(%i15) lim_ i:lim_ inf(1.4);

(%i16) lim s:lim sup(1.4);

(%il17) quad_ qag(integrando(V), V, lim_i, lim s, 6);

El valor de la integral viene dado por el primer ntimero de la lista de cuatro
que se obtiene como salida: 2,11642, con error en la quinta cifra decimal.
Ese niimero se puede sustituir en la expresiéon 21 para, finalmente, obtener
el valor de la constante K

1
K = 2,11642257 — 085106 ~ 0,851 (22)
125
que equivale a un valor § = (1/K)"® =1,03278 ~ 1,033.
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