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Capitulo 1

Medios continuos.

1.1. Introduccion.

Un medio o material continuo es aquél cuyas propiedades mecanicas y
termodindmicas se pueden representar como funciones continuas (campos)
de las coordenadas de cada uno de los puntos de la region del espacio fisico
ocupada por el cuerpo material a lo largo de todo el intervalo temporal
durante el cual se considere que el cuerpo tiene una existencia definida. En
ese rango, su dependencia con la variable temporal también es continua.

La mecénica de los medios continuos se puede dividir en tres partes: (1)
los principios generales basados en la conservacion de propiedades como la
masa y en la aplicacion de las leyes de Newton y de la termodinamica a un
medio continuo genérico, (2) las ecuaciones constitutivas que sirven para
distinguir cada tipo de material (ejemplo, la ley de Hooke para definir un
material eldstico) y (3) las teorfas especializadas donde se buscan soluciones
particulares a problemas especificos planteados con un material concreto
(ejemplo, épor qué vuela un avién?).

1.2. Soélidos y fluidos.

Desde el punto de vista mecanico, la principal propiedad de un medio
solido es su resistencia a sufrir deformaciones bajo la accién de una fuerza
externa aplicada sobre el mismo (rigidez). Por el contrario, los medios flui-
dos son capaces de deformarse de forma indefinida. Para poder sistematizar
de un modo riguroso la apreciacién anterior, de manera que sirva para cla-
sificar los distintos materiales dada su ecuacion constitutiva, es necesario
recordar el concepto de esfuerzo que ya se introdujo en el estudio de la elas-
ticidad y la distincién entre esfuerzos normales y tangenciales. Dada una
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Figura 1.1: Izquierda: esfuerzo normal distribuido, o, y promedio, 04,4, so-
bre superficies internas a una barra bajo la accién de fuerzas de traccién.
Derecha: esfuerzo tangencial promedio, 7,,4, sobre una superficie interna a
un cuerpo con forma de cruz bajo la accion de fuerzas de corte.

superficie contenida en el interior o en el contorno de un medio continuo y
una fuerza que actia sobre la misma, se llama esfuerzo normal a la fuerza
por unidad de area ejercida en direccion perpendicular a la superficie. Por
otra parte, se llama esfuerzo tangencial o cortante a la fuerza por unidad
de area ejercida en direccién tangencial a la superficie. La presion termo-
dindmica es un ejemplo de esfuerzo normal, mientras que la friccién es un
ejemplo de esfuerzo tangencial !.

A partir de la definiciéon previa de esfuerzo tangencial, se puede definir
un sélido, desde el punto de vista de la mecanica de los medios continuos,
como todo cuerpo que, bajo la accién de un esfuerzo tangencial finito sufre
una deformacién angular, también finita. Los sélidos son materiales en los
que se puede establecer una relacién constitutiva que relacione los esfuerzos
que actuan sobre ellos con las deformaciones que sufren.

Por el contrario, un medio fluido, desde el punto de vista de la mecénica
de los medios continuos, es todo cuerpo que, bajo la accién de un esfuerzo
tangencial finito se deforma de modo continuo. Un fluido en reposo es inca-
paz de soportar tanto esfuerzos tangenciales como esfuerzos normales que
no sean idénticos en todas las direcciones. A lo sumo, es posible establecer
una relacion constitutiva que exprese los esfuerzos que aparecen en el in-
terior del medido fluido como una dependencia funcional de la historia de
la deformacién que haya sufrido y de la compresién o dilatacion global a la

I'Nota sobre nomenclatura. Dependiendo de la referencia que se consulte, el esfuerzo
se representa tanto por o como por 7 e, incluso, las componentes normales se representan
por ¢ y las tangenciales por 7.
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que haya sido sometido.

Estas definiciones generalizadas se pueden restringir para los propositos
de este curso. Como ejemplo de sélidos se han estudiado tinicamente los ma-
teriales eldsticos en los que los esfuerzos son directamente proporcionales a
las deformaciones (al menos hasta el limite de elasticidad). Por el contrario,
como materiales fluidos, no se consideraran dependencias funcionales com-
plejas entre la historia de la deformacién y los esfuerzos que actiian sobre
el mismo (lo que podria llevar a que se cuestionase el caracter de sustancias
como la pasta de dientes, el asfalto o la misma corteza terrestre en escalas
de tiempo geoldgicas), sino que el estudio se limitard a aquellos medios flui-
dos en los que los esfuerzos son directamente proporcionales a la velocidad
de deformacién (se considera que la influencia de la historia de la deforma-
cién sobre los esfuerzos es representable mediante un desarrollo en serie de
Taylor, sobre la variable temporal, truncado a primer orden donde, ademas,
la dependencia funcional es lineal). Estos fluidos se llaman newtonianos o
de Navier-Stokes y sirven para representar el comportamiento de materiales
como el aire, el agua, la gasolina, buena parte de los aceites minerales, los
alcoholes, el amoniaco, ...

1.3. Esfuerzo y velocidad de deformacion.

En los fluidos que se estudiardn en este curso (newtonianos) es posible
establecer una relacién lineal entre el esfuerzo que soportan y la velocidad
con la que se estan deformando. En esta seccion se vera qué se entiende por
velocidad de deformacién y algunas propiedades del esfuerzo.

Esfuerzo.

En elasticidad ya se vio que el esfuerzo, en general, es una magnitud
vectorial que actia sobre cada una de las caras de un determinado elemen-
to que se considere en el interior de un medio continuo, véase la figura 1.2.
Sus dimensiones y sentido fisico son las de la fuerza que actia por unidad
de superficie de cada una de las caras del elemento. Su origen se encuentra
en las fuerzas intermoleculares de contacto entre las moléculas que quedan
dentro del elemento considerado y las que quedan fuera. Un esfuerzo rela-
tivamente pequeno que actie sobre una gran superficie puede dar lugar a
una gran fuerza neta.

En tres dimensiones, y para un punto dado en el interior de un me-
dio continuo, siempre sera posible considerar tres direcciones principales y
tomarlas como normales a sendas superficies que pasen por dicho punto.
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Figura 1.2: Representacién de las posibles componentes del esfuerzo actuan-
do sobre un elemento de forma cuibica situado dentro de un medio continuo.

Como por cada superficie se puede definir un vector de esfuerzos con tres
componentes, esto significa que el esfuerzo sera definible como un campo
con nueve componentes (las tres de cada vector correspondiente a cada una
de las tres superficies mutuamente perpendiculares que se cortan en el punto
en el que se quiera definir el campo). A este tipo de magnitudes se las llama
tensores y son representables mediante una matriz 3 x 3 con los valores de
las nueve componentes del esfuerzo en cada punto.

T11 T12 T13
T = To1 Ta22 T23
731 T32 733

donde T;; representa la componente segun el eje j del esfuerzo que actia
sobre una superficie cuya normal apunta en la direccion del eje .

En la mayor parte de los fluidos, el tensor de esfuerzos es simétrico. Esto
significa que las componentes extradiagonales (que representan los esfuer-
zos tangenciales) se igualan por parejas que tengan los mismos subindices
permutados: Tio = To1, T13 = 731 Y Teg = T32. Por lo tanto, a priori, sélo seis
componentes del total de nueve del tensor pueden ser distintas entre si. Las
excepciones a esta regla vienen dadas por fluidos formados por moléculas
grandes y con una alta polaridad eléctrica cuyas interacciones de contac-
to a través de una superficie no son representables sélo mediante fuerzas
internas sino que también requieren del uso de torques internos.
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Velocidad de deformacion. Ley de Navier-Poisson.

Supongase que se tiene dos puntos O y P inicialmente alineados a lo
largo del eje x con una separacién L entre ellos, véase la figura 1.3. Por
simplicidad, se trabajara en dos dimensiones, siendo los resultados inmedia-
tamente generalizables a la tercera dimension. El vector que une los puntos
O y P se puede expresar como L = 7(P) — #(O) = (L,0). La distancia L
es lo bastante pequena como para que el vector velocidad en P se pueda
aproximar por un desarrollo en serie de Taylor de primer orden a partir de
su valor en O. Es decir, si ¥(0) = (up,v0) v Up = (up,vp), se tiene que

0
uP:uo+—u L
oxlo
0
’Upzvo—i——v L
oxlo

por lo que tras un intervalo At, se tendra que

To = To + UOAt; Tp = Tp + (Uo + 6u/8x|OL)At
Yo' = Yo —+ UoAt; Ypr = Yp + (Uo -+ 8v/ax|OL)At

El vector L' = #(P')—7(0") = (L., L;/) que une los puntos O" y P quedara:

L;:xp,—xo,:xp—xo+@‘ LAt:L+@‘ LAt
oz lo ozxlo

, ov ov
L, =yp —yo =yp — Yo + %)OLN = %‘OLN
AL L —-L
=T = (0u/2,00/dx)o At (1.1)

recuérdese que, por la definicién de L: rp—2ro0=DL,=L,yp—yo = L, = 0.

La expresion (1.1) da el valor de la deformacion unitaria del segmento
L= (L,0) en un tiempo At. Por otra parte, la definicién de la velocidad de
deformacién viene dada por el limite cuando At tiende a cero del cocien-
te incremental entre la deformacion unitaria producida en un incremento
temporal, At, y dicho incremento. Para este ejemplo bidimensional y con
el segmento inicial orientado segin el eje de las x, se tiene que la velocidad
de deformacién viene dada por el vector (Ou/0x,0v/0x).

En tres dimensiones se obtendria una velocidad de deformacién vectorial
(Ou/0x,0v/0x,0w/0x), para una velocidad v = (u,v,w). Repitiendo los
calculos con sendos segmentos orientados segin los ejes y y z, se obtiene
que la definicion mas general posible de la velocidad de deformacién viene
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Figura 1.3: Deformacion de un segmento de longitud L en dos dimensiones
debida a la diferencia de velocidades entre sus extremos.

dada por el campo tensorial gradiente de la velocidad, cuya componente 275
es la derivada parcial segin el eje 7 de la componente ¢ del vector velocidad.

Ou  Ou  Ou

U1 U2 U3 gz gy gz

v v v

Vu = U1 U2 U23 = 9r Oy Oz
d d o

Uzl Uzz Uz 9 oy o=

La definicion previa es insatisfactoria puesto que el tensor gradiente de
velocidad no es, en general, simétrico, mientras que el tensor de esfuerzos
si que lo es. Las componentes simétricas, de primer orden, més generales que
se pueden construir a partir de Vu vienen dadas por (Ou;/0z;+0u;/0x;)/2
y (Oug/0xy)0;;, donde Quy /Oxy, representa, por ahorro de notacion, a (uq 1+
Ugo + ug3) y 0;; representa al tensor unidad cuyo valor en todo punto es 1
para los elementos diagonales y 0 para los elementos extradiagonales (6;; = 1
sii=j,0d; =0si1#j).

El esfuerzo en el seno de fluido simple se puede descomponer como la
suma de una componente estatica, presente incluso cuando el fluido no
se estuviese deformando, con otra componente dindmica presente cuando
la velocidad de deformacién sea no nula. Llamando 7/ a la componente
dindmica, la ley de Navier-Poisson queda

T,:M<8ui+auj>+<<_§u>%5.. (1.2)

Ox;  Ox; Oxy,
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donde p es el coeficiente de viscosidad dinamica y ( el de viscosidad voliimi-

ca.
Ou;/0xj+ O0u;/Ox; se llama velocidad de deformacion para distinguir del

gradiente de velocidad y duy/0xy, es la velocidad de deformacién volimica.






Capitulo 2

Fluidostatica.

2.1. Presion. Ley de Pascal.

La fluidoestatica trata de los fluidos que o bien no estdn en movimiento,
o bien se mueven como un sélido rigido. En esas condiciones, el fluido es
incapaz de soportar esfuerzos tangenciales sin que aparezcan velocidades
de deformacion no nulas en el seno del propio fluido que, por lo tanto,
dejaria de comportarse como un sélido rigido. Por lo tanto, en el &mbito de
la fluidostatica se puede suponer que las componentes extradiagonales del
tensor de esfuerzos, 7;; con i # j, son nulas.

Considérese un elemento de fluido con forma de cuna como la dada en
la figura 2.1 sobre cuya superficie actia el resto del fluido a través de unos
esfuerzos dados por 7., = —pg, T,y = —Dy ¥ Tss = —Ps, donde el signo — se
ha introducido para indicar que que los esfuerzos correspondientes van en
sentido opuesto a las normales exteriores a la propia cuna.

Supdngase ademas que sobre el fluido contenido dentro de la cuna esta ac-
tuando la fuerza de la gravedad que apunta en la direccion del eje y y sentido
opuesto al mismo. Ademds, supongase que el elemento es lo bastante pe-
queno como para que se pueda considerar que la densidad, p, se mantiene
constante dentro del mismo.

Si el fluido esta en reposo, el balance de fuerzas sobre la cuna en cuestion
serd nulo.

—Paly0:(—Ts) = Py0s0:(—7ly) = Ps0s0:(—Tis) + pg(020,0./2) (—7iy) = 0 (2.1)
que, por componentes queda

P20y0, — pssen(6)ds0, =0
py(sxéz — Ps COS(G)dsdz - pg<5a:5y6z/2)

11
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Px

Py
Figura 2.1: Cuna empleada para calcular los esfuerzos en el seno de un fluido
en reposo.

ahora bien, por geometria: §ssen(f) = 6, y d5 cos(f) = d,.. Luego, se tendra que:
Pe =Ds; Dy = Ps = pgoy/2 (2:2)

Y tomando el limite de una cuna de tamano infinitesimal, se llega a que
Pz = Dy = Ps. Operando del mismo modo con una cuna tal que el eje y se
mantenga y los ejes x y —z intercambien sus papeles, se puede incluir p,
en la igualdad anterior. Finalmente, para un fluido en reposo, el tensor de
esfuerzos en un punto dado, se puede expresar como 7;; = —pd;;.

Con lo anterior, queda demostrada la ley de Pascal.

Ley 2.1 Ley de Pascal: la presion ejercida en un punto cualquiera de un
fluido confinado por unas paredes y en equilibrio termodindmico es un es-
calar, independiente de la direccion, que toma un unico valor. Lo mismo se
cumple para la presion ejercida por el fluido sobre un punto cualquiera de
las paredes que lo confinan.

En efecto, el tensor de esfuerzos queda en la forma del producto de un
escalar (la presién) por el tensor unitario. Como el tensor unitario es in-
dependiente de la direccion que se considere, también lo es el tensor de
esfuerzos resultante. Ademads, aun cuando haya fuerzas de volumen, se ha
visto que para elementos infinitesimales su contribucion es de orden infe-
rior a la de las fuerzas superficiales representadas por el esfuerzo; es decir,
se anulan mas rapido que los esfuerzos conforme el volumen del elemento
considerado tiende a cero. Esto implica que se obtiene un valor tinico de



2.2. PRESIONES DENTRO DE UN FLUIDO SUJETO A UN CAMPO
GRAVITATORIO. 13

Figura 2.2: Elemento cibico de fluido en reposo sujeto a la gravedad.

la presion para cada punto, tanto del fluido como de las paredes que lo
contienen, independientemente de la ruta que se siga para aproximarlo.

Sumando la contribucién estatica, debida a la presién, con la ley de
Navier-Poisson se obtiene una expresion general para el tensor de esfuerzos
valida para cualquier fluido simple.

2.2. Presiones dentro de un fluido sujeto a
un campo gravitatorio.

Considérese un elemento fluido finito de forma cubica en torno a un
punto, figura 2.2. Si el fluido estda en reposo, el sumatorio de todas las
fuerzas de volumen (que dependen de la cantidad de sustancia presente,
como la gravedad que depende de la masa de fluido contenida dentro del
volumen) y superficie (los esfuerzos) que actiien sobre el fluido habré de ser
nulo.

Sobre el eje de las y se tendra:

YF, = (p — g—g%)dxdz - (p + g—g%)dxdz =0 (2.3)
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de donde sale inmediatamente

0 )
——pdasdydz =0; P_y (2.4)
dy dy
y, razonando del mismo modo sobre el eje z, se llega a que dp/dx = 0.
Repitiendo el razonamiento sobre el eje z, en vez de (2.3) se tiene

Opdz Op dz
SF = (p— 2222 _ it ad _ — 2.
L (p 5 3 )d:cdy (p + 57 2 >dxdy pgdrdydz =0  (2.5)
que acaba llevando a
dp _ dp
5, = 5. = P9 (2.6)

que es la ecuacién fundamental de la fluidostatica. La primera igualdad en
(2.6) sale de que dp/dx = Op/dy = 0, por lo que al depender la presién
exclusivamente de la coordenada z, las derivadas parciales con respecto a z
se convierten en derivadas totales. !

La ecuacién (2.6) se puede generalizar para el caso de que se tenga una
fuerza de volumen cualquiera, f,, obteniéndose (2.7)

Vp=f, (2.7)

Hidrostatica. Fluidos incompresibles.

Un fluido incompresible se caracteriza por tener un médulo volumétrico
muy grande (compresibilidad baja) y soportar grandes esfuerzos de presién
sin apenas variar el volumen; dicho de otro modo, su densidad permanece
aproximadamente constante. En tal caso la ecuacién fundamental de la
hidrostatica en presencia de gravedad queda como

1 1
/ dp = —pg/ dz;  p1=po— pg(z1 — 20) (2.8)
0 0

donde el punto 0 es el que se haya tomado como referencia para medir
presiones.

Si en lugar de considerar sentido positivo en el eje z hacia arriba, se
trabaja con profundidades positivas contadas a partir de 2y = 0, la ecuacion
(2.8) queda como

p1 = po + pgh (2.9)

INétese que, en la deduccién de la ley de Pascal se trabajaba con el valor de la presién
y el efecto de las fuerzas volumicas era despreciable por tratarse de un infinitésimo de
primer orden. Aqui se trabaja con gradientes de presion y las fuerzas volimicas son del
mismo orden que los gradientes.
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Figura 2.3: Prensa hidraulica.

Tanto en (2.8) como en (2.9), py es la presion de referencia a nivel 0.

Los liquidos suelen comportarse como fluidos incompresibles; sin em-
bargo, a efectos mecanicos, los gases también se pueden considerar como
incompresibles cuando las dimensiones en vertical de la region estudiada no
son muy grandes, no hay grandes variaciones de temperatura en su seno y,
ademas, sus velocidades caracteristicas son menores que 0,3 veces la velo-
cidad de propagacién del sonido en el gas. Cuando se cumplen estas condi-
ciones, las variaciones de presion y densidad medias inducidas por causas
externas (por ejemplo, un pistéon moviéndose) se pueden considerar como
homogéneas sobre todo el gas y la tnica variacién que experimentan las
ecuaciones (2.8) y (2.9) es que aparece una dependencia explicita con el
tiempo en py y p; pero la forma de la dependencia espacial con la altura z
(o la profundidad h) es la misma que para el caso de un liquido.

El valor de p; recibe el nombre de presién absoluta y el valor de p; —pg =
pg(z0 — z1) = pgh el de presién relativa. La mayor parte de los barémetros
miden presiones relativas.

Prensa hidraulica.

La prensa hidraulica es un dispositivo que funciona como aplicacién
de la ley de Pascal y de la ecuacién fundamental de la fluidostatica. Una
representacion esquematica de una prensa hidraulica se puede encontrar en
la figura 2.3

Sea un punto situado en el canal que conecta los dos émbolos. Su presion
es Unica debido a la ley de Pascal. Al mismo tiempo si se computa dicha
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presion simultaneamente desde ambos émbolos se llega a que:
p1+ pght = F1/S1 + pghy = F3/ S5 + pgha = pa + pghs

P2 = p1 + pg(h1 — ho) (2.10)

En primera aproximacion suele ser despreciable el efecto del término pg(hs—
h1); por lo que p, =p, y Fy = (52/51)F1

La prensa funciona poniendo un tope en la parte inferior del émbolo
de secciéon menor, justo antes del canal que lo conecta con el émbolo de
seccién mayor. Si se aplica una fuerza F} al pistén 1 que induzca una presién
p1 = F1/51 capaz de obligar a que el pistén baje hasta el tope y se estudia un
punto situado en el canal, desde el émbolo 1 vera una presion p; (se supone
que el tope estd a la misma profundidad que el canal de interconexién); por
el lado del émbolo 2 verd una presioén ps + pghs (donde hy es el profundidad
del canal de interconexion vista desde ese émbolo). Asi que, la fuerza que
sera capaz de ejercer el piston 2 hacia arriba vendra dada por Fy = ps Sy =
(p1 — pghs)Ss.

Como primera aproximacion se puede decir que una fuerza pequena
sobre el pistéon 1, induce una gran presién sobre el émbolo 1 que se traduce
en una presién similar (minorada en pghs) sobre el pistén 2 que, por lo tanto,
puede ejercer una gran fuerza. Sin embargo, las cosas no son tan ideales
como podria pensarse a primera vista. Analizando el intercambio de fluidos
que tiene lugar, cuando el pistén 1 desciende por el interior del émbolo 1,
el volumen de fluido contenido en ese émbolo (S1hy) pasa al émbolo 2; por
lo tanto, aunque se esté ejerciendo una gran fuerza neta sobre el pistén
2, como mucho se podra elevar su posicién una altura Ahy = hy(S1/S2).
Aqui es donde interviene el tope previamente mencionado, si se ejerce una
fuerza F) superior a la necesaria para trasvasar todo el volumen de fluido
hidraulico desde el émbolo 1 hasta el émbolo 2, lo que ocurre es que el
exceso de [} con respecto al valor necesario para efectuar dicho trasvase
pasa a ser soportado por el tope cuando el sistema quede en equilibrio.

Recordando de termodinamica que el trabajo viene dado pAV, se puede
explicar la situacién diciendo que, aunque se pueda ejercer una gran fuerza
sobre el pistéon 2 (y elevar pesos muy grandes por lo tanto) que en primera
aproximacién viene dada por Fy = (S5/S7)F}; sin embargo, el trabajo que
puede hacer esa fuerza estd limitado por el trabajo desarrollado al vaciar el
émbolo pequeno, limitado por su propio volumen mucho menor que el del
émbolo grande. Para que el sistema sea verdaderamente 1til hay que jugar
con un sistema de valvulas y bombas que se encarguen de cerrar el paso por
el canal cuando el pistén 1 llega hasta el tope y de rellenar a continuacion
el émbolo 1 de fluido hidraulico antes de reabrir la conexién.
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Aerostatica. Gas ideal isotermo.

En este caso se tiene, por la ecuacién de estado de los gases ideales, que
p = pR*T donde R* = R/Wpoiecuiar- R €s la constante particular del gas
en cuestion, Wi,orecuiar SU peso molecular y R es la constante universal de
los gases. Recuérdese que

p=nRT/V = (m/W)RT/V = (m/V)(R/W)T = pR*T

Sustituyendo en la ecuacion fundamental de la fluidostatica

Py dp gdz
- _ - _ - 2= 2.11
dp pgdz R*sz’ T ( )
E integrando a izquierda y derecha
In(p1/po) = —g(21 — 20)/(R'T)
_ _9(21 — 20)
P1 = Po exp( T ) (2.12)

donde se toma la presion py a una altura zy como referencia. Por otra parte,
puesto que py = poR*T’, se tendra que 1/(R*T) = py/p, y la ecuacién (2.12)
se podra expresar como

pog(z1 — Zo))

- (2.13)

P1="Do exp(—

2.3. Fuerzas sobre superficies sumergidas.

Para un fluido en reposo, las tinicas fuerzas de superficie que actiian son
las presiones obtenidas a partir de la ecuacién fundamental de la fluidostati-
ca. Si se tiene una superficie sumergida en el fluido, la integral del esfuerzo
ejercido por la presiéon sobre cada elemento de la superficie dara la fuerza
neta que el fluido ejerce sobre la misma. Del mismo modo, la integral del
torque ejercido por la presion sobre cada elemento de la superficie dara el
torque neto que el fluido ejerce sobre la superficie.

ﬁ:—/pﬁdS; ﬁ,:/fox (—pn) dS
S S

En las expresiones anteriores n es la normal exterior, de médulo unidad,
con respecto al cuerpo sobre cuya superficie se estan integrando fuerzas y
torques y 77, es un vector de posicién con respecto a un sistema de referencia
con origen en el punto O, con respecto al que se estan calculando los torques.
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A la hora de calcular torques es de particular interés el concepto de
centro de presiones definido como el punto en el que, si se aplicase una
fuerza igual a la fuerza resultante ejercida por la presion, su torque con
respecto a cualquier punto seria igual al torque causado por la distribucion
de fuerzas de presion con respecto a ese mismo punto.

7:)cp,o X ﬁ = 7_-; (214)

donde 7, es el vector de posicién del centro de presiones en un sistema de
referencia centrado en el punto O con respecto al cual se estan calculando
los torques. Conocida la fuerza neta y su punto de aplicacién (el centro de
presiones) se puede calcular su torque con respecto a cualquier otro punto
exactamente igual que en cualquier problema de mecanica de los ya vistos.

En flujos bidimensionales, donde se trabaja con las coordenadas x e y,
el momento de las fuerzas apuntard segin el eje z (saliéndose del papel) y
las expresiones anteriores se pueden simplificar a

Ty = Teply — Yop oy = /SxdFy — /Sdez (2.15)

donde se supone que, sobre el papel, el eje x es horizontal y el y vertical
hacia arriba. Trabajando con profundidades, h, verticales hacia abajo, hay
que modificar los signos en la ecuacién (2.15)

T, = hepFy — 20y by = / hdF, — / x dF}, (2.16)
s S

Uso de superficies proyectadas.

Dada una superficie con orientacién arbitraria, se puede descomponer
el estudio de las fuerzas y momentos que actian sobre ella en las fuerzas y
momentos que actiian sobre las proyecciones de dicha superficie arbitraria,
ortogonales (perpendiculares) a los ejes del sistema de referencia.

Trabajando en dos dimensiones y dado un elemento de superficie arbi-
trario ndS sus proyecciones ortogonales a los ejes valdran n,dS y n,dS,
respectivamente. Se supone que el eje x es horizontal y el eje h vertical
hacia abajo (profundidades).

Las fuerzas actuando segin los eje x y h valdran

F, = —/sign(nx)p|nx|d5 = —/ sign(n,)p dS, (2.17)
S Sz

F, = —/sign(nh)pmyldS = —/ sign(np)p dSh, (2.18)
s Sh
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Figura 2.4: Calculo de la fuerza ejercida por la presién a sobre una superficie.

donde el signo de las componentes n, y ny de la normal se ha mantenido
mediante la funcién sign ? y se han definido los elementos de 4rea pro-
yectados, dS, vy dS}, como la proyecciéon ortogonal, en valor absoluto, del
elemento de area de la superficie arbitraria original.

Por su parte, las coordenadas del centro de presiones se despejaran a
partir de

hepFy = —/Sign(nx)hpde (2.19)
S

TepFp = —/Sign(nh):vpdsh (2.20)
s

Considérese ahora la superficie dada por la figura 2.4 y, suponiendo que
esté sumergida en un liquido incompresible, calctilese la fuerza neta en di-
reccién vertical (en este caso serd vertical y hacia abajo) ejercida sobre el
lado superior de la superficie haciendo uso de las ecuaciones (2.9) y (2.18).
En este caso, se cumple que sign(n,) = sign(n,) = —1, dado el criterio de
signos (x positivo hacia la derecha y h hacia abajo) y la superficie repre-
sentada en la figura 2.4.

2La funcién sign(z) vale 1 cuando su argumento es positivo o nulo y —1 cuando su
argumento es negativo. Da el signo del argumento.
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2

Fo = = sign(m) [ (b0 -+ pgh) dS, = S+ pg [ hldo =
s u (2.21)

PoSh + pgV

donde L es la longitud en direccién perpendicular al papel de modo que
dSp = Ldzx. Es inmediato comprobar, por simple inspeccién ocular, que la
integral de una columna de altura h sobre toda el area .S, es exactamente
el volumen de liquido contenido entre la superficie problema y la superficie
libre de contacto entre el liquido y el medio ambiente. Ese volumen va
multiplicado por la densidad del fluido y la gravedad para obtener el peso
del fluido presente por encima de la superficie problema. Ademas hay una
contribucion adicional debida a la presién de referencia, de valor uniforme,
que es simplemente la presion multiplicada por el area total.

El punto de aplicacion de la fuerza vertical no da un resultado genérico
facilmente expresable en funciéon de una magnitud como es el peso contenido
en un volumen de fluido. En efecto, se tiene que

2 2
Ty — X7

TepFp = — sign(ny,) / x(po + pgh) dSy = poL
s (2.22)

2 Tq + T 2
+ pg/ xh(z)L dx = pyS}, 5 + pg/ zh(z)L dx
zl xl

y la integral de integrando zh(x)L no da un resultado sencillo para superfi-
cies genéricas con una dependencia de la altura con la coordenada horizon-
tal, h(z), arbitraria.

En cuanto a la fuerza neta en direccion horizontal, su célculo se obtiene
aplicando la ecuacién (2.9) a la (2.17).

h2

Fo == sign(n,) [ o+ poh) dS. =S, +pg [ hido =
S h1
hs + h
P0Se + pgL(RE — 1)/2 = oS, + pgLhy — )2t = (223)
hi+h
pOS;t + pgS:C L
con un centro de presiones calculable a partir de
. hi+h
byl == sgn(ns) [ hipo -+ pgh) dS, = s, ™)
S (2.24)
hy + hy h3 — hi

+pgL(h3 — h3)/3 = poS. 5 T Pgsxm
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Las férmulas (2.23) y (2.24) son particularmente interesantes: no hay
nada en ellas que dependa de los detalles de la superficie original al mar-
gen de su area proyectada sobre un plano vertical (con normal segun el eje
x). Superficies completamente distintas pero con la misma érea proyectada
sobre un plano vertical, soportaran la misma fuerza neta en direccién hori-
zontal, con un punto de aplicacion a la misma profundidad. En el caso de
la componente vertical de la fuerza no ocurre eso, superficies con la mis-
ma proyeccion sobre un plano horizontal pueden estar soportando pesos de
fluido muy diferentes segiin cuéles sean los detalles de su forma.

Para computar fuerzas netas sobre un cuerpo, habria que tener en cuenta
las fuerzas de presion sobre todas las caras.

2.4. Principio de Arquimedes.

Como consecuencia de los resultados previos el principio de Arquimedes
se puede deducir como un simple teorema.

Teorema 2.1 Principio de Arquimedes: la fuerza neta de flotacion que ex-
perimenta un cuerpo sumergido en un flutdo en reposo es iqual al peso del
fluido desalojado por el cuerpo.

En efecto, en la figura 2.5, se puede ver que la cara superior del cuerpo
de volumen V' experimenta una fuerza, debida a la presion, hacia abajo
(opuesta al signo de n, que, en esa cara, apunta hacia arriba) igual al
peso del volumen comprendido entre la misma y la superficie libre mas
el término pyS, debido a la presién ambiental; es decir, igual al peso del
fluido contenido en el volumen rayado V1 mas la contribucién ambiental.
Por su parte, la cara inferior del volumen V' experimenta una fuerza, debida
a la presién, hacia arriba (opuesta al signo de n, que, en esa cara, apunta
hacia abajo) igual al peso que tendria un fluido que ocupase todo el volumen
comprendido entre la misma y la superficie libre mas el término pyS, debido
a la presién ambiental; es decir, igual al peso de un fluido que rellenase el
volumen V2 formado por la unién de V' y V'1 mas la contribucién ambiental.
La fuerza total debida a la diferencia de presiones entre la cara superior y
la inferior sera, obviamente, hacia arriba e igual al peso de un fluido que
llenase V2 menos el peso del fluido contenido en V'1; es decir, igual al peso
del fluido que deberia ocupar el volumen V' y que ha sido desalojado por el
cuerpo. Las contribuciones ambientales, se cancelan mutuamente.

Contra la posible objecion de que, en realidad, por encima de la cara
inferior no hay un volumen V2 de fluido, sino que se tiene V de cuerpo su-
mergido y V1 de fluido hay que aplicar, primero, la ley de Pascal: la presién
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V2=V+V1

@

X

Figura 2.5: Fuerza de flotacién sobre un cuerpo sumergido.

sobre la cara inferior del cuerpo sumergido tiene un valor tinico e indepen-
diente de la direccién en que se mire, y, segundo, la ecuacion fundamental
de la fluidostatica: el gradiente de la presion en direccion horizontal se anu-
la, por lo que la presién sobre puntos a la misma profundidad (incluidos los
que estén sobre la cara inferior del cuerpo sumergido) serd igual a su valor
fluidostatico, py + f pg dh, para todos ellos.

Cancelacion de la contribucion ambiental.

El hecho de que las contribuciones ambientales, debidas a una presiéon
de referencia que es la misma para la cara superior y para la cara inferior, se
cancelen mutuamente es generalizable en el siguiente enunciado: una presion
uniforme es incapaz de ejercer una fuerza neta sobre cualquier cuerpo sobre
el que acttie. Esta es la explicacion de que no se pueda flotar en la atmosfera
a pesar de que el valor de la presién atmosférica, 1,013-10° Pa, serfa capaz de
sostener a un hombre de 80kg de masa con tal de que actuase sin oposicion
sobre un cuadrado de unos 8, 8cm de lado.

Del mismo modo, en muchos problemas se calculan fuerzas y centros de
presiones sobre superficies que, por un lado estan sumergidas en un liquido
y por el otro en contacto con la atmosfera, considerada como presion de
referencia. En tales casos se puede suprimir directamente la contribucion
debida a la presion atmosférica de todos los célculos y trabajar como si sélo
se tuvieran presiones relativas a ella.



Capitulo 3

Fluidodinamica.

3.1. Cinematica del movimiento de los
fluidos.

La descripcién del movimiento ' de un fluido es diferente a la usual en
otros dmbitos de la mecénica.

Habitualmente, se describe la posicion y la velocidad de o bien cada una
de las particulas presentes en el problema, o bien de cada una de las partes
en las que se puede dividir un medio continuo sélido para su estudio. Este
tipo de descripcion cinematica se llama descripcion lagrangiana y tiene la
ventaja de que las leyes de la fisica se aplican de modo natural a porciones
de materia que mantienen su identidad a lo largo del proceso al que se vean
sometidas. Asi, por ejemplo, la conservacion de la masa se expresa de modo
natural diciendo que, si se aisla un cierto niimero de moles y se sigue su
evolucion, su masa serd siempre la misma, independientemente de lo que
le ocurra a la regién del espacio ocupada por ese nimero de moles. Sin
embargo, tiene el problema a la hora de emplearse con un medio fluido de
que, al no presentar los fluidos resistencia a las deformaciones tangenciales
(aunque si que la puedan presentar a la velocidad de deformacién), cualquier
porcion de fluido que se elija incialmente acabara completamente deformada
y entremezclada con sus vecinas haciendo que la descripcion cinematica del
sistema resulte en extremo complicada.

Por el contrario, en mecanica de fluidos se suele usar una descripcién
cinematica llamada descripcién euleriana en la que no se pretende seguir
a porciones materiales fijas de medio fluido sino que se fijan posiciones en
el espacio y la descripcion se limita a la de la porcion de materia fluida

'Recuérdese que la cinemética es la parte de la mecénica que describe cémo son los
movimientos.

23
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que en cada instante se encuentre en dicha posicion; sin preocuparse de que
lo que se estudia en cada momento no sea el mismo material que el que
se estudié antes o el que se estudiara después. La descripcion cinematica
se simplifica sobremanera al poder considerar en cada instante de tiempo
una descomposicion del medio fluido en un conjunto diferente de porciones
que, sin embargo, se eligen siempre para que tengan unas formas regulares,
sencillas y que no haya que recalcular a cada instante debido a las deforma-
ciones que puedan sufrir. Se tiene el problema de que las leyes de la fisica no
son de aplicacién directa puesto que la identidad de la materia que ocupa
una misma posicion del espacio no se mantiene constante en el tiempo; hay
que incluir informaciéon sobre los flujos de materia que entran y salen del
entorno de cada posicién. Siguiendo el ejemplo anterior de la conservacién
de la masa, si hubiera una compresion, el espacio ocupado por un niimero
fijo de moles se reduciria; visto el problema desde un volumen fijo aumenta
el nimero de moles (y, por lo tanto, la masa) por lo que se podria concluir
con un analisis poco cuidadoso, y erréneo, que no se conserva la masa.

En la figura 3.1 se puede ver una imagen de un plato donde se ha mez-
clado pintura blanca con negra. En una descripcién lagrangiana habria que
detallar cémo cada porcién de pintura negra ha ido describiendo cada una
de las lineas negras visibles y cudnto se ha deformado. En una descripcién
euleriana se dividirfa el plato en porciones fijas y la descripcién se limitaria
a la de la cantidad de pintura blanca y negra presente en cada porcion en
cada instante.

Definiciones.

A continuacion vienen algunas definiciones empleadas en la cinemaética
de fluidos.

1) Linea de corriente: es una linea imaginaria que, para cada instante
de tiempo, se define como la curva cuya tangente en cada punto es el vector
velocidad. Ejemplo: en un movimiento circular seria una circunferencia. A
partir de una descripcién euleriana en la que se tiene la velocidad del flujo
en cada punto del espacio para un instante dado, las lineas de corriente se
obtienen siguiendo las direcciones indicadas por el vector velocidad.

2) Trayectoria: es el camino seguido por una particula fluida. El lugar
geométrico de las posiciones que ha ocupado una misma particula a lo largo
del tiempo. Ejemplo: el camino seguido por una burbuja de cerveza. La
descripcion lagrangiana del movimiento consiste en describir la trayectoria
de cada una de las particulas de medio fluido que se hayan considerado
incialmente, junto con la deformacién que puedan haber sufrido éstas.
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Figura 3.1: Plato de mezcla de pintura blanca y negra. Situacién extrema-
damente viscosa y simple en comparacion con la que se da en casos como
la mezcla de tinta y agua o humo y aire.

3) Traza: es la linea formada por las particulas que han pasado por un
mismo punto en instantes anteriores. Ejemplo: el penacho de una chimenea.

4) Tubo de corriente: objeto con forma de tubo formado por la unién
de todas las lineas de corriente que pasan por un curva cerrada cualquiera,
definida dentro del medio fluido.

5) Seccién transversal: es la superficie limitada por la curva cerrada
empleada para definir un tubo de corriente.

En la figura 3.2 se puede ver una ilustracién de los conceptos de tubo
de corriente y seccion transversal.
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NOTA.

Si el flujo es estacionario en sentido euleriano (la velocidad definida
como funcién de la posicién no cambia con el tiempo), las lineas de
corriente, las trayectorias y las trazas son coincidentes.

En efecto, en el instante inicial cada particula fluida sigue la tra-
yectoria indicada en ese momento por la velocidad; si la velocidad,
como funcion del espacio, no cambia con el tiempo, el proceso se
repetird desde la nueva posicion espacial a la que haya llegado y la
trayectoria ira siguiendo el camino descrito por las lineas de corrien-
te; ademas todas las particulas que vengan detras haran lo mismo
por lo que la traza también sera coincidente.

Si la velocidad cambia, tras llegar a una nueva posicién, la particula
fluida se encuentra con un mapa de lineas de corriente distinto al
que tenia en el instante previo y, por lo tanto, iré4 describiendo una
trayectoria basada en las lineas de corriente cambiantes en cada
instante que no coincidira con ninguna linea de corriente global,
todas ellas modificadas antes de que pueda recorrerlas; por su parte,
las particulas que vengan detras partiran ya desde su posicion inicial
con una velocidad distinta y describirdn una trayectoria distinta,
por lo que la traza no coincidird ni con trayectorias ni con lineas de
corriente

6) Flujo infinitesimal: El flujo (transporte) de una propiedad, C, a través
de un elemento de superficie, d.S, viene dado por el producto de C' por la
componente de la velocidad perpendicular al elemento de superficie y por
el valor del elemento de superficie, dS. En otras palabras: es el producto de
la proyeccion perpendicular a la velocidad del elemento de superficie por la
velocidad y por C.

dd(C) = C5 - 1 dS

7) Flujo: El flujo de una propiedad, C, a través de una superficie finita
es la integral de todos los flujos infinitesimales sobre dicha superficie.

o(C) = /5017- i dS (3.1)

donde n es la normal a la superficie considerada de acuerdo al siguiente
criterio de signos: para superficies cerradas se define siempre hacia fuera
del volumen que queda encerrado por la superficie (flujo saliente positivo,
flujo entrante negativo); para superficies abiertas queda una ambigiiedad
resoluble recurriendo al criterio de las fuerzas de presion: la normal apunta
en direccion opuesta a aquella en la que se quiera computar el efecto de
la presion. Ejemplo: una presa que sostenga agua, para calcular la fuerza
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Figura 3.2: Lineas de corriente definiendo un tubo de corriente que une las
secciones transversales C'1 y C2. Vectores velocidad superpuestos, en tres
puntos, para una de las lineas de corriente.

del agua sobre la presa se toma una normal dirigida desde la presa hacia el
agua, para calcular la fuerza de la presa sobre el agua se toma una normal
dirigida desde el agua hacia la presa; de este modo, se garantiza que la
fuerza ejercida por la presién sobre un elemento de superficie viene dada
por —pn dS.

Noétese que, dada la definicién de tubo de corriente, la normal a un tubo
es perpendicular, en cada punto, a la velocidad en ese mismo punto, por lo
que cualquier flujo serd nulo a través de un tubo de corriente.

EJEMPLO.

Si en la férmula 3.1 se trabajase con C' = 1, se obtendria la expresion
para el caudal o flujo volimico, cuyas unidades son [L]*[T]™!; en el
Sistema Internacional m?/s.

3.2. Teorema del transporte de Reynolds.

Sirve para aplicar las leyes de la fisica, que de modo natural actian
sobre porciones del medio fluido entendidas en sentido lagrangiano, a una
particion euleriana del espacio fisico ocupado por el fluido.

Se considera por un lado un volumen fluido definido como el volumen
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ocupado por una misma porcién de medio fluido conforme avanza el tiempo
y, por el otro, un volumen de control definido como una region arbitraria
del espacio cuyo limite se llama superficie de control. Considérese ahora,
para un instante de tiempo, un volumen de control arbitrario y el volumen
fluido que, en ese instante (pero ni antes ni después) coincide con dicho
volumen de control. El teorema queda asi

Teorema 3.1 Teorema del transporte de Reynolds: la variacion temporal
de cualquier magnitud fisica definible como una integral sobre un volumen
fluido (por ejemplo, la masa contenida en un volumen fluido seria la integral
de la densidad sobre dicho volumen) viene dada por la variacién temporal
de dicha magnitud en el interior del volumen de control que coincida con el
volumen fluido en el instante tomado como referencia mds el valor del flujo
neto de la magnitud fisica en cuestion a través de la superficie de control.

d
—/ cav— [ LCavid cvonas (3.2)

donde C' es una magnitud fisica cualquiera.

El término a la izquierda representa la velocidad de variacion total que
experimenta una propiedad fisica definida en el interior del volumen fluido
que puede estar desplazandose y deforméndose con respecto al volumen de
control y, por lo tanto, transportando consigo un flujo de la propiedad C
a través de la superficie de control. A este término se le pueden aplicar de
modo directo las leyes de la fisica.

El primer término a la derecha se llama término inercial y es la va-
riacién temporal computada en sentido euleriano dentro del volumen de
control. ¢ Cuanto varia la propiedad medida dentro de un volumen fijo, no
sigue el movimiento del fluido, de referencia? En situaciones estacionarias,
como seran todas las consideradas en este curso, se anula, sea cual sea la
propiedad fisica considerada.

El segundo término a la derecha se llama término convectivo y repre-
senta el balance entre los flujos salientes (signo positivo) y entrantes (signo
negativo) de la propiedad estudiada a través de la superficie de control.
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EJEMPLO.

Si en la formula 3.2 se trabajase con C' = 1, se obtendria la expresion
para las variaciones de volumen experimentadas por un elemento
fluido sujeto a expansion o compresion.

Supdngase una expansion (compresiéon). En ese caso, la integral de
la izquierda es el volumen ocupado por un elemento fluido y su de-
rivada temporal es la derivada temporal del volumen ocupado por
dicho elemento que es positiva para expansiones y negativa para
compresiones. El término inercial se anula ya que C' es constante.
El término convectivo serd positivo para las expansiones (al crecer
el volumen ocupado por el elemento fluido, el efecto visto desde
un volumen de control es que el fluido sale expulsado) y negativo
para las compresiones (al decrecer el volumen ocupado por el vo-
lumen fluido, el efecto visto desde un volumen de control es que
el fluido entra para ocupar el hueco dejado por el volumen fluido
decreciente).

El teorema, en este caso, nos dice que la variacion del volumen
fluido no soélo coincide en signo con el flujo total sobre la superficie
de control, sino que, ademas, sus valores coinciden.

3.3. Dinamica de fluidos. Conservacion de
masa.

Si se define un volumen fluido a través del volumen ocupado por un cierto
nimero de moles que siempre sean los mismos, el principio de conservacion
de la masa nos dice que la masa contenida dentro de dicho volumen fluido
serd siempre la misma (mismo nimero de moles, misma masa) y, por lo
tanto, su derivada temporal se anulara. Como la masa, sobre un volumen,
se define como la integral de la densidad sobre dicho volumen, la aplicacién
del teorema del transporte de Reynolds a la densidad, C' = p en (3.2),
quedara

op j{ Lo d
—dV + pv-ndS = — pdV =0 3.3
/Vc ot Se dt Jy, (3:3)

que recibe el nombre de ecuacién de continuidad. El simbolo f se emplea
para indicar que la integral tiene lugar sobre una superficie cerrada (en este
caso la de control).

En situaciones estacionarias, el primer término se anula. En situaciones
incompresibles la densidad es constante y se puede extraer de la integral y
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simplificar por lo que la expresion anterior queda, para situaciones estacio-
narias e incompresibles como

]{ §ehdS =0 (3.4)
Sc

que simplemente dice que la suma de todos los caudales entrantes es igual
a la suma de todos los caudales salientes.

Simplificaciones para el uso de la ecuacién de
continuidad en problemas.

1) Se identifican las porciones de la superficie de control por las que
estd entrando o saliendo flujo. Se trata de secciones de control y de paredes
moviles.

En efecto: sobre los tubos de corriente, la velocidad es perpendicular
a la normal y no hay caudal; sobre las paredes la velocidad es la de la
pared, para una pared fija ¥ = 6; para una pared mévil, siempre se puede
considerar una superficie de control ligerisimamente separada de la propia
pared y considerar que, el movimiento de ésta obliga a que el fluido situado
en la capa de separacién entre la pared y la superficie de control entre o
salga del volumen de control con la misma velocidad que la propia pared.

2) O bien se puede suponer que los caudales son constantes sobre cada
una de los elementos de superficie asi definidos por lo que la integral sobre
cada uno de ellos se reduce al valor del caudal multiplicado por el area del
elemento correspondiente, o bien se cancelan las contribuciones por pares
entrada-salida debido a la simetria del problema (por ejemplo, al analizar la
porcién de fluido de volumen constante situada entre dos pistones de la mis-
ma area que se mueven a la misma velocidad, ambos pistones formarian un
par entrada-salida mutuamente cancelable), o bien queda alguna incégnita
adicional que puede no resultar necesaria para resolver el problema plan-
teado.

3) Se obliga a que la suma de caudales entrantes sea igual a la suma de
caudales salientes.

Fluido bombeado por un piston movil.

Un piston se mueve dentro de un cilindro de didmetro D a velocidad V/,
empujando un fluido incompresible a través de una valvula de diametro d.
i, Cuénto valdra la velocidad de salida del fluido por la valvula, vy 7

Analizando la superficie de control definida por S, (pistén), S. (pared
fija del cilindro) y S, (valvula), se tiene que, a través de la pared fija no
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Figura 3.3: Piston movil empujando el fluido hacia una vélvula.

hay caudal (velocidad nula), que la valvula se comporta como una salida
(normal exterior apunta en el mismo sentido que vs) de velocidad incégnita
y que el piston es una pared movil que se comporta como una entrada
(normal exterior apunta en sentido opuesto a V).

Aplicar la ecuacion de continuidad, bajo las hipétesis de que la velocidad
del fluido es constante sobre las secciones de entrada y salida conduce a

USSv - VSp =0
como, ademds, S, = 1D?/4 y S, = md*/4, la solucién final quedard
D2

Noétese que la solucién de este problema seria valida incluso para situa-
ciones no estacionarias (pistén moviéndose con una velocidad no constante)
siempre que el fluido fuese incompresible, ya que, en ese caso, la densidad es
constante y la ecuacién de continuidad se reduce a la igualdad de caudales
entrantes y salientes.

Vaciado de un depdésito.

Sea un depdsito cilindrico de diametro D, lleno de agua hasta una altura
H con respecto a su fondo, donde tiene una tuberia de desagiie de didmetro
d. Si el deposito se vacia regulando el grifo de salida de modo que el caudal
sea constante, icémo variara H en funcion del tiempo?

El problema es similar al anterior, la figura 3.3 serviria para esquemati-
zar el problema sin méas que rotarla para que la salida apunte hacia abajo
y eliminar el pistén para dejar el depdsito en contacto con la atmésfera.
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La solucién vendra dada sin mas que emplear la definicién de caudal,
Q = VS, = VrD?*/4, y tener en cuenta que dH/dt = —V puesto que H
disminuye.

4Q

H(t) :HO_ 7TD2

/ (3.6)

3.4. Segunda ley de Newton.

La segunda ley de Newton establece que la derivada temporal de la
cantidad de movimiento (también llamado momento lineal) de un sistema
fisico viene dada por la suma de todas las fuerzas que actian sobre dicho
sistema.

Sobre un volumen cualquiera, de modo similar a como la masa se define
a partir de la integral sobre todo el volumen de la densidad, el momento
lineal se define como la integral sobre todo el volumen de la densidad de
momento lineal: p= [, pt'dV.

Como fuerzas, se considerara el peso, dado por la masa total del fluido
multiplicada por la gravedad, fv pgdV, y el esfuerzo total (dindmico mas
presién) que tnicamente actiian sobre superficies.

La aplicacion del teorema del transporte de Reynolds a la componente
i-ésima de la densidad de momento lineal 2 queda

0pv;
ve Ot

dV+j§ pv;U - ndS = — / pgo;3 dV
Sc Ve

Sc Sc

que recibe el nombre de ecuacién del movimiento de Cauchy. El simbolo
di3, que vale 0 excepto para i = 3 (eje z) en que vale 1, se ha introducido en
el término del peso para representar que la gravedad solo es no nula segiin
la direccién vertical.

En situaciones estacionarias, el primer término se anula. En situaciones
incompresibles la densidad, p, se puede extraer de las integrales y simpli-
car si se sustituye la presién, p, y el esfuerzo dindmico, 7, por p/py 7 /p,
respectivamente. Si el flujo es no viscoso, se desprecia el esfuerzo dinamico
y el quinto término se anula. Igualmente, se puede considerar que la con-
tribucién del término viscoso es despreciable (quinto término nulo) sobre
secciones transversales de entrada o salida.

(3.7)

2
6 3.

i representa una componente genérica, puede valer tanto x 6 1, como y 6 2, como z
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Indicaciones para su uso en problemas.

1) Se considera por separado cada una de las componentes del vector
momento lineal que sea necesaria para el problema.

2) Las secciones de entrada y salida se identifican como en el caso de la
ecuaciéon de continuidad.

3) La presién actia sobre todas las superficies en direcciéon normal a la
misma y sentido dado por —n. Sélo resulta facil de calcular sobre secciones
de entrada y salida; sobre paredes, su efecto neto se puede incluir en una
fuerza de pared global junto con la contribucién viscosa que sea o bien un
dato, o bien una incégnita.

4) En direccion vertical la presién tiene una contribucién hidrostatica
para compensar el peso.

5) Para tubos de corriente que se engruesan o adelgazan, es 1til consi-
derar superficies proyectadas sobre una seccion de entrada o de salida del
tubo (la de menor &rea).

6) El término viscoso sélo puede ser significativo sobre paredes. Su con-
tribucién global (junto con la contribucién de la presién sobre las mismas
paredes) es o bien un dato, o bien una incégnita.

7) Puesto que una presién uniforme no induce fuerza neta tras integrarla
sobre una superficie cerrada, se puede reescalar el valor de la presién por
una cantidad fija en todos los calculos; por ejemplo, se podria trabajar con
presiones relativas a la atmodsferica en lugar de absolutas.

Fuerza para sostener una bifurcacién simétrica.

Un flujo estacionario dentro de una tuberia se bifurca como indica la
figura 3.4. La densidad vale p = 1000kg/m3. Despreciando la gravedad,
iqué fuerza hay que aplicar para sostener la bifurcacion?

Por la simetria del problema (misma configuracién hacia arriba y hacia
abajo) el caudal por S; y S es el mismo. La ecuacién de continuidad queda
V.S. = V(51 + Ss), por lo que se tendrd un caudal de 10m?3/s y una
velocidad a la salida de Vi = 12,5m/s.

Por la simetria del problema y porque la gravedad es despreciable, no
hace falta calcular nada en direccién vertical.

El momento lineal en direccién horizontal quedara:

10‘/8 COS(SOO)Q - p‘/eQ = peSe - (plsl + p252> COS(3OO> + Fpared7>fluido

donde sélo hay que tener cuidado con los flujos de momento lineal y las
fuerzas de presién que actian sobre S; y Ss, ya que hay que proyectarlos en
direcciéon horizontal. El criterio de signos para los flujos de momento lineal
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A

p1=0,7MPa
S1=0,4m"2
_______ sp
—

O — p2=0,7MPa
pe=1Mpa =0 drmA
Som1mno $2=0,4m"2
Ve=10m/s \

Figura 3.4: Bifuracién bajo angulo interno de apertura de 60°, 30° por cada
brazo, de una tuberia.

es el mismo que el de caudales; en cuanto a la fuerza causada por la presion
sobre las secciones de entrada y salida, su direcciéon y sentido vienen dados

por —n.
El resultado final, tras sustituir valores numéricos es:

Fp_o; = —506,7N (3.8)

Chorro por una boquilla.

Descarga un chorro por una boquilla acoplada a una manguera. i.Qué fuer-
za debera ser aplicada por la persona que sujete la manguera? Desprecie el
efecto de la gravedad.

Por la simetria del problema y porque la gravedad es despreciable, la
unica direccién en la que hay que computar momentos lineales y fuerzas es
el eje x.

Por continuidad: Q) = Ajv; = Asvs.



3.4. SEGUNDA LEY DE NEWTON. 35

FLLLLLRE LT LU L DL LD L L Y,
| *#‘..'

4

Figura 3.5: Esquema de una boquilla a la salida de una tuberia.

Particularizando la ecuacién del movimiento de Cauchy a este caso:

pr2Q — pv1Q = —paAy + pr1 Ay + Fr, (3.9)

donde Fpg, serd la fuerza que habra que aplicar a la manguera para que el
chorro pueda ganar momento lineal en el paso de 1 a 2.

En la salida de un conducto (seccién 2 en este problema) se tiene una
presién igual a la ambiental (atmosférica en este caso). Por otra parte en la
seccién 1 se puede considerar que la presiéon del fluido es la atmosférica de
referencia mas una presion relativa con respecto a ella. Las caras laterales
del volumen de control también estdn en contacto con la atmédsfera por lo
que, también se podra considerar que su accion sobre el chorro se puede
descomponer en la suma del efecto de la presién atmosférica, tomada como
referencia, mas el de una presion relativa a la atmosférica, mas la contribu-
cion del esfuerzo dinamico. El resultado global es que se tiene una presion
igual a la atmosférica actuando sobre toda la superficie de control, por lo
que su fuerza neta serda nula y se podra trabajar con presiones relativas a
la atmosférica 3. En ese caso, la ecuacién (3.9) queda

Fre = poQ — pr1Q — p1 Ay = pQ*(1/As — 1/A}) — p1 Ay (3.10)

y el problema podria ser resuelto conocidas las areas, el caudal y la presion
en una seccién interior a la tuberia. De todos ellos, el tnico que ofrece

3Visto de otro modo, la fuerza aplicada exteriormente tiene que ser la responsable
de que el momento lineal cambie entre 1 y 2, pero no tiene que enfrentarse en ningin
punto a la presiéon atmosférica actuando sélo por un lado.
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alguna dificultad en su proceso de medida experimental es el tltimo. Si
el flujo procediera de un mismo depdsito y despreciando las pérdidas por
friccién, se podria aplicar la ecuacion de Bernouilli entre los puntos 1 y 2,
junto con la de continuidad, para despejar p; (y por lo tanto Fg, como
funcion de las areas y del caudal; pero esto se verd en la préxima seccion.

3.5. Primer principio de la termodinamica.

La energia total se define como la suma de la energia interna maés la
mecanica. En fluidos, para un volumen cualquiera, su valor se obtendra co-
mo la integral de volumen de la densidad de energia total: fv p(u+v?/2 +
gz)dV; con pu densidad de energia interna; pv?/2 densidad de energia
cinética; pgz densidad de energfa potencial gravitatoria; unidades: J/m3.

El primer principio de la termodinamica, para la energia total queda
asi: la derivada temporal de la energia total contenida en un volumen fluido
serd igual al flujo de calor que se le suministre externamente menos la
potencia mecanica ejercida por el medio fluido sobre la superficie que lo
limita. Aplicando el teorema del tranporte de Reynolds para la energia
total

/ Op(u+v*/2 4 g2)
Ve

dV+j§ plu+v*/2+ g2)0-ndS =
ot Se

(3.11)
— 7{ pv-ndS —i—]{ Uﬂi/jnj dS + Qeut
Sc

Sc

En situaciones estacionarias el primer término se anula. Si no hay flujo
de calor, el término correspondiente se anula. Los términos de trabajo sobre
la superficie de control se anulan para paredes fijas (aunque no para paredes
moviles). Sobre las secciones de entrada y salida, el término dependiente del
esfuerzo dindmico se puede despreciar (no asi el dependiente de la presion).
En resumen, con flujo estacionario, sin paredes médviles, ni suministro de
calor, la ecuacién (3.11) se simplifica a

7{ p(u+p/p+v2/24 g2)7-ndS =0 (3.12)
Sc

donde el término dependiente de la presién (que no se anula, en general,
para entradas y salidas) se ha pasado a la izquierda de la igualdad. La
expresion (3.12) se considera como la version compresible de la ecuacién de
Bernouilli en formato integral.
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La energia interna estd acoplada (transferencias de energia entre una
y otra) con la mecdnica a través del trabajo de dilatacién y compresién
(dilatacién positiva como energia mecénica, negativa como energia interna)
que se anula para el caso incompresible (no hay ni expansiones, ni con-
tracciones) y, también, a través de la disipacién viscosa que tiene lugar,
como proceso termodinamico irreversible, en el interior de cada volumen de
control considerado, convirtiendo energia cinética en interna.

En resumen, para el caso incompresible y no viscoso, la energia interna
de desacopla (no hay intercambios entre ambas)de la mecénica; por lo que
debera satisfacer por separado las mismas igualdades que el resto de los
términos por su parte. La ecuacién (3.12) queda:

7{ (p/p+v?/2+ g2)v-ndS =0 (3.13)
Sc

que se puede considerar como la version integral de la ecuacién de Bernouilli
incompresible.

Habitualmente, se entiende por ecuacion de Bernouilli la hipdtesis de
que p/p+v?/2+ gz es una constante para todo el flujo que, por lo tanto, se
puede extraer de la ecuacién (3.13) que se convierte en el término constante
de Bernouilli multiplicado por la ecuacién de continuidad; la ecuaciéon de la
energia se vuelve redundante bajo la hipétesis de Bernouilli.

Hay tres versiones de la ecuacion de Bernouilli para flujos incompresibles
y resulta inmediato el paso de unas a otras sin mas que multiplicar o dividir
por la densidad y la gravedad de la Tierra.

p/p+v*/2 + gz = constante
p/ + PUQ/Q + pgz = constante

2
v
P + — + z = constante = H
Py 29
donde la constante de la dltima version recibe el nombre de altura hidrauli-

ca.

Limitaciones y uso justificado.

Aparte de las hipotesis mencionadas en la derivacion de la ecuacién
de Bernouilli: flujo estacionario, incompresible, sin paredes moéviles y sin
pérdidas por viscosidad; hay que tener en cuenta una restriccién adicional.
La hipétesis de que el término de Bernouili sea una constante para todo el
flujo sélo se cumple para flujos que provengan de un mismo depdsito o de
una misma regién de la atmosfera; pero no en general.
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La explicacion es muy sencilla. Si se tiene un depdsito en reposo, v = 0,
la ecuacién de Bernoulli se reduce a la de la hidrostatica y se cumple para
todo el flujo sin necesidad de hipdtesis adicionales una vez que se haya
abierto un desagiie: la energia potencial que se pierde al profundizar se gana
en el término de presién. Ahora, supongase que se tienen dos depdsitos a
distinta altura, resulta obvio que, en reposo, cada uno tendra una constante
de Bernouilli (hidrostética) distinta, si se conecta una tuberia de desagiie
a cada depdsito y se mezclan los flujos resultantes, resulta obvio que en
el flujo mezclado habra dos valores distintos de la constante de Bernouilli.
Este proceso se puede repetir hasta llegar al extremo de suponer que, a
cada linea de corriente dentro de un mismo flujo, le corresponda un valor
distinto para la constante de Bernouilli.

En los problemas que se resolveran en este curso introductorio se su-
pondra siempre que o bien el flujo procede de un mismo depdsito o bien lo
hace desde una misma region de la atmosfera con velocidad uniforme.

Medidor Venturi.

Es una tobera convergente-divergente usada para medir caudales que
funciona bajo la suposicién de que la ecuacion de Bernouilli es de aplica-
cién a todo el flujo que circula por la misma. En principio, sélo funciona
como medidor de caudales en el régimen incompresible ya que en el régimen
compresible podria convertirse en una tobera supersénica con formacién de
ondas de choque. En la figura 3.6 se puede ver un esquema de su funciona-
miento.

Aplicando la ecuacion de continuidad entre las secciones 1 y 2, se tiene
que Caudal = Q) = Ajv; = Asvs.

Aplicando la ecuacién de Bernouilli para flujo incompresible entre 1 y
2 y asumiendo que las variaciones de altura (el efecto gravitatorio) son
despreciables.

v v
pﬁ%zpﬁ% (3.14)

NOTA.

Esta dltima suposicién estd justificada siempre que la variacién de la
presion en vertical se limite a compensar hidrostaticamente el efecto
del peso; en ese caso, se puede suprimier el peso y la componente
hidrostatica de la presién por cancelarse mutuamente.

En general, siempre que no haya velocidades en vertical, se cumple
la condicién anterior: el comportamiento en vertical del flujo es
como el del caso hidrostético e irrelevante a efectos hidrodinamicos
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Figura 3.6: Esquema de un caudalimetro Venturi.

Poniendo las velocidades en la ecuacién (3.14) en funcién del caudal
gracias a la relacion debida a la continuidad.

Q2 2
p1+PW=p2+PZ—A%

1 1
2(101 - p2) = PQ2 (P - E)
2 1

Por otra parte la diferencia de presiones entre 1 y 2 viene dada por
p1 — p2 = pgh, por lo que el caudal se obtiene a partir de

2gh

C=\ya 1A

Para tener en cuenta las pérdidas por friccion entre la seccién 1 y la
seccion 2, el frabricante suministra un pardmetro 7 de valor entre 0,98 y
0,99, tipicamente, por el que multiplicaria la expresién anterior. Es decir:

Q- 2gh
Az A

con 7 dato de fabrica y valor entre 0,98 y 0,99 para los venturimetros de
buena calidad.

Chorro por una boquilla.
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Se trata del mismo ejemplo considerado en el analisis por variacion de
momento lineal, ver figura 3.5, en el que se acabd llegando a una expresién
para la fuerza externa a aplicar para sujetar la boquilla de valor dado por
la ecuacién (3.10) que se repite a continuacién

Fre = p1aQ — pv1Q — p1 Ay = pQ*(1/Ay — 1/A;) — p1 Ay

Suponga que se tiene como datos: diametro de la seccién 1, Dy = 10cm,
didmetro de la seccion 2, Dy = 5cm, velocidad del chorro a la salida de
boquilla, vy = 8m/s, y densidad del agua, p = 1000kg/m?.

Ahora se trata de aplicar Bernouilli para despejar el valor de p; en
funcién de la geometria de la boquilla (dreas A; y As) y del caudal, @,
fluyente.

Recordando el problema, se trata de una situacién en la que el efecto de
la gravedad es despreciable y en el que se trabaja sélo con contribuciones
a la presion relativas a la atmosférica ya que ésta actia por todas las caras
dando un efecto total nulo. En la seccién 2 se tiene un chorro en contacto
con la atmésfera por lo que su presion absoluta serd la atmosférica y la
relativa a la atmédsfera sera nula. Bernouilli entre 1 y 2 queda

1+ pvi /2 = pu3 /2
y expresando las velocidades como caudal partido por drea (a partir de
continuidad)

p1 = pQ?/2(1/A3 — 1/A7)

que sustituido en la ecuacién (3.10) da la siguiente expresién

1 1 Ay 1)

_ N -
Fre = 0@ <A2 A, 242 724,

Que se puede simplificar a

o= (- ) - 55

Y sustituyendo Q = vy As, se llega a

2A2 — Al Ag ) _ 22142141 — A% — A%

FRI:W%( 2 24, 2 24,

Y poniéndolo todo en funcién de los didmetros, Ay = 7D?/4y Ay = wD35 /4.

2( 1 2 2 1 2 1
Fr. = —pv; Y 1 = —pU; s 2 (3.15)
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Fry = —141,4N

Mal planteado. No
se puede aplicar
trabajo mecéanico
porque no se
conoce. Medio
funciona porque
todo es muy
parecido a

la presion media y
los errores no son
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La fuerza resultante es negativa, implicando que habra que tirar de la man-
guera en direccion opuesta al chorro y con una intensidad de 141,4N para
poder aplicar esa fuerza sobre el fluido y que la situacién se mantenga esta-
cionaria; en este caso, eso significa evitar que la manguera salga disparada

hacia delante por efecto del arrastre inducido por el agua.

Ecuacion de la chimenea.

Se trata de determinar el tiro de una chimenea, cuant
puede evacuar en funcion de su altura y de la diferencia
entre el aire caliente en el interior de la chimenea y el aire fri

Es un problema compresible representado esquematicamsé
3.7, el aire se calienta en el hogar, disminuye su densidad y
tubo de la chimenea, la densidad con la que entra, p;, es
mientras que la densidad con la que sale, py, es la del airg
provoca unas fuerzas de flotacion que empujan al aire calien|

Se aplica la version de la ecuacion de continuidad para fl
y se tiene que p1S1V) = p2SoVa = @, donde Qpy es el g
caudal a la salida de la chimenea, la incégnita, viene dado poi
So V.

A continuacién se aplica la ecuacion de variacién de la e
que se obtiene a partir de la ecuacion de variacién de la ener
miento la energia interna y el flujo de calor (que afecta a la ¢
y, anadiendo en cuenta, los términos que acoplan a la energf
la interna: la disipacién viscosa y el trabajo de expansion-cd
preciando la disipacién viscosa. La ecuacion de conservacig
mecanica para flujo compresible quedara, a partir de la
como

8vk
—d
&ck

]{ p(p/p+v2/2+92)17-ﬁd5=/ p
SC VC

donde el término a la derecha representa la potencia de expa
o compresién (negativa). Si se recuerda el analisis del térmit
esfuerzo para un fluido newtoniano, la ley de Navier-Poissd
1.3, se comprobard que duvg/dxy era la velocidad de deform

La clave para entender este problema es que se supone q
variaciones de presiéon inducidas por la altura, éstas sélo son 1
el punto de vista mecanico para causar flotabilidad; pero que
de vista termodinamico, el gas tanto dentro como fuera de
puede tratar como un gas ideal a presién atmosférica. Es d

Hay que aplicar:

1) En entradas y salidas, flujo con
momento

lineal de aguas arriba, presién de
aguas

abajo (condiciones de contorno
subsadnicas).

2) En el interior de la camara se
produce un cambio

en el valor de constante de Bernouilli
(el problema

no es incompresible dentro de la
camara). Hay

suministro de calor y dilatacién. No
es posible

determinar a priori que fraccién de la
dilatacion

se emplea en variar la energia
mecanica (que

seria el efecto sobre Bernouilli
incompresible).

3) Se supone que, en situacion
estacionaria.

La diferencia de presiones entre el
interior

de la camara y el exterior de la
chimenea (atmésfera

hidrostatica) es igual al peso de la
columna de aire

caliente interior).

4) Se analiza la entrada a partir de 1)

sale la ecuacion referenciada para el
caudal de entrada.

E\ Cactn mAcinn nnnctanta A nartiv
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Mal planteado. No se puede aplicar 
trabajo mecánico porque no se conoce. Medio
funciona porque todo es muy parecido a
la presión media y los errores no son grandes.

hierro
Hay que aplicar:

1) En entradas y salidas, flujo con momento
lineal de aguas arriba, presión de aguas
abajo (condiciones de contorno
subsónicas).

2) En el interior de la cámara se produce un cambio
en el valor de constante de Bernouilli (el problema
no es incompresible dentro de la cámara). Hay
suministro de calor y dilatación. No es posible
determinar a priori que fracción de la dilatación
se emplea en variar la energía mecánica (que 
sería el efecto sobre Bernouilli incompresible).

3) Se supone que, en situación estacionaria.
La diferencia de presiones entre el interior
de la cámara y el exterior de la chimenea (atmósfera
hidrostática) es igual al peso de la columna de aire
caliente interior).

4) Se analiza la entrada a partir de 1) y
sale la ecuación referenciada para el
caudal de entrada.

5) Gasto másico constante. A partir de 4), saldría
caudal de salida. Puede haber trabajo mecánico
que ajuste la velocidad de salida al valor necesario
para conservar el gasto másico.
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Tex

Figura 3.7: Esquema simplificado de una chimenea.

que las variaciones de presién son muy pequenas en comparacion con la
presion media atmosférica en los términos termodinamicos donde aparece
la presion absoluta pero que, de todos modos, influyen a la capacidad de
flotacion del aire caliente sobre el frio por actuar en ese caso por diferencias
(presiones relativas de un punto respecto a otro). Esto significa que, en
el segundo término de la ecuacién (3.16) la presién se puede sacar de la
integral y suponerla constante e igual a la atmosférica (es un término que
depende del valor absoluto de la presién). Ese segundo término quedard

D%k gy
Ve Oz,

que por un teorema de analisis matematico llamado teorema de la diver-
gencia se puede convertir en una integral de sobre la superficie que limita

aVc
pf v-ndS
Sx

que se puede sustituir en la ecuacién (3.16) para obtener

% p(p/p+1)2/2—|—gz)17-fzdS—patm/ v-ndS = (3.17)
Sc
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Expresién valida siempre que la presion, en valor absoluto, se pueda to-
mar como constante (variaciones de presion despreciables frente a su valor
medio).

Puesto que, de acuerdo a la figura sélo hay entradas y salidas de flujo
por la entrada al hogar, 1, y la salida de la chimena, 2, se aplica a esos dos
puntos la ecuacién (3.17) suponiendo que los integrandos son constantes
sobre cada superficie de integracién

p20252 + (US/Q)QM + QHQM - p1U151 - (U%/2>QM = patm(v252 - U151)

donde se ha empleado de modo sistematico la relacion de continuidad @y, =
p1v1S1 = paveSs. La presion a la entrada del hogar se corresponde con
la presién externa en ese punto, es decir, la atmosférica a nivel de suelo,
P1 = Patm. Por su parte la presion en la parte superior de la chimenea se
corresponde con la presiéon atmosférica a nivel de una altura H que, pa-
ra diferencias de altura pequenas se puede aproximar aerostaticamente por
P2 = Patm — p19H. Este tltimo punto es el mas importante: se asume que
las variaciones de densidad en el aire exterior a la chimenea son despre-
ciables para una altura H; por otra parte, hay que tener en cuenta que
S, estd abierto a la atmosfera exterior por lo que la densidad que hay que
emplear en la expresién aerostatica correspondiente se corresponde a la del
aire frio externo en lugar de a la del aire caliente interno.

Hechas las salvedades previas y pasando todos los términos que depen-
den de la presion a la derecha, se llega a

(v3/2)Qu + gHQun — (v /2)Qur = prgHvaS2 = (p1/p2)gHQur

y simplificando @, quedara

(v2/2) = (v1/2) = [(p1/p2) — 1lgH

Suponiendo que el aire se comporta como un gas ideal y aplicando la versién
de la ecuacion de estado de los gases ideales en funcién de la densidad mésica
en lugar de en funcién del nimero de moles y el volumen, p = pR*T', se

tendra que p; = Patm/(R*Ter) v p2 = Patm/(R*Tin)
Por lo que, finalmente, se obtendra la ecuacién de la chimenea

T;n - Teac
Tez

En la literatura, esta ecuacion se suele encontrar en la siguiente version

ﬂn_Ter

Q = SQ\/U%+29H
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donde C recibe el nombre de coeficiente de descarga y es un coeficiente expe-
rimental que sirve para compensar los errores introducidos por las hipdtesis
empleadas: no friccion, no variaciones de presién en los términos termo-
dindmicos, ... ademas del error introducido por la suposiciéon implicita en
esta variante de la ecuacion de la chimenea de que la velocidad del aire a
la entrada del hogar, v, es despreciable frente a vy 4

3.6. Viscosidad y turbulencia.

De todas las hipotesis planteadas en los andlisis previos, la de despreciar
el efecto de las pérdidas internas causadas por friccién (suponer coeficientes
de viscosidad nulos en la ley de Navier-Poisson) es la que menos sentido
tiene en flujos realistas.

Supongase un flujo descompuesto en un gran nimero de volimenes de
control.

Si el transporte de momento lineal, debido al caudal que fluye entre
distintos volimenes de control, es menor que la fuerza producida por los
esfuerzos viscosos sobre las superficies de control por las que tiene lugar el
flujo, las lineas de corriente son muy regulares y estables; las capas de fluido
resbalan ordenadamente como las cartas de una baraja.

En el caso contrario (el transporte por caudal domina sobre los esfuerzos
viscosos), el flujo se desordena, aparecen componentes cadticas con estruc-
tura de remolinos (también llamados torbellinos o vértices) de tamanos muy
diferentes y el transporte global de la energia se dirige desde los torbellinos
grandes, hacia los pequenos donde la energia finalmente se disipa en forma
de calor (término de friccién interno a cada volumen de control).

A las escalas donde tiene lugar la disipacion, el flujo parece localmente
laminar, el problema viene cuando se aumenta la escala de visibilidad y
esas pequenas zonas laminarizadas se enlazan configurando una estructura
caotica de voértices a escalas intermedias y grandes.

Experimentalmente, se sabe que la transiciéon entre un régimen y otro
estd controlada por el nimero de Reynolds, definido como: Re = pV D/ p.
Se trata del nimero adimensional que se obtiene combinando la densidad
media de momento lineal del flujo, pV, la escala caracteristica de variacipn
de sus propiedades, D, y el coeficiente de viscosidad dinamica, ;. La inmensa

4Esta suposicién tiene sentido si el aire estd mucho més caliente a la entrada que a
la salida y las dreas de ingesta de aire y de salida del mismo son del mismo orden de
magnitud. En ese caso, la conservacién de masa implica que vy >> v para mantener el
gasto masico constante con una densidad mucho menor.



3.6. VISCOSIDAD Y TURBULENCIA. 45

Figura 3.9: Flujo turbulento a escala media.

mayoria de los flujos que tienen lugar en la naturaleza son turbulentos. Una
notable excepcién es el flujo sanguineo en individuos sanos.

Las pérdidas viscosas se pueden representar por una pérdida de altura
hidraulica en la ecuacién de Bernouilli. Se plantearia que la altura hidraulica
a la salida serfa igual a la altura hidraulica a la entrada menos la altura
hidraulica equivalente a las pérdidas por friccién. Este ltimo parametro o
bien se toma como dato a partir de tablas tabuladas, o bien es la incégnita
a determinar.



