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1. Introduccion.

Para una introduccién sobre la importancia de la aerodinamica en el estudio del comportamiento
de los misiles, véase la seccién 3.1 de 7.

El resto de este tema se estructura es dos bloques: Fundamentos de Mecédnica de Fluidos y
Fundamentos de Aerodinamica. Las referencias empleadas para redactar el primer bloque son 7 y ?.
Para el segundo bloque se ha empleado 7, 7,7, 7, 7y ?.

A continuacién algunos comentarios sobre el epigrafe 3.1.2 de ?.

A efectos aerodindamicos, la velocidad importante es la velocidad relativa entre la aeronave y el
aire circundante. Si no sopla viento, concide con la velocidad con respecto a una referencia en tierra;
pero si sopla viento, la velocidad de la aeronave, relativa al viento se convierte en ¥,,isii—viento =
Upniisil—tierra — Oviento—tierra- Cuando la velocidad del misil relativa a tierra es mucho mayor que la del
viento, se puede despreciar el efecto de éste tltimo y dejarlo como una fuente de error a compensar
por el sistema de control de la aeronave.

Los ejes de guinada, cabeceo y balanceo o alabeo (yaw, pitch and roll en inglés) son unos ejes
intrinsecos a la propia aeronave (no dependen de ninguna referencia externa) que sirven para deter-
minar completamente los giros de la aeronave, entendida como sélido rigido, desde una determinada
orientacién hasta otra. Los angulos girados con respecto a cada uno de esos ejes reciben el mismo
nombre que los respectivos ejes; asi, hay angulos de guinada, de cabeceo y de balanceo (o alabeo).

El eje de balanceo es el eje longitudinal.

En aeronaves con un plano de simetria, el eje de guinada es el eje perpendicular al longitudinal
que esta contenido en el propio plano de simetria y el eje de cabeceo es el perpendicular a los otros
dos. Véase la figura 1 y la figura 6 del capitulo 2 de ?.

En aeronaves con multiples planos de simetria, el eje de guinada es el eje perpendicular al
eje longitudinal que estd contenido en un plano de simetria orientado verticalmente (la vertical
pertenece al plano) y el de cabeceo es el perpendicular a los otros dos. Véase la figura 1 y la figura
1 del capitulo 3 de ? en la que el eje Z seria el de guinada, el eje Y el de cabeceo y el eje X el de
balanceo.

Angulo de ataque. Se representa por a. En aeronaves con un plano de simetria es el angulo
entre la proyeccién del vector velocidad sobre dicho plano de simetria y el eje longitudinal de la
aeronave. En aeronaves con multiples planos de simetria es el angulo entre la proyeccién del vector
velocidad sobre un plano de simetria orientado verticalmente y el eje longitudinal de la aeronave.

Angulo de deslizamiento. Se representa por 5. En aeronaves con un plano de simetria es el
angulo que sirve para proyectar el vector velocidad sobre dicho plano (el 4ngulo complementario al



1 INTRODUCCION.

Guifiada

ol

Cabeceo

Figura 1: Los tres ejes de rotacion principales de un avion.
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Figura 2: Los tres ejes de rotacién principales de un misil con alta simetria, en comparaciéon con
unos ejes inerciales asociados a tierra.
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angulo entre el vector y la perpendicular al plano de simetria). En aeronaves con multiples planos
de simetria es el dngulo que sirve para proyectar el vector velocidad sobre un plano de simetria
orientado verticalmente.

Una maniobra del misil que consistiera en rotar el eje longitudinal del misil mediante un cabeceo
igual al angulo de ataque, con signo cambiado, seguido de una guinada igual al &ngulo de desliza-
miento, con signo cambiado, haria que el eje longitudinal del misil quedase alineado con su vector
velocidad.

Toda el estudio de las fuerzas y momentos de origen aerodinamico se puede reducir a los siguientes

pasos:

1) Descomponer la superficie de contacto entre un sélido y el aire circundante en un conjunto de

elementos discretos de tamano infinitesimal.

2) Obtener el campo de presiones y de velocidades del fluido alrededor del sélido. A partir del
campo de velocidades, obtener los esfuerzos dindmicos sobre el fluido. Las presiones son,
directamente, los esfuerzos estaticos, presentes incluso cuando el fluido esta en reposo.

4) Asignar a cada uno de los elementos en que se ha dividido la superficie de contacto el valor de
los esfuerzos que se hayan calculado para dichos elementos a partir del comportamiento del
medio fluido, con el signo cambiado. Por el principio de accién-reaccién, se obtienen de ese
modo las fuerzas que el fluido ejerce sobre el sélido.

5) Integrar (sumar sobre todos los elementos de la discretizacién) los valores de las fuerzas y de
sus momentos con respecto al centro de gravedad. El resultado serd la fuerza aerodinamica
total y el momento aerodindmico total. Por estar trabajando en tres dimensiones, ambas

resultantes tendran, en general, tres componentes cada una.

6) El centro de presiones, CP, se define como el punto con respecto al cual el momento resultante
de las fuerzas aerodindmicas se anula y que, ademds, se encuentre a distancia minima del eje
longitudinal de la aeronave. Recordando la asignatura de Mecanica, si la fuerza total se supone
aplicada en el centro de presiones, su momento con respecto al c.d.g. serd igual al momento
total previamente calculado. Puesto que las fuerzas son vectores deslizantes, la condicién de
momento nulo se cumple sobre toda la linea paralela a la propia fuerza que pase por el centro
de presiones; hay una indeterminacion en la posicién exacta del CP que se resuelve anadiendo
la condicién de que se encuentre a distancia minima ! al eje longitudinal de la aeronave.

El punto 2) es el més complejo del esquema previo. Aunque modernamente los ordenadores ya
empiezan a tener potencia de célculo suficiente como para atacar ese problema, histéricamente el
desarrollo de la Aerodindmica partié del uso de modelos simplificados y de datos empiricos. Este
enfoque para el estudio de la materia tiene la ventaja de que proporciona mas intuicién fisica sobre
la naturaleza de los fenémenos que estdn ocurriendo que una resolucién numeérica de las ecuaciones
que regulan la dindmica de un medio fluido.

Las fuerzas y momentos aerodindmicos se pueden estudiar segiin dos sistemas de referencia
asociados al propio misil: uno basado en el eje longitudinal del misil y otro basado en su vector
velocidad.

'En el caso éptimo estaria superpuesto
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1) Tomando como ejes de referencia los de balanceo (eje X), cabeceo (eje Y) y guinada (eje
7). Es decir, el eje longitudinal del misil y dos ejes perpendiculares al mismo y entre si, uno
de ellos superpuesto a o bien el plano de simetria de la aeronave (sistemas con un plano de
simetria), o bien el plano de simetria de la aeronave con orientacién vertical (sistemas con

muchos planos de simetria).

2) Tomando como ejes de referencia el vector velocidad (eje X) relativa del aire con respecto a
la aeronave y dos ejes perpendiculares al mismo. Uno de ellos (eje Z) contenido en el plano
de simetria en sistemas con un sélo plano y el otro (eje Y') perpendicular a los otros dos. En
sistemas con muchos planos de simetria se considera aquél plano de simetria que contenga a

la vertical a la hora de definir el eje X.

Segun el primer sistema de referencia, las componentes de la fuerza aerodindmica resultante
reciben el nombre de axial, A, segun el eje de alabeo; normal, IV, segin el eje de guinada; y lateral
(side en inglés), S, segun el eje de cabeceo.

Segun el segundo sistema de referencia, las componentes de la fuerza aerodindmica resultante
reciben el nombre de arrastre (drag en inglés), D, en paralelo a la velocidad, eje X; sustentacién
(lift en inglés), L, segun el eje Z; y cruzada (crosswind en inglés), C, segun el eje Y.

Para los momentos, se emplea la misma nomenclatura, segin el eje al que corresponda cada
componente en el sistema de referencia elegido.

En la figura 5 de ? se puede ver una representacién simultdnea de estas dos posibles descom-
posiciones de las fuerzas en unas vistas que son de perfil (imagen superior) y de planta (imagen
inferior).

Convenio no usual. En ? se da la impresién de que la fuerza axial es sélo la componente
del arrastre en paralelo al eje longitudinal, mientras que la fuerza normal es sélo la componente
de la sustentacion en perpendicular a dicho eje. Este convenio no es el mas usual en los textos de
Aerodindmica, 7 6 7, donde las fuerzas axiales y normales son las componentes totales segun el
eje de la aeronave o en perpendicular al mismo. En efecto, de acuerdo al convenio usado por 7, la
sustentacion también tendria una componente en paralelo al eje longitudinal que no menciona y el

arrastre también tendria una componente en perpendicular a dicho eje, que tampoco menciona.

2. Fundamentos de Mecanica de Fluidos.

2.1. Medios continuos.

Un medio o material continuo es aquél cuyas propiedades mecdnicas y termodindmicas, tomadas
como promedios sobre todas las moléculas contenidas en elementos de volumen representativos
(RVE) en torno a cada punto, se pueden representar como campos dependientes de las coordenadas
espaciales y de la variable temporal ? cuyas escalas de variacién caracteristicas sean mucho mayores
que las escalas a las que varian las propiedades moleculares.

Cuando se trabaja en un medio gaseoso, como la atmosfera, el que la hipotesis del continuo
tenga sentido o no se puede medir a través del nimero de Knudsen definido como el cociente entre

2Funciones continuas que asocian a cada punto y cada instante, en los que esté definido el cuerpo estudiado, un
unico valor de la variable de interés.
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el recorrido libre medio (distancia media recorrida entre dos colisiones sucesivas) de las moléculas que
constituyen el gas y una escala de longitud representativa del fenémeno fisico que se esté estudiando.
Para hacerse una idea de las magnitudes involucradas, véanse los siguientes datos extraidos a partir
de los datos de la “Atmésfera Estandar Internacional” (ISO 2533:1975):

- A una altitud de Om, 101325Pa de presion y 288, 15K de temperatura, el recorrido libre medio
es de unos 6,63nm = 6,63 - 10~%m.

- En la tropopausa, a unos 11km de altura, 22632Pa y 216, 65K, el recorrido libre medio es de
unas 0,233pm = 2,233 - 10~ "m.

- En la estratopausa, a unos 47km, 110Pa y 270,65K, el recorrido libre medio es de unas
56,92um = 5,692 - 10~°m.

- En la mesopausa, a unos 85km, 0,373Pa y 186,9K, el recorrido libre medio es de unos
11,7mm = 1,17 - 10~ %m.

- A 150km de altura, el recorrido libre medio ya ha crecido hasta los 39m y el sonido deja de
propagarse. Mientras que a 455km, en el limite entre la termosfera y la exdsfera, toma valores del
orden de los 67km.

En el estudio de un medio continuo conviene distinguir entre el estudio de los principios fisi-
cos generales, las ecuaciones constitutivas que sirven para caracterizar cada tipo de material (por
ejemplo, la ley de Hooke para un medio eldstico) y las teorias especializadas que buscan solucio-
nes particulares a problemas especificos planteados sobre un material concreto (por ejemplo: ;qué
fuerzas aparecen debido a la interaccién entre el aire y una superficie sélida?).

2.2. Esfuerzo y velocidad de deformacion.

Desde el punto de vista mecéanico, la principal propiedad de un medio sélido es su resistencia a
sufrir deformaciones bajo la accién de una fuerza externa aplicada sobre el mismo (rigidez). Por el
contrario, los medios fluidos son capaces de deformarse de forma indefinida. Para sistematizar de un
modo riguroso la apreciacién anterior es necesario recordar el concepto de esfuerzo o tension, que
ya se estudid en la asignatura de Resistencia de Materiales, y la distincién entre esfuerzos normales
y tangenciales. Dada una superficie contenida en el interior o en el contorno de un medio continuo
y una fuerza que actia sobre la misma, se llama esfuerzo normal a la fuerza por unidad de area
ejercida en direccién perpendicular a la superficie. Por otra parte, se llama esfuerzo tangencial o
cortante a la fuerza por unidad de 4rea ejercida en direccién tangencial a la superficie 3.

A partir de la definicién previa de esfuerzo tangencial, se puede definir un medio fluido como
todo cuerpo que, bajo la accién de un esfuerzo tangencial finito, se deforma de modo continuo *.
Mas en concreto, los fluidos newtonianos (aire, agua, gasolina, alcoholes, amoniaco, ...) son aquéllos
cuyos esfuerzos internos obedecen a la siguiente ley constitutiva, ley de Navier-Poisson:

sl ) (=3 s »

donde p es el coeficiente de viscosidad dindmica, ( es el coeficiente de viscosidad volimica y se ha

incluido la presién (esfuerzo estatico, presente incluso en reposo). La presencia de un ¢ no nulo es

3Nota sobre nomenclatura. Dependiendo de la referencia que se consulte, el esfuerzo se representa tanto por o como

por T e, incluso, las componentes normales se representan por ¢ y las tangenciales por 7.
4Un sélido experimenta deformaciones finitas frente a tensiones tangenciales finitas.
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responsable del amortiguamiento de las ondas sonoras. En algunas referencias se distingue entre
presién termodindmica, P, y presiéon mecédnica, P — (v ;. Cuando se quiera aislar la presiéon del
esfuerzo dindmico, se empleard la nomenclatura 7;; = —Pd;; + Ti/j, donde 7 es el esfuerzo total, r
el esfuerzo dindmico y P es la presién o esfuerzo estatico.

Se trata de una ley constitutiva que establece, por un lado, el caracter de la presion
como esfuerzo estatico normal y, por otro lado, la aparicién de esfuerzos dinamicos

linealmente dependientes de los gradientes de velocidad.

2.3. Cinematica del movimiento de los fluidos.
2.3.1. Descripciones euleriana y lagrangiana.

La descripcién del movimiento de un fluido es diferente a la usual en otros &mbitos de la mecanica.
De acuerdo a lo visto en otras asignaturas, lo normal seria describir la posicién y la velocidad de
cada una de las particulas presentes en el problema; lo que en medios continuos de traduce en
cada una de las partes en las que se puede dividir dicho medio para su estudio. Es la descripcion
lagrangiana de la cinemdtica y tiene la ventaja de que las leyes de la fisica se aplican de modo
natural a porciones de materia que mantengan su identidad a lo largo del proceso al que se vean
sometidas. Sin embargo, tiene el problema a la hora de emplearse con un medio fluido de que, al no
presentar los fluidos resistencia a las deformaciones tangenciales, cualquier porcion de fluido que se
elija inicialmente acabard completamente deformada y entremezclada con sus vecinas, dando lugar
a una descripcién cinemética muy complicada.

Por el contrario, en mecanica de fluidos se suele usar una descripcion cinemética llamada eule-
riana en la que no se pretende seguir a porciones materiales fijas, sino que se fijan posiciones en el
espacio y la descripcién se limita a la de la porcion de materia fluida que en cada instante se encuen-
tre en dicha posicién; sin preocuparse de que lo que se estudia en cada momento no sea el mismo
material que el que se estudié antes o que el que se estudiard después. La descripcion cinematica se
simplifica sobremanera al poder considerar una descomposicién del medio fluido en un conjunto de
porciones con formas regulares y sencillas, que no hay que recalcular debido a las deformaciones que
puedan sufrir. Se tiene el problema de que las leyes de la fisica no son de aplicacién directa puesto
que la identidad de la materia que ocupa una misma posicién del espacio no se mantiene constante
en el tiempo.

En la figura 2.3.1 se puede ver una imagen de un plato donde se ha mezclado pintura blanca con
negra. En una descripcién lagrangiana habria que detallar cémo cada porcién de pintura negra ha
ido describiendo cada una de las lineas negras visibles y cuanto se ha deformado. En una descripcién
euleriana se dividiria el plato en porciones fijas y la descripcién se limitaria a la de la cantidad de
pintura blanca y negra presente en cada porcién en cada instante.

2.3.2. Definiciones.

A continuacién vienen algunas definiciones empleadas en la cinematica de fluidos.

1) Linea de corriente: es una linea imaginaria que, para cada instante de tiempo, se define como

una curva cuya tangente en cada punto es el vector velocidad. Conocido el campo de velocidad, las
lineas de corriente se obtienen siguiendo, en cada instante, las direcciones indicadas por los vectores



2 FUNDAMENTOS DE MECANICA DE FLUIDOS.

Figura 3: Plato de mezcla de pintura blanca y negra. Situacién extremadamente simple en compa-

raciéon con la que tiene lugar en una mezcla de humo y aire, por ejemplo.

velocidad. Es un concepto andlogo al de lineas de campo introducido en Fisica II para el estudio de

los campos electromagnéticos.

2) Trayectoria: es el camino seguido por una misma particula fluida a lo largo del tiempo.
Ejemplo: el camino que sigue una burbuja de cerveza dentro de un vaso.

3) Traza: es la linea formada por las particulas que han pasado por un mismo punto en instantes
anteriores. Ejemplo: el penacho de una chimenea.

4) Tubo de corriente: objeto con forma de tubo formado por la unién de todas las lineas de

corriente que pasan por un curva cerrada cualquiera, definida dentro del medio fluido.

5) Seccién transversal: es la superficie limitada por la curva cerrada empleada para definir un

tubo de corriente.

En la figura 2.3.2 se puede ver una ilustraciéon de los conceptos de tubo de corriente y seccién

transversal.
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OTA.

Si el flujo es estacionario en sentido euleriano (la velocidad definida como funcién de la
posicién no cambia con el tiempo), las lineas de corriente, las trayectorias y las trazas
son coincidentes.

[En efecto, en el instante inicial cada particula fluida sigue la trayectoria indicada en
ese momento por la velocidad; si la velocidad, como funcién del espacio, no cambia con
el tiempo, el proceso se repetird desde la nueva posicién espacial a la que haya llegado
v la trayectoria ird siguiendo el camino descrito por las lineas de corriente; ademas
todas las particulas que vengan detras haran lo mismo por lo que la traza también serd
coincidente.

[Por el contrario, en una situacion no estacionaria, la particula fluida, tras llegar a una
nueva posicién, se encuentra con un mapa de lineas de corriente distinto al que tenia
en el instante previo y, por lo tanto, ird describiendo una trayectoria basada en las
lineas de corriente cambiantes en cada instante que no coincidird con ninguna linea de
corriente instantanea; por su parte, las particulas que vengan detras partiran ya desde
su posicién inicial con una velocidad distinta y describiran una trayectoria distinta, por

lo que la traza no coincidird ni con trayectorias ni con lineas de corriente.

6) Flujo: El flujo de una propiedad, C, a través de una superficie finita es la integral sobre dicha
superficie del valor de la propiedad, multiplicado por la proyeccion de la velocidad del medio fluido

en direccién perpendicular a la superficie.

o(C) = /chf.ﬁds (2)

donde 7 es la normal a la superficie considerada de acuerdo al siguiente criterio de signos: para
superficies cerradas se define siempre hacia fuera del volumen que queda encerrado por la superficie
(flujo saliente positivo, flujo entrante negativo); para superficies abiertas queda una ambigiiedad
resoluble recurriendo al criterio de las fuerzas de presién: la normal apunta en direccién opuesta a
aquella en la que se quiera computar el efecto de la presién.

El flujo se define de modo que sirva para calcular la cantidad de una propiedad
cualquiera que atraviesa una superficie, arrastrada por la velocidad del fluido.

Si se considera un tubo de corriente, a través de las caras laterales no habra flujo puesto que la
velocidad (empleada para definir las lineas de corriente que delimitan un tubo) no tiene componente
normal a sf misma. Unicamente habra flujo nulo a través de las secciones transversales.

7) Circulacién: La circulacién de una propiedad vectorial, en este curso se utilizara sélo la de la
velocidad, es la integral a lo largo de una linea cerrada (lazo) de la proyeccién del vector sobre la
tangente a dicha linea.

y{Lﬁ-EdL (3)

2.4. Teorema del transporte de Reynolds.

Sirve para aplicar las leyes de la fisica, que son véalidas sobre porciones del medio fluido entendidas
en sentido lagrangiano, a una particién euleriana del espacio fisico ocupado por el fluido.

Se considera por un lado un volumen fluido definido como el volumen ocupado por una misma
porcién de medio fluido conforme avanza el tiempo y, por el otro, un volumen de control definido
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vl

Figura 4: Lineas de corriente definiendo un tubo de corriente que une las secciones transversales C'1
y C2. Vectores velocidad superpuestos, en tres puntos, para una de las lineas de corriente.

como una region arbitraria del espacio cuyo limite se llama superficie de control. Considérese ahora,

para un instante de tiempo, un volumen de control arbitrario y el volumen fluido que, en ese instante
(pero ni antes ni después) coincide con dicho volumen de control. El teorema queda asi:

La variacion temporal de cualquier magnitud fisica definible como una integral sobre un volumen
fluido ® viene dada por la variacion temporal de dicha magnitud en el interior del volumen de control
que coincida con el volumen fluido en el instante tomado como referencia mas el valor del flujo neto
de la magnitud fisica en cuestion a través de la superficie de control.

% VC’dV: V%fdv—k g Cv-ndS (4)
F C C
donde C' es una magnitud fisica cualquiera.

El término a la izquierda representa la velocidad de variacién que experimenta una propiedad
fisica definida en el interior del volumen fluido que puede desplazarse y deformarse con respecto al
volumen de control. A este término se le pueden aplicar de modo directo las leyes de la fisica.

El primer término a la derecha se llama término inercial y es la variacién temporal computada
en sentido euleriano dentro del volumen de control. En situaciones estacionarias se anula.

El segundo término a la derecha se llama término convectivo y representa el balance entre los

flujos salientes (signo positivo) y entrantes (signo negativo) a través de la superficie de control.

2.5. Dinamica de fluidos. Conservacion de masa.

Si se define un volumen fluido como el volumen ocupado por un cierto niimero de moles que
siempre sean los mismos, el principio de conservaciéon de la masa nos dice que la masa contenida
en su interior serd siempre la misma (mismo nimero de moles, misma masa) y, por lo tanto, su
derivada temporal se anularé.

La masa contenida en un volumen se define como la integral de la densidad sobre dicho volumen.

5Por ejemplo, la masa contenida en un volumen fluido serfa la integral de la densidad sobre dicho volumen.



2 FUNDAMENTOS DE MECANICA DE FLUIDOS.

La aplicacién del teorema del transporte de Reynolds a la densidad, C' = p en (4), quedara

/ g@’dxuf o 7dS = 0 (5)
Vo Sc

que recibe el nombre de ecuacion de continuidad.

En situaciones estacionarias el primer término se anula. En situaciones incompresibles la densi-
dad es constante por lo que el primer término también se anula y se puede extraer de la integral en
el segundo término, por lo que la ecuaciéon de continuidad se reduce a

f{ G hdS =0 (6)
Sc

que se puede interpretar diciendo que el caudal entrante es igual al caudal saliente para cada volumen
de control.

Si, en una situacién estacionaria, se considera un tubo de corriente infinitesimal con una seccién
de entrada y otra de salida, se puede suponer que la velocidad es uniforme sobre cada una de dichas
secciones (por ser infinitesimales) y la ecuacién de continuidad quedard

_pevn,eAe + psvn,sAs =0 (7)

donde el subindice e se refiere a entrada y el s a salida, el stmbolo A se refiere a las areas de entrada
y salida y el simbolo v,, se emplea para referirse a la componente del vector velocidad perpendicular
a las areas de entrada y salida. El primer sumando va con signo menos ya que, al estar limitado el
tubo de corriente por una superficie cerrada, se supone que la normal apunta siempre hacia fuera

(al contrario que la velocidad entrante y con el mismo sentido que la saliente).

2.6. Segunda ley de Newton.

La segunda ley de Newton establece que la derivada temporal de la cantidad de movimiento
(momento lineal) de un sistema fisico viene dada por la suma de todas las fuerzas que actian sobre
dicho sistema.

Sobre un volumen cualquiera, el momento lineal se define como la integral sobre todo el volumen
de la densidad de momento lineal: p= fV pudV.

Como fuerzas, se consideraran el peso, dado por la masa total del fluido multiplicada por la
gravedad, fV pgdV , vy el esfuerzo total que actia sobre la superficie limite del volumen considerado.

La aplicacion del teorema del transporte de Reynolds a la componente i-ésima de la densidad
de momento lineal % queda

dpui dv+f pvi¥ - 7idS = —/ g3 dV—]{ Pn; d5+j<z4 7 dS (8)
Vo at Sc Ve Sc Sc

que recibe el nombre de ecuacién del movimiento de Cauchy. El simbolo §;3, que vale 0 excepto para

i = 3 (eje z) en que vale 1, se ha introducido en el término del peso para representar que la gravedad
sélo tiene componente vertical.
En situaciones estacionarias, el primer término se anula. En situaciones incompresibles la den-

. . . . .z ez . !/
sidad, p, se puede extraer de las integrales si se sustituye la presién, P, y el esfuerzo dindmico, 7,

5; representa una componente genérica, puede valer tanto = 6 1, como y 6 2, como z 6 3.
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2 FUNDAMENTOS DE MECANICA DE FLUIDOS.

por P/py 7 /p, respectivamente. En este caso, se suele trabajar con v = u/p, que recibe el nombre
de coeficiente de viscosidad cinematica, y la ley de Navier-Poisson se simplifica a
iy = o (P Q
Ly
donde, por ahorro de notacién, no se especifica que la nueva 7 deberia ser en realidad 7/p.

A partir de la ecuacién 8 se puede entender la afirmacién de que el estudio de las fuerzas y
momentos aerodinamicos se reduce al de la distribucion de presiones y esfuerzos viscosos sobre
la superficie del cuerpo considerado. En fecto, si se considera una celda euleriana en la zona de
contacto entre el fluido y el sélido, una de sus caras coincidira con la entrefase. Para resolver las
ecuaciones de la dindmica del fluido es necesario conocer el esfuerzo total (presién més viscoso)
que actia sobre todas las caras de dicha celda, incluida la que estd en contacto con el sdlido. Por
el principio de accidén-reaccion, sobre el sélido actuard una fuerza igual y de sentido contrario que
se puede suponer aplicada, a efectos del computo de momentos, en el punto central del elemento
de superficie considerado. Repitiendo el anélisis para todas las celdas eulerianas que tengan alguna
superficie de contacto con el sélido y sumando sus contribuciones queda resuelto el problema de la
Aerodindmica: obtener las fuerzas y momentos que actian sobre un cuerpo sumergido en un medio

fluido.

2.7. Primer principio de la termodinamica. Ecuaciéon de Bernouilli.

La energia total se define como la suma de la energia interna mas la mecanica. En fluidos, para
un volumen cualquiera, su valor se obtendra como la integral de volumen de la densidad de energia
total: fv p(u+v?/2+4gz) dV; con pu densidad de energfa interna, pv?/2 densidad de energfa cinética
v pgz densidad de energia potencial gravitatoria.

El primer principio de la termodinamica, para la energia total queda asi: la derivada temporal
de la energia total contenida en un volumen fluido sera igual al flujo de calor que se le suministre
externamente menos la potencia mecanica ejercida por el medio fluido sobre la superficie que lo
limita. Aplicando el teorema del tranporte de Reynolds para la energia total

/ dp(u+v*/2 + g2)
Ve

dV+7{ p(u+v?)2 + g2)v -1 dS =
ot o

(10)
—% Pﬁflds—i‘f ’UiTi/jnde"f'Qezt
Sc Sc

donde los dos primeros términos a la derecha representan los trabajos mecdnicos realizados por
la tension estatica (la presion) y la dindmica, respectivamente; mientras que el dltimo término
representa el flujo de calor suministrado o bien desde el exterior hacia el volumen de control (signo
positivo) o bien desde el volumen de control hacia el exterior (signo negativo). El intercambio de
calor puede tener lugar tanto por radiacién (término de volumen) como por conduccién (término
de superficie).

En situaciones estacionarias el primer término se anula. Si no hay flujo de calor (proceso adia-
batico), el término correspondiente se anula. Los términos de trabajo sobre la superficie de control
se anulan si éstas coinciden con paredes fijas. Si, ademds de todo lo anterior, se puede despreciar la
potencia ejercida por el esfuerzo dindmico sobre las superficies de control libres (aquéllas por donde

11



2 FUNDAMENTOS DE MECANICA DE FLUIDOS.

el flujo puede entrar y salir sin limitaciones), la ecuacién (10) se simplifica a
7{ plu+ P/p+v2/2+ g2)i-7dS =0 (11)
Sc

donde el término dependiente de la presién se ha pasado a la izquierda de la igualdad. La expresion
(11) es la versién compresible de la ecuacién de Bernouilli en formato integral.

La energia interna esta acoplada con la mecéanica a través del trabajo de dilatacién y compresién
(una dilatacién es positiva como energia mecédnica y negativa como energia interna, lo contrario
ocurre con una compresién) que se anula para el caso incompresible y, también, a través de la
disipacién viscosa que tiene lugar en el interior de cada volumen de control, convirtiendo energia
cinética en interna.

Por lo tanto, para las situaciones incompresibles en las que se pueda despreciar el efecto de la
viscosidad, la energia interna se desacopla de la mecénica y se puede extraer de la ecuacién (11),
que queda:

j{ p(P/p+v?/2+ g2)i -2 dS =0 (12)
Sc

que es la versién integral de la ecuacion de Bernouilli incompresible.
Si se retoma el tubo de corriente infinitesimal estudiado al final de la subseccién 2.5 (ecuacién
de continuidad) y se le aplica la ecuacién 12, se tendra que

—peUn,eSe(P/p+v°/2 4 g2)e + psvn,sSs(P/p+ v /2 + g2)s = 0 (13)

y recordando como quedaba la ecuacion de continuidad en este caso, ecuacién 7, la expresion anterior

se podra reescribir como
Psn,sSs[(P/p+v*/2+ gz)s — (P/p+v*/2 + gz)] = 0

es decir, la expresion que habitualmente aparece en los libros de Fisica cuando se habla de la ecuacion
de Bernouilli
(P/p+v?/2+4 gz)s = (P/p+v?/2 + gz). = constante (14)

En principio, P/p +v%/2 + gz podria tener un valor distinto para cada tubo de corriente de seccién
infinitesimal. Sin embargo, las situaciones en las que la ley de Bernouilli es de utilidad son aquéllas
en las que P/p +v?/2 4 gz es una constante para todo el flujo, en lugar de tomar un valor distinto
para cada tubo de corriente infinitesimal. Por ejemplo: una masa de aire atmosférico con un mismo
origen y velocidad a la escala de los fenémenos que se quieran estudiar tiene un valor unico de la
constante de Bernouilli; dos tuberias que se juntan provinientes de sendos depdsitos a distinta altura
dan lugar a un fluido con dos valores distintos de la constante de Bernouilli, segin cual haya sido
el origen del tubo de corriente que se considere.

2.8. Ecuaciones de Navier-Stokes.

La ecuacion de continuidad 5, la segunda ley de Newton 8 y el primer principio de la Termodi-
ndmica 10 foman un sistema de cinco ecuaciones con seis incoégnitas: p, vz, vy, vz, Py u. Se necesita
una ecuacién adicional que viene dada por la ecuacién de estado termodindmica

PV =nRT

12



2 FUNDAMENTOS DE MECANICA DE FLUIDOS.

yva que la temperatura, T, y la densidad de energia interna, u, estan relacionadas a través de la
integral del calor especifico por unidad de masa: f;o co(T") dT" = u—uyg, entre un nivel de referencia
(con una cierta energia interna de formacién) y la 7' del medio. Se ha supuesto que se puede trabajar
con la atmoésfera como si fuese un gas ideal.

Puesto que la variable de interés mecdnico es la densidad de masa, p, en lugar de la molar, n/V,
se multiplica y divide la ecuacién de estado por el peso molecular medio M4 para pasar de moles a
masas, de modo que la ecuaciéon de estado queda como

P = pR'T (15)

donde R* = R/M 4 ya no es una constante universal de los gases, sino que depende del gas con el
que se trabaje (de su peso molecular medio).

Al anadir la ecuacién de estado, ya se tiene un conjunto resoluble con tantas ecuaciones como
incognitas que, habitualmente, se conoce como ecuaciones de Navier-Stokes. La version aqui explica-
da seria la version integral de las mismas; también existe una versién diferencial que no es necesaria
para los propdsitos de este curso.

2.9. Viscosidad y turbulencia.

La viscosidad es la responsable de que aparezcan esfuerzos internos en el interior de un fluido
que se oponen al movimiento relativo de una capa de fluido con respecto a las capas vecinas.

Flujo laminar. Si el transporte convectivo de momento lineal, debido al caudal que fluye entre
distintos volimenes de control, es menor que la fuerza producida por los esfuerzos viscosos sobre
las superficies de control por las que tiene lugar el flujo, las lineas de corriente son muy regulares y
estables; las capas de fluido resbalan ordenadamente entre si como las cartas de una baraja.

Flujo turbulento. En el caso contrario (el transporte convectivo domina sobre los esfuerzos
viscosos), el flujo se desordena, aparecen componentes cadticas con estructura de remolinos (también
llamados torbellinos o vértices) de tamanos muy diferentes y aparece un fenémeno de transporte
de la energia mecénica desde los torbellinos grandes hacia los pequenos donde la energia mecanica
finalmente se disipa en forma de calor (energia interna). Estos fendmenos de transporte de la energfa
mecanica van acompanados con un incremento de los procesos de mezcla en el caso de que haya
distintos componentes en el medio fluido. Aun cuando el coeficiente de viscosidad sea muy pequeno,
los gradientes de velocidad acaban creciendo hasta que acaben por no ser despreciables los esfuerzos
ViSCosos.

Experimentalmente, se sabe que la transiciéon entre un régimen y otro estd controlada por el
numero de Reynolds, definido como: Re = pV L/u. Se trata del niimero adimensional que se obtiene
combinando la densidad media de momento lineal del flujo, pV, la escala longitudinal caracteristica
de variacién de sus propiedades, L, y el coeficiente de viscosidad dindmica, p. La inmensa mayoria
de los flujos que tienen lugar en la naturaleza son turbulentos. La interpretacion fisica se puede ver
més claramente si se define el transporte convectivo de momento lineal como proporcional a pV?2S y
las fuerzas viscosas como proporcionales a u(V/L)S, donde S es la superficie de control considerada
y V/L es una estimacién del gradiente de la velocidad, basada en alguna escala de longitudes
caracteristica del flujo estudiado; el nimero de Reynolds es el cociente entre ambas magnitudes.
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2 FUNDAMENTOS DE MECANICA DE FLUIDOS.

Figura 5: Flujo laminar alrededor de un cilindro. Se representan las lineas de corriente.

Figura 6: Flujo turbulento detras de un cilindro. Se representan las lineas de corriente.
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3 FUNDAMENTOS DE AERODINAMICA.

3. Fundamentos de aerodinamica.

3.1. Fuerzas y momentos de origen aerodinamico.

La existencia de fuerzas aerodinamicas debidas a la interaccién entre el aire y un cuerpo sélido
sumergido en el mismo era bien conocida desde la antigiiedad y, de hecho, se habia llegado a
deducir que dichas fuerzas dependian de la velocidad relativa entre sélido y aire. Tanto es asi que
este conocimiento supuso una de las principales resistencias en la aceptacion de las teorias de Galileo
que proponian que las fuerzas eran proporcionales a las aceleraciones.

Cuando se comenzé el estudio riguroso de las fuerzas aerodindmicas partiendo de la aplicacién
de las leyes de Newton, se desprecié el efecto de las fuerzas viscosas pensando que, si el niimero
de Reynolds era lo suficientemente alto, eso significaria que su importancia relativa en el balance
de momentos lineales serfa menor. Con esta hipdtesis de partida, D’Alambert procedié a calcular
el valor de la fuerza aerodindmica que experimentaria un cuerpo sumergido en un chorro de aire y
obtuvo un valor nulo, es el resultado conocido como paradoja de D’Alambert. La resolucién de esta
paradoja no se consiguié hasta 1904 con la teoria de la capa limite de Prandtl y supuso un freno
tremendo en el desarrollo de la Aerodindmica. Basicamente, Prandtl supuso que en las proximidades
de la superficie de contacto entre el cuerpo sélido y el aire surgen gradientes de velocidad lo basante
altos, recuérdese la ley constitutiva de un fluido newtoniano * vista en la subseccién 2.2, como para
que los esfuerzos viscosos dejen de ser despreciables en dicha zona, conocida como capa limite.

Aunque se tardé muchos afos en conseguir una comprension tedrica de lo que ocurria en la
interaccién entre un sélido y el aire, los experimentalistas siguieron trabajando midiendo las fuerzas
y momentos aerodindmicos que, de hecho, aparecen. Su principal herramienta de trabajo son los
tuneles de viento que se basan en que, a efectos de la Aerodinamica, la magnitud relevante es la
velocidad relativa entre sélido y aire y, por lo tanto, lo mismo da medir fuerzas sobre un sélido
moviéndose con respecto al aire en reposo a una cierta velocidad, ¥, que medirlas sobre un sélido
en reposo haciendo frente a un viento que tenga la misma velocidad que en el caso anterior pero
sentido opuesto, —.

A la hora de interpretar los resultados y, puesto que interesa medir fuerzas, se fueron a buscar
éstas en la segunda ley de Newton, ecuacion 8, adaptada a un medio fluido. Suponiendo que se
trabaja en un situacién estacionaria, las fuerzas aerodinamicas pueden depender del flujo de mo-
mento (transporte convectivo), del término de presién y del término viscoso. Haciendo un andlisis
basado simplemente en 6rdenes de magnitud, se tendrian como variables relevantes: Fu, pV?28,
PS y u(V/L)S. Fa es la fuerza aerodindmica que se quiere estudiar, pV/2S es una estimacién del
transporte convectivo basado en la velocidad del centro de masas del sélido con respecto al aire
y la superficie de contacto entre sélido y chorro de aire, PS es una estimacion de las fuerzas de
presién basada en un valor caracteristico de la presién y la misma superficie que en el caso anterior
y, finalmente, u(V/L)S es una estimacion de las fuerzas viscosas basada en la velocidad relativa del
centro de masas del s6lido con respecto al aire, la misma superficie que en los casos anteriores y una
longitud caracteristica de las dimensiones del sélido 8.

"Los esfuerzos viscosos son proporcionales al gradiente de velocidad.

8Si se aproxima el gradiente como la variacién de velocidad sobre una cierta distancia espacial, se supone que un
sélido puede inducir perturbaciones en el campo de velocidades que lo rodea sobre escalas espaciales del mismo orden
de magnitud que su tamano.
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3 FUNDAMENTOS DE AERODINAMICA.

Figura 7: Lineas de corriente alrededor de un cilindro, flujo sin viscosidad. Se representan los puntos
de remanso. Aguas arriba a la izquierda de la figura, aguas abajo a la derecha.

En el andlisis previo no se ha tenido en cuenta el efecto de la fuerza de gravedad sobre el fluido,
un término que seria proporcional a pg Vol donde Vol es el volumen del fluido. Dicho término, en
Aerodindmica, seria igual al peso del fluido desalojado por el sélido y su contribucién seria la de la
flotacién estudiada por Arquimedes ? que, a menos que se esté trabajando con globos aerostéticos,
se puede despreciar en estudios aerodinamicos.

Alli donde el chorro de aire impacte directamente contra el sélido se tiene un punto de remanso
en el que la velocidad se anula, aplicando el teorema de Bernouilli para fluidos incompresibles en
ese punto se tendrd que: P = Py, +pV?/2, donde Py, es la presién en el chorro de aire sin perturbar
por el sélido, aguas arriba del mismo, véase la figura 7. La presién sin perturbar es uniforme para
las escalas relevantes en Aerodindmica ' que son del orden del tamaifo del cuerpo que se estudie,
por lo que actia por igual sobre todas las caras del sélido y no ejerce fuerza neta. La fuerza debida
a la presion dependerd a lo sumo de la diferencia que haya entre la presién real sobre la superficie
de contacto y la presién sin perturar, (P — Py)S, que, en una estimacién basada unicamente en el
orden de magnitud, se puede tomar como la contribucién dindmica a la constante de Bernouilli en

" multiplicada por el drea del sélido banada por el chorro de aire, pV25/2.

el punto de remanso
Con esto ultimo se obtiene un resultado importante: las fuerzas de presién son del mismo orden
de magnitud que los términos de transporte convectivo y no se necesita estudiar por separado su
efecto en un analisis basado en los 6rdenes de magnitud de las variables del problema.
Ademss de las variables previas, Fa, pV25/2 y u(V/L)S; los experimentos realizados durante

los siglos XVIII y XIX demostraron que las fuerzas aerodindmicas también dependian del angulo

9Ya vista en Fisica I en los estudios del grado.
0N ocurrirfa asi en escalas relevantes para la Meteorologia, por ejemplo.
1No tomars ese valor en todos los puntos de contacto, es simplemente una estimacién del orden de magnitud.
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de ataque, a.

Cuando a lo largo del siglo XX se comenzaron a estudiar flujos a altas velocidades en com-
paracion con la del sonido, se vio que habia que incluir de algin modo los efectos debidos a la
compresibilidad '? y que el modo més ficil de conseguirlo era a través del nimero de Mach definido
como el cociente entre la velocidad del centro de masas del sélido y la velocidad de propagacién del
sonido en el fluido que lo envuelve, Ma = V/c. Asi que, finalmente, los estudios experimentales de

la Aerodinamica consisten en proporcionar los valores de

Fy

V2573 = f(Re,Ma, ) (16)

donde la interpretacién fisica consiste en que se trata de determinar la importancia relativa de las
fuerzas aerodinamicas con respecto a la presion dindmica en el punto de remanso en funcién de
los nimeros de Reynolds (importancia relativa de la viscosidad), de Mach (importancia relativa de
la compresibilidad) y del dngulo de ataque (importancia relativa de la orientacién del sélido con
respecto al flujo sin perturbar).

Asi, para las fuerzas de arrastre y de sustentacion, se definen los coeficientes de arrastre y de

sustentacion:
Cr(Re,Ma,a) = L (17)
L y ) = pvzs/Z
Cp(Re,Ma, o) = b (18)
D y ) — pV2S/2

Puesto que, en Aerodindmica no sélo se producen fuerzas sino también momentos de fuerzas con

respecto al centro de masas, se introducen los coeficientes de cabeceo, guinada y balanceo como

_ Mp

CV_P(].:{G7 Ma, Oé) = m (19)
My

CY(Re7 Ma, Oé) = m (20)
Mp

— ST 1

Cr(Re,Ma, ) V252 (21)

(22)

donde Ip, ly vy lg son sendas longitudes caracteristicas de la aeronave, que sirven para la estimacién
de los respectivos momentos.

Para que las expresiones previas sean de utilidad; por ejemplo, para que un intérprete de 6rdenes
pueda emplearlas para despejar el angulo de ataque necesario para producir una determinada fuerza

aerodindamica, es necesario conocer:

a) Una serie de propiedades de la capa de aire en contacto con la aeronave. La densidad, p, la
viscosidad dinamica, u, y la velocidad del sonido, ¢, que o bien se estiman a partir de las
valores tabulados para atmosfera estandar en funcién de la altura de vuelo, o bien requieren

de la presencia de sensores a bordo que permitan medir dichas propiedades.

12Recuérdese que las presiones se han estimado baséndose en la versién incompresible del teorema de Bernouilli.
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____\H_____‘C>——_.__ﬂ_,_,_____

Figura 8: Cuerpo estilizado. Vista de perfil.

b) El valor de la velocidad relativa entre la aeronave y la capa de aire adyacente. No sélo in-
terviene directamente como cociente elevado al cuadrado de las fuerzas y momentos, sino
indirectamente a través de los nimeros de Reynolds y Mach. Se determina o bien a partir
de estimaciones basadas en la velocidad de crucero de la aeronave, o bien en la integracion
de la senal proporcionada por los acelerémetros de control, o bien a partir de informacion
suministrada desde un radar situado en tierra que sigue a la aeronave, o bien a partir de una

senal GPS, o bien a partir de sensores que midan la velocidad del viento relativo a la aeronave.

c¢) Las propiedades geométricas de la célula aerodindmica empleada para calcular fuerzas y mo-
mentos. En particular qué valor se toma como superficie y qué longitudes se emplean para

adimensionalizar los momentos.

3.2. Geometria de las células aerodinamicas.

Para cuerpos estilizados, aquéllos cuyas dimensiones a lo largo de la direccién del flujo de aire
son mucho mayores que su seccién transversal al mismo, el drea relevante a efectos aerodindamicos
es su superficie en planta. Se toma como plano para hacer la proyeccién en planta, si el cuerpo es
estilizado, aquél cuya orientacion sea tal que el drea proyectada del cuerpo resulte maxima. En la
figura 8 se representa un cuerpo estilizado visto de perfil.

Para cuerpos romos, aquéllos cuyas dimensiones a lo largo de la direccién del flujo de aire son
o del mismo orden de magnitud que su seccién transversal o mucho menores que la misma, el area
relevante a efectos aerodinamicos es la seccién transversal del cuerpo con respecto a la direccién del
flujo de aire. Por ejemplo: una esfera de radio R, tiene una seccién transversal frente a cualquier
flujo incidente igual a su circulo maximo: mR?. En la figura 9 se representa un cuerpo romo visto
de perfil. Un mismo cuerpo puede ser estilizado o romo segin cudl sea su angulo de ataque. Por
ejemplo: si se sopla a lo largo del filo de un folio, éste se comporta como cuerpo estilizado; si se
sopla frontalmente contra el mismo, éste se comporta como un cuerpo romo.

Para caracterizar la configuraciéon de un cuerpo estilizado, por ejemplo un ala, se introducen los
conceptos de borde de ataque, borde de salida, extradds, intradds, cuerda, espesor, envergadura,
cuerda media, superficie alar y alargamiento. Véase la figura 10 para una vista en planta de un ala
y la figura B.9.a del tema 3 de 7 para una vista en perfil de un ala.

a) Borde de ataque: es el borde delantero del ala, la linea que une los puntos de curvatura maxima
de todos los perfiles que forman el ala, por la zona enfrentada al flujo. Suele tener forma de
circunferencia de radio pequeno con un centro bien definido, por lo que no hay un tinico punto
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Figura 9: Cuerpo romo en flujo supersénico. Vista de perfil.

Borde de

ataque \

(S) superficie
alar

(cr) cuerda
media

Borde de
salida

(b) envergadura

Figura 10: Vista en planta de un ala.
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de curvatura maxima, sino que se emplea el centro de dicha circunferencia para construir la
cuerda y la linea de curvatura.

b) Borde de salida o de fuga: es el borde posterior del ala, es decir la linea que une la parte
posterior de todos los perfiles del ala; o dicho de otra forma: la parte del ala por donde el flujo
de aire perturbado por ella, retorna a la corriente libre. Suele tener forma de filo cortante.

c) Extradds: parte superior del ala comprendida entre los bordes de ataque y salida.
d) Intradds: parte inferior del ala comprendida entre los bordes de ataque y salida.

e) Cuerda: es la linea recta imaginaria trazada entre los bordes de ataque y de salida de cada
perfil. Si no hay un punto de curvatura maxima sino una circunferencia, se traza entre el borde
de salida y el centro de la circunferencia de ataque, prolongando la linea hasta que corte al
perfil.

f) Curvatura media: es la linea curva equidistante del intradés y el extradds que pasa por el
borde de ataque y el de salida. Si se tiene una circunferencia de ataque pasa por su centro y
por el borde de salida.

g) Espesor, e: distancia entre el extradds y el intradés, medida en perpendicular a la cuerda.
h) Envergadura, b: distancia entre los dos extremos del ala.

i) Cuerda media, ¢,: en general, cada perfil puede tener una cuerda distinta a avanzar a lo largo

de la envergadura. Se define la cuerda media geométrica mediante la relacién: f_bé% c(z)dz/b.

j) Superficie alar, S: superficie total correspondiente al ala. Es el producto de la envergadura

por la cuerda media.

k) Alargamiento: cociente entre la envergadura (longitud del ala) y la cuerda media (anchura del
ala), b/cy.

3.3. Propiedades de la fuerza de sustentacion.

Cuando se representa el coeficiente de sustentacién, Cp, para numeros de Reynolds y Mach
constantes frente al angulo de ataque, las graficas que se obtienen, véase la figura 11, se corresponden
con un rango de valores en los que Cf crece linealmente con el propio angulo de ataque, para
angulos pequenos; conforme sigue creciendo el angulo de ataque, las graficas acaban suavizando su
pendiente y alcanzando un maximo, a partir del cual Cf, cae, fenémeno conocido como entrada en
pérdidas y que limita la capacidad de maniobra por gobierno aerodinamico. En un dispositivo como
un misil, en el que interesa que los dispositivos de control no sean excesivamente complicados, se
suele trabajar de manera que los angulos de ataque caigan siempre dentro del rango lineal. Esto
restringe la maniobrabilidad, pero simplifica el disefio del intérprete de 6rdenes que, para producir
una determinada sustentacién (una determinada fuerza perpendicular a la velocidad del misil) s6lo
necesita conocer el valor de una constante en funcién de los nimeros de Reynolds y Mach, en lugar

de tener en su memoria guardada la forma completa de una linea curva.

2
L:pVS

CpLa (23)
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3 FUNDAMENTOS DE AERODINAMICA.

Figura 11: Coeficiente de sustentacién frente a dngulo de ataque para nimeros de Reynolds y de
Mach constantes.

donde Cr, o = dCr/dov.

Al estudiar las lineas de corriente en torno a un cuerpo sumergido en el aire, se observé que,
antes de entrar en pérdidas, hay una capa de fluido inmediatamente adyacente al cuerpo en la cual
se producen fuertes variaciones de velocidad en el seno del fluido: en la superficie de contacto fluido-
sélido su velocidad es la del propio sélido, mientras que a pequenas distancias en perpendicular a la
superficie de contacto se alcanzan velocidades similares a las que se tendrian si la viscosidad fuese
despreciable. Es la zona conocida como capa limite, ver Anexo A, en cuyo interior el efecto de las
fuerzas viscosas no es despreciable. La entrada en pérdidas se caracteriza porque la capa limite,
entendida como capa delgada con una distribuciéon regular del fluido, se separa de la superficie
de contacto, pasando su lugar a ser ocupado por una estela turbulenta, ver Anexo A; fenémeno
asociado a una pérdida de la sustentacion y un incremento del arrastre. En la fotografia 21 se puede
ver una imagen de un cuerpo esbelto a bajo angulo de ataque que Unicamente tiene una pequena
estela enganchada a su borde de salida junto con otra imagen del mismo cuerpo a gran angulo de
ataque, habiendo entrado en pérdidas y con casi toda la capa limite del extradds desprendida.

Un aumento del nimero de Reynolds implica una transicién mas temprana entre la capa limite
laminar y la capa limite turbulenta, ver Anexo A. Puesto que la capa limite turbulenta se desprende
con mas dificultad, aumenta el valor del angulo de entrada en pérdidas.

En cuanto a la dependencia con el niimero de Mach: durante el régimen subsénico no hay apenas
variacion, en el régimen transénico se aprecian cambios intensos en el valor de la sustentacién que dan
paso a valores mas regulares y ligeramente decrecientes, una vez que se penetra dentro del rango
plenamente supersénico, ver la figura 12. La principal consecuencia de esta dependencia es que
interesa no mantener el vuelo en el régimen transénico; ya que, un mismo error en la determinacién
de la velocidad, se traduce en un error mayor en la determinacién del angulo de ataque necesario

para producir una cierta sustentacién.

3.4. Propiedades de la fuerza de arrastre.

Para estudiar la fuerza de arrastre conviene tener en cuenta que su valor total se debe a la suma
de cuatro efectos distintos:
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Coafficient of Lift as a function of Aoh and Air Speed
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Figura 12: Dependencia del coeficiente de sustentacion, C', con el nimero de Mach para varios
angulos de ataque.

1) Término de friccién superficial.
2) Término de forma.
3) Arrastre inducido por la sustentacién.

4) Término de onda.

3.4.1. Friccién supercial.

Es la integral de los esfuerzos tangenciales sobre la superficie de contacto entre el sélido y
el fluido. La presencia de una capa limite implica que las velocidades alineadas con la entrefase
fluido-sélido tienen gradientes (variaciones) altas en direccién perpendicular a la entrefase. Es decir,
recordando la ley constitutiva de un fluido, ecuacion 1, esfuerzos tangenciales viscosos importantes.

No presenta una gran dependencia con el angulo de ataque. En cambio, si que presenta una
dependencia clara con el nimero de Reynolds segin que la capa limite sea laminar o turbulenta,
véase la figura 13.

Depende del acabado del cuerpo, de la rugosidad de la superficie de contacto entre el cuerpo y
el fluido.

3.4.2. Término de forma.

Esta asociado al desprendimiento de la capa limite y la aparicién de una estela turbulenta aguas
abajo del cuerpo sélido.

En el punto de remanso, aguas arriba, se tiene una presion elevada debido a que el flujo se frena
en la zona donde el teorema de Bernouilli es de aplicacién, antes de penetrar en la capa limite. Por
el contrario una estela turbulenta estd asociada a una zona de bajas presiones ya que una buena
parte de la energia aparece en forma de torbellinos sujetos a rotacion. El efecto neto es el de una
fuerza aerodinamica sobre el cuerpo que tiende a arrastrarlo aguas abajo, junto con el flujo medio.

Su dependencia frente al dngulo de ataque es de tipo funcién cuadratica, curva parabdlica.
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Figura 13: Contribucién de la friccién superficial al coeficiente de arrastre en funcién del nimero de
Reynolds.

Figura 14: Figura de la izquierda: esfera con capa limite laminar. Figura de la derecha: esfera con
capa limite turbulenta. Se observa como en el paso de laminar a turbulenta se incrementa el area

mojada por la capa limite y disminuye el tamanio de la estela.

Su dependencia frente al nimero de Reynolds permite discriminar las situaciones en las que se
produce el fenémeno del reapego de la capa limite. Existen algunos cuerpos en los que, al producirse
la transicién de capa limite laminar a capa limite turbulenta, si la capa limite estaba desprendida,
la mayor estabilidad de la capa limite turbulenta, ver Anexo A, hace que ésta se vuelva a pegar al
cuerpo y la subsecuente separacién de la misma se retrase hasta un punto situado aguas abajo de
lo que estaba ocurriendo. Como resultado, el término de forma sufre una disminucién brusca. Véase
la fotografia 14 para visualizar el efecto de un incremento del nimero de Reynolds con reapego de
la capa limite sobre una esfera y la figura 15 para una representacién del valor del coeficiente de
arrastre para varios cuerpos en funcion del nimero de Reynolds.

3.4.3. Resistencia parasita.

En todo cuerpo sumergido en el aire aparece tanto término de friccion superficial como término
de forma, su suma se llama resistencia parasita. Los cuerpos esbeltos, con valores menores de la
suma de ambas contribuciones, se caracterizan porque predomina la contribucién de la friccién
superficial sobre el término de forma. Los cuerpos romos, con valores mayores de la suma de ambas

contribuciones, se caracterizan porque predomina el término de forma sobre la friccién superficial.
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Figura 15: Contribucion del término de forma al coeficiente de arrastre en funcién del ntimero de
Reynolds para varios cuerpos. Se aprecia en algunos de ellos la disminucién del valor del término
de forma provocada por el reapego de la capa limite turbulenta.

3.4.4. Arrastre inducido por la sustentacion.

Es un término que aparece debido a la tridimensionalidad de las alas. Los términos estudiados
hasta ahora aparecerfan incluso en alas infinitamente largas (perfiles en dos dimensiones).

Si un ala ejerce sustentacion, la presién en el extradds es menor que en el intradds. Como efecto
secundario, cuando las lineas de corriente del intradds llegan a la punta del ala se encuentran con
una zona de menor presién en la que se intentan introducir. Como resultado, las lineas de corriente
del intradds y del extradés se arremolinan en la punta del ala, véase la figura 16 formando un vértice
que se desprende del ala y adquiere una componente no nula de momento lineal hacia abajo, flujo
descendente, véase la fotografia 17. En ultima instancia, los torbellinos generados en cada punta
de ala estan girando en sentido contrario de modo que el torbellino de un extremo induce un flujo
hacia abajo en el torbellino del otro extremo y viceversa, véase la figura 18

La sustentacién real es perpendicular a la direccién local del viento sobre el perfil de ala que
coincide con la de dicho flujo descendente, en lugar de hacerlo con la del flujo incidente. Como
resultado, la sustentacion tendrd una componente perpendicular al flujo incidente, la sustentacién
por definicion que aparece en las tablas, y una componente alineada con la direcciéon del flujo
incidente que se suma al arrastre, es el arrastre inducido por sustentacién, vedse la figura 19.

Puesto que se trata de un fenémeno tridimensional producido en la punta del ala, éste término
disminuye si se trabaja con alas con un gran valor del alargamiento. La minimizacién de este término
es la razén del ser de la forma alargada de las alas de los aviones subsénicos o de las alas de las
aves que tienen que volar largas distancias planeando. No obstante, el alargamiento tiene un limite
impuesto por la resistencia estructural de la superficie sustentadora que disminuye al aumentar el
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Figura 16: Vortices (remolinos) asociados a la punta de un ala tridimensional.

Figura 17: Fotografia del efecto del flujo descendente sobre una capa de nubes por debajo de un

avion.

Torbellino
de punta de ala
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Flujo de ., ]
aire ’ e ]
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Figura 18: Esquema de las lineas de corriente asociadas a los vdrtices que se forman en torno a un
ala tridimensional finita.
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Figura 19: Descomposicién de la sustentacion real en sustentacién y arrastre inducido por la sus-

tentacién.

Merit Mdd

07 1.0
M

Figura 20: Ejemplo de variacion del coeficiente de arrastre inducido por onda frente a ntimero de
Mach.

alargamiento.

En cuando a su dependencia funcional, se trata de un término cuadratico en el coeficiente de
sustentacion. Es decir de trata de un contribuciéon a Cp que es C’%. Si se trabaja en el rango
lineal de la sustentacion, Cf, o « y el término de arrastre inducido por la sustentacion se suma a la

contribucién cuadratica en el dngulo de ataque proviniente del término de forma.

3.4.5. Término de onda.

Es un término que aparece en el flujo supersénico asociado a la aparicion de ondas de choque,
ver Anexo B y que es proporcional al cuadrado de la razén entre el area de la seccién transversal al
flujo y la longitud del cuerpo supersoénico.

Es practicamente independiente del angulo de ataque. Sin embargo, se muestra como un brusco
incremento en el valor de la fuerza de arrastre a partir del momento en el que se penetra en el régimen
transonico. Véase la figura 20. A partir del momento en que se entra en el régimen transénico,
M acritico, s€ empieza a formar una onda de choque pegada al cuerpo con un fuerte incremento de la
resistencia aerodinamica que alcanza un maximo alrededor de Ma = 1. Posteriormente, en el flujo
plenamente supersoénico, el valor del arrastre de onda disminuye con respecto a su valor maximo;
pero no se anula.

Debido a que en la interaccion entre onda de choque y capa limite, se desprende la capa limite,
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interesa que los perfiles de ala supersénicos queden completamente dentro del cono de Mach, repasese
la asignatura Fisica II, de angulo 6 = arcsen(1/Ma), que se forma a partir de la punta del cuerpo
supersénico, supuesta afilada. La necesaria sustentacién en estas condiciones se optimiza tomando

alas con forma triangular en planta.

3.5. Origen de las fuerzas aerodinamicas.

Las explicaciones populares sobre el origen de las fuerzas aerodinamicas suelen emplear el teo-
rema de Bernouilli: el aire va més deprisa por el extradés que por el intradds y, consecuentemente,
la presién es menor en el extradds por lo que surge una fuerza de sustentaciéon por diferencia de
presiones.

Sin embargo, dicha explicacién sélo es valida una vez que ya se haya creado la capa limite
para analizar las lineas de corriente inmediatamente por fuera de la misma como responsables de
sustentar tanto al sélido como al fluido contenido dentro de la capa limite.

En cuanto al porqué surge la propia capa limite, hay un teorema debido a Kelvin que demuestra
que, bajo las hipdtesis bajo las que es valido el teorema de Bernouilli, la circulacién del campo de
velocidad de un medio fluido es un invariante. Esto significa, literalmente, que si se puede aplicar
Bernouilli en todo el dominio fluido y en todo instante de tiempo, es imposible que una aeronave
vuele.

En efecto, si se tiene un chorro de aire uniforme incidiendo contra un cuerpo estilizado, no cuesta
mucho trabajo comprobar que la circulacién en el chorro de aire uniforme vale cero, sin mas que
tomar un camino rectangular alineado con la direccién del chorro por un lado, perpendicular por
otros dos lados y antialineado por el cuarto lado. Las contribuciones perpendiculares se anulan ya
que la circulacién implica el producto escalar del vector ¥ por el camino recorrido y las otras dos
contribuciones son iguales pero de signo contrario (dngulos entre ¥ y caminos recorridos de valores 0
y 7 radianes, respectivamente, con idénticos médulos). Por su parte, si se repite el calculo alrededor
del cuerpo estilizado, la contribucién procedente el extradds (mayor velocidad) serd mayor que la
procedente del intradds y la circulacién total serd no nula.

Este resultado, de acuerdo al teorema de Kelvin, es imposible que ocurra si el teorema de
Bernouilli también es de aplicacién. ;Qué esta pasando?

La respuesta se puede encontrar analizando la solucién que obtuvo D’Alambert para el flujo
alrededor de un cuerpo sélido, sin tener en cuenta la viscosidad, y que le dio un valor nulo para las
fuerzas aerodindamicas.

En las figuras B.19.a y B.19.b del tema 3 de 7 se puede ver como quedaria la soluciéon de
D’Alambert alrededor de un perfil y de una placa plana con la aparicién de dos puntos de remanso:
uno a la entrada y otro a la salida. Sin embargo, para que el flujo pasase desde el intradds hacia
el punto de remanso posterior, tendria que curvarse hacia atras (en direccién contraria a la que
llevaba) lo que produciria valores extremadamente altos de la velocidad '* en la zona préxima al
borde de salida. Esos valores tan altos, variando en una zona pequena, implican valores muy fuertes
de la viscosidad en cuanto ésta se incluya en el andlisis, independientemente de lo pequeno que sea
el coeficiente de viscosidad.

Como consecuencia, el flujo procedente el intradés se frena en la zona del borde de salida creando
una zona de bajas presiones que tiende a ser ocupada por una aceleracién del flujo procedente del

13Tnfinitos, de hecho, con bordes de salida perfectamente afilados.
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extradds: empieza a formarse una pequenia capa limite alrededor del cuerpo (flujo procedente del
extradds acelerado) que se desprende en el propio borde de salida (flujo procedente del intradds
frenado) formando un torbellino con circulacién de la misma magnitud y sentido contrario que la
circulacién que va apareciendo sobre el propio cuerpo. Esta fase se puede observar en la figura
B.19.bis.c del tema 3 de 7 y es perfectamente compatible con el teorema de Kelvin que prohibe
la aparicién de circulacion neta a partir de un chorro incidente de circulacién nula; pero no el que
aparezcan regiones dentro de la zona estudiada con circulaciones iguales y de sentido contrario (total
nulo). Témese nota de que el chorro de salida todavia sigue orientado en la misma direccién que el
de entrada; por accién-reaccién esto significa que todavia no ha aparecido una fuerza de sustentacion
sobre el cuerpo que empuje al chorro en sentido contrario.

A continuacion ese torbellino procedente del desprendimiento de la capa limite en la zona del
borde de salida, llamado vértice de inicio, es arrastrado aguas abajo por el flujo que empieza a
ordenarse con circulaciéon no nula alrededor del perfil estudiado, véase la figura B.19.bis.d del tema
3 de 7. En cuanto se produce la separacion, el chorro de aire saliente tiene una componente hacia
abajo que por accién-reaccién significa que, si ha adquirido momento lineal hacia abajo es porque
el cuerpo estd experimentando una fuerza hacia arriba (la sustentacion).

Este mecanismo de generacion de circulacién por pares globalmente nulos, asociado a la aparicién
de fuertes términos viscosos en las proximidades del borde de salida es el auténtico responsable del
origen de la capa limite y, por ende, de las fuerzas aerodinamicas tal y como las conocemos e implica
un pequeno retardo asociado a la formacién y desprendimiento del vértice de inicio como condicion
para que pueda haber cambios en la sustentacién. Una vez que se ha creado la circulacién y la capa
limite alrededor del perfil, ya es posible hacer uso del teorema de Bernouilli para estudiar lo que
pasa con las capas de aire adyacentes a la capa limite, pero por fuera de la misma.

A. Capa limite y estela turbulenta.

En tanto en cuanto sea vélida la hipétesis del continuo ', la velocidad del fluido en contacto
con un sélido sumergido en el mismo coincide con la del propio sélido (velocidad relativa nula en
los puntos de contacto).

No obstante, esa velocidad cambia muy rapido sobre una zona delgada pegada al cuerpo en
cuestion, hasta adquirir el valor que le corresponderia a un flujo libre en cuyo interior hubiese un
remolino de circulacién igual a la que se asocie al sdlido estudiado para impedir la aparicién de un
punto de remanso posterior. Dicha capa se llama capa limite y su existencia fue propuesta experi-
mentalmente por Lanchester y tedricamente por Prandtl entre finales del siglo XIX y comienzos del
siglo XX. Su espesor se toma por convenio como aquel comprendido entre la superficie de contacto
y el punto donde la corriente toma un valor igual al 99 % de su valor libre.

Se puede asociar un ntimero de Reynolds a la capa limite tomando como longitud caracteristica
su espesor en lugar de las dimensiones de todo el cuerpo. El resultado es un nimero de Reynolds
bajo que comienza siendo caracteristico del flujo laminar (capa limite laminar). Conforme el flujo
se aleja del borde de ataque, el espesor de la capa limite crece y con él el nimero de Reynolds crece
hasta que se produce la transicién a flujo turbulento (capa limite turbulenta). Véase la figura A.5
del tema 3 de 7.

MNtmeros de Knudsen mayores o iguales que 10 en un gas.
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Por un lado, la capa limite turbulenta tiene una mayor resistencia de friccién superficial que la
capa limite laminar; pero por otro lado se desprende con mayor dificultad. Para cuerpos estiliza-
dos, en los que no hay desprendimiento de la capa limite interesa mantener su caracter laminar y
aumentar el rango de dngulos de ataque antes de que se entre en pérdidas mediante mecanismos
de succién. Para cuerpos romos, como una pelota de golf, en los que la capa limite se desprendera
de todas formas, interesa incrementar la turbulencia dandole rugosidad a la superficie de contacto
sélido-fluido para que dicho desprendimiento se retrase lo mas posible.

El desprendimiento de la capa limite se puede observar en las fotografias 21 y estd, principal-
mente, asociado al crecimiento del angulo de ataque. El que la capa limite se desprenda no significa
que surja el vacio sino que el hueco que deja es ocupado por una estela turbulenta: una zona
en la que el fluido tiene un comportamiento aparentemente cadtico, con torbellinos fluctuantes de

15 en la que la

tamano similar a la distancia entre los puntos en los que la capa limite se separa
presion y el movimiento de traslacién del fluido como un todo disminuyen para que la mayor parte
de la energia quede almacenada en los torbellinos recirculantes que aparecen.

Por el contrario, en una capa limite turbulenta, los torbellinos turbulentos que aparecen son de
una escala limitada por el espesor de la propia capa limite y, a pesar de su presencia como fluc-
tuaciones aparentemente caoticas, el valor del flujo estadisticamente promediado sigue conservando

una gran regularidad en el interior de la capa limite.

B. Ondas de choque.

Una onda de choque es una superficie de discontinuidad 6, a través de la que se produce un
cambio brusco en las propiedades termodindmicas del fluido y en su velocidad de propagacién.

Puesto que, a cada lado de una onda de choque las presiones son distintas, aparecen fuerzas
netas sobre la misma responsables del arrastre por onda. La capa de aire alrededor de la aeronave
supersonica se ve frenada por la onda de choque y, para mantener su velocidad, tiene que extraer una
fuerza igual y de sentido contrario a partir de las presiones y términos viscosos que se desarrollen

en su contacto con la aeronave.

15Uno por el extradés y otro por el intradés, alguno de ellos puede ser coincidente con el borde de salida.
18En realidad no es una superficie pura, tiene espesores en el rango de las micras.
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Figura 21: Imagenes tomadas con humo. Superior: capa limite adherida, bajo angulo de ataque.
Inferior: capa limite separada, alto angulo de ataque.
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