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EJERCICIOS RESUELTOS TEMA 7Y TEMA 8:
CORRELACION Y REGRESION

Ejercicio 1.

En 8 empresas de una industria textil de la region se han recogido datos sobre la “facturacion
en miles de euros” (X) y el “numero de trabajadores” (Y). Con esa informacion se han
calculado los estadisticos que se indican a continuacion:

8 8 8
in=56 Zyi=40 inxyi=1290 S2=120  S? =146

i=1 i=1 i=1

Calcula la recta de regresion de minimos cuadrados que explica el nimero de trabajadores

como una funcién lineal de la facturacion.

b. Analiza la bondad del ajuste obtenido mediante el coeficiente de determinacion vy la
varianza explicada por la regresion

c. Predice segln el modelo el nimero de trabajadores que tendra una empresa con una

facturacion de 52000 euros

o

SOLUCION:

a) Para estimar la recta de regresion, esto es obtener sus coeficientes, simplemente aplicamos las
expresiones de éstos y calculamos sus valores a partir de los estadisticos facilitados en el enunciado.
Con base al criterio de minimos cuadrados, la estimacion 6ptima de los parametros de la recta de
regresion viene dada por las formulas resaltadas. Estas se utilizaran ampliamente a lo largo de este
documento. Ndtese que se denotan con circunflejo a fin de poner de manifiesto que se trata de
estimaciones de los coeficientes del modelo de regresion formal: Y=a+bX+e

b=—'2 a=y—bXxx
SX
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Ecuacién de minimos-cuadrados: Y = —0,775 + 0,825 X

b) En este apartado nos piden evaluar la bondad del ajuste obtenido en el apartado anterior de dos
maneras: mediante el valor del coeficiente de determinacién (lineal) y mediante la varianza residual.
La expresion del coeficiente de determinacién lineal que utilizamos que no requiere del célculo de
los residuos es:

SZ, 992

2_ p—
S2xS2 120 x 146

= 0,56

El valor obtenido es bajo e indica que la bondad del ajuste realizado es moderada o baja. Si se
hubiera obtenido previamente el coeficiente de correlacion lineal de Pearson , su valor: r = V72 =
0,74 indica que el grado de asociacion lineal entre las variables es moderado/bajo; esto es, la
relacion lineal del nimero de trabajadores respecto de la facturacion no es suficiente para explicar el
numero de trabajadores en las empresas del sector.

Para el célculo de la varianza residual aunque no disponemos de los datos observados de las
variables X e Y para obtener los residuos, es posible acudir a su relacién con el coeficiente de
STZES

determinacion lineal en su expresion general: 72 = 1 — 2
Y

Desde ésta, se puede despejar:

S2,e=(1—-7r?)x5%2=(1-0,56) X 146 = 64,24

c) Para un valor de x = 52 (recordar que las variables estan expresadas en miles de €) sustituyendo
en la ecuacion de la recta ajustada en el apartado a, se obtiene:

Vix=s2 = —0,775+ 0,825 x 52 = 28

Ejercicio 2.

Se sabe que existe una relacion lineal entre la cantidad de lluvia caida en el mes anterior a la
recoleccion (X) en DI. por m2 y la produccién de sandias (Y) en kg por m2. En un estudio llevado a
cabo en diferentes lugares del pais, se han obtenido los siguientes resultados:

Y 40 44 46 48 52 58 60 68 74 80
X 6 10 12 14 16 18 22 24 26 32

a) Representa graficamente las variables mediante el diagrama de dispersion.
b) Calcula la covarianza y el coeficiente de correlacion lineal ;Son las variables incorreladas?
¢Existe una relacion lineal directa, inversa o no la hay?
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c) Obtén la recta de regresién minimo cuadréatica de la produccion de sandias sobre la cantidad
de lluvia caida en el mes anterior a la recoleccion.

d) Predice la produccién de sandias si la lluvia caida ha sido de 23,5 DI por m2 ;Es una
prediccion fiable?

SOLUCION:

a) El diagrama de dispersion representa los pares de puntos en unos ejes coordenados como los que
se recogen en el grafico:

Evolucion del rendimiento de la cosecha de sandias en funcion de la lluvia
el mes anterior
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b) En este apartado se calcula la covarianza como medida del grado de correlacion entre las
variables analizadas mediante su formula abreviada. Se comienza calculando las medias
marginales de ambas variables:

1
9?=E[6+1O+12+14+16+18+22+24+26+32]=18

1
37:E[4O+44+46+48+52+58+6O+68+74+80]=57

| L
SX,Y:sziX)’i_ny:
i=1
1

= E[40X6+44><10+46X12+48X14+52X16+58><18

+60Xx22+68x%x24+74%x26+80x%x32]—-18%x57 =95,6

Para el calculo del coeficiente de correlacion lineal de Pearson se necesita calcular los valores
de la varianza marginal de ambas variables.
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S§ = Wi xf — %2 = =[62 + 107 + 122 + 142 + 167 + 182 + 227 + 24% +
+26° + 32%] — 182=57,6

SE == W10 y? — 7% = —[402 + 447 + 462 + 482 + 522 + 582 + 607 + 682 +
+ 74? + 80?%] — 572=163,4
Llevando los valores obtenidos a la férmula del coeficiente:
Sxy 95,6
r = =
Sx XSy /57,6 x/163,4

Del valor obtenido se concluye que las variables X e Y no son incorreladas: el grado de
asociacion es fuerte y la dependencia es directa por el signo positivo de la covarianza.

= 0,9854

c) En este apartado ya disponemos de los estadisticos necesarios para obtener los coeficientes
de la recta de minimos cuadrados por lo que sustituyendo se obtienen sus expresiones:
Sxy 956

b= = ——_~1,66 Aa=y—bxx=57—-1,66x18=27,125
sz 576 =y *

La ecuacion de la recta que explica la produccion de sandia (Kg/m?) (Y) en funcidn de la lluvia
el mes anterior (DI/m?) (X) es: Y = 27,125 + 1,66 X

d) Para un mes con lluvia de 23,5 dI/m? la prediccion en base al modelo de produccion de sandia
en el mes siguiente sera:

Ple=235 = 27,125 + 1,66 x 23,5 = 66,13 kg/m?

La prediccion obtenida es fiable ya que el valor del coeficiente de determinacion indica que el
ajuste es bueno y ademas el valor para el que predecimos esta en el rango de los datos utilizados
en la estimacién. En otras palabras, se esté interpolando en la ecuacion del modelo.

Ejercicio 3.
A partir de las siguientes observaciones, obtenidas al estudiar la “inversion en I + D” (X) y los
“beneficios” (Y), ambos en miles de euros, en una muestra de 8 empresas, se pide:

X 12 22 7 23 19 10 13 17
Y 115 149 90 151 142 108 127 135

a) Estima la ecuacion potencial que explica Y en funcion de X: (1) Y = aX®

b) Predice en base al modelo el beneficio que tendria una empresa con una inversion de
9000 euros ¢Es fiable? Evalua los elementos necesarios para argumentar tu respuesta.
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SOLUCION:

a) Como cualquier otro modelo de regresion no lineal, el modelo potencial que se propone para
la relacion entre las variables se debe linealizar para transformarlo a un modelo lineal auxiliar.
Tomando logaritmos en una base cualquiera (en particular logaritmo neperiano) en ambas partes
del modelo InY = Ina + binX

Definiendo las variables auxiliares V =InY y U =InX la ecuacion (1) se puede escribir como
V=A+BU (donde A=1Ina y b =B ) obteniendo una relacion lineal auxiliar entre las
variables V y U. Asi la estimacion de los parametros del modelo potencial se realiza a partir de
los valores de los coeficientes de la regresion lineal auxiliar, deshaciendo posteriormente el
cambio de variable en la obtencion de los coeficientes a 'y b.

Como en cualquier regresion lineal, las expresiones para los estimadores de minimos cuadrados

de los coeficientes A y B de la regresion V=A+BU vienen dadas por: B = S;’;V y A=v—
U

Bxu
Se deben obtener, a partir de los datos iniciales, los valores de las variables U=InX y V=InY;
éstos se recogen en la tabla inferior (se han mantenido 3 cifras decimales).

U 2,485 3,091 1,946 3,135 2,944 2,303 2,565 2,833
V 4,745 5,004 4,500 5,017 4,956 4,682 4,844 4,905

Se obtienen las medidas necesarias para el célculo de la estimacion de los coeficientes Ay B:

1
u 3 (2,845 + 3,091 + 1,946 + 3,135 + 2,944 + 2,303 + 2,565 + 2,833) = 2,663

1
7= 5 (4745 + 5,004 + 4,500 + 5,017 + 4,956 + 4,682 + 4,844 + 4,905) = 4,832
Suy = 5 (2,845 X 4,745 + 3,091 X 5,004 + 1,946 X 4,500 + 3,135 X 5,017 + 2,944 X
4,956 + 2,303 X 4,682 + 2,565 X 4,844 + 2,833 X 4,905)-2,663 X 4,832=0,0644

1
St = 5(2,8452 +3,0912 + 1,946% + 3,135% + 2,944% + 2,303% + 2,565% + 2,8332)

—2,663% = 0,1500
Con todos los estadisticos calculados, se sustituye en las expresiones de los estimadores:

Syyv __ 0,0644

Y = = 0,429 A=7—-Bxtu=4832-0,429 x 2,663 = 3,689
SE 0,1500

B =

Identificando la relacién entre los coeficientes de la regresion potencial Ay By los de la lineal ay b,
A =Ina B = b podemos obtener una estimacién indirecta de a y b a partir de:
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La ecuacion del modelo potencial estimado para la dependencia del beneficio Y con la inversion en
I+D (X) es:
Y = 40x043

b) En base al modelo estimado en el apartado anterior, y sin mas que sustituir en la ecuacion para x=
9, se obtiene: J|,—o = 40 X 9943 = 102,89 (en miles de euros)

En principio, al tratarse de una interpolacion la prediccion obtenida seria fiable, siempre y cuando la
bondad del ajuste sea elevada. Se debe entonces evaluar la calidad del ajuste mediante el coeficiente
de determinacion general R2. Su expresion en un modelo no lineal viene dada por:

8 8
ECM 1 1
R2=1- <z donde ECM=§Zei2 =§2(3’i—37i)2
Y i=1 i=1

Se obtienen mediante la ecuacion del modelo estimado los valores tedricos del modelo recogidos en
la tabla inferior (se han mantenido dos cifras decimales) y a partir de ellos los residuos o errores del
modelo potencial como diferencia entre esos valores.

116,44 151,11 92,35 154,03 141,88 107,66 120,52 135,25

Y
Y 115 149 90 151 142 108 127 135
e -144 -211 -235 -303 0,12 0,34 6,48 -0,25

1
ECM = 5(—1,442 + —2,11% + —2,35% + —3,03% + 0,122 + 0,34% + 6,48% + —0,25%)
=793

Por otra parte, la variabilidad en los beneficios de las empresas SZ vale:

1
S¢ = 5(1152 + 1492 + 902 + 151% + 1422 + 108% + 127 + 135%) — 127,125% = 402,86

Llevando los valores obtenidos a la expresion del coeficiente de determinacion general, su valor
es:

R g ECM 793 oo
a Sz 402,86

El elevado valor obtenido indica que los residuos son proporcionalmente pequefios y el ajuste es
muy bueno. Con todo ello, la prediccion realizada para una inversion en 1+D de nueve mil
euros, resulta bastante fiable.
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Ejercicio 4.

Los directivos de una empresa multinacional de cosméticos quieren analizar la posible relacion
entre los Beneficios Anuales (Y) y el Gasto en Publicidad (X) para varios productos
comercializados analizando los historicos recogidos en la tabla.

X (millones €) Y (millones €)
2 32
2,8 35,2
3,4 37,2
4,3 38,9
52 39,5
6,1 40,3

Determina la regresion entre los Beneficios Anuales y los Gastos en Publicidad utilizando:
a) Una funcion lineal

b) Una funcién logaritmica

c) ¢Cual de las dos funciones presenta un mejor ajuste a los datos? ¢Por qué?

SOLUCION:

a) Como se ha ido viendo en los ejercicios anteriores, para obtener la ecuacion de la recta de
regresion se van a calcular las medias y varianzas marginales y la covarianza. Aplicando las
correspondientes formulas de forma similar a la de los ejercicios anteriores, se obtienen los
siguientes valores de los estadisticos:

X = 4,05 y = 36,8 Sxy = 3.205 SZ = 1,6625 SZ = 7,087
Y a partir de éstos, se obtienen los coeficientes de la recta de regresion:

Sxy _ 3,205

- ~ 1,93 A=7—bxZ =368—193x 4,05 = 30.07
Sz 16625 “a=y *

b=

La evaluacion de la bondad del ajuste del modelo lineal se realiza mediante el coeficiente de
determinacion lineal. Sustituyendo los estadisticos en su expresion, se obtiene su valor:

2 _ SZy _ 3,2052
S2xSZ  1,6625x7,087

r =0,87

Hay que sefialar que, al tratarse de una medida invariante ante cambios de escala, se puede continuar
trabajando con las unidades simplificadas.
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b) Ajustaremos y evaluaremos un modelo alternativo al lineal: un modelo logaritmico en este
apartado. EI modelo logaritmico general es un modelo paramétrico cuya ecuacion es:

Y =a+ b X InX y para estimar los pardmetros de este modelo se debe transformar a una ecuacion
lineal. Para ello, realizando el cambio de variable U = InX el modelo logaritmico se expresa en
forma lineal entre las variables Y, U:

Y=a+bxU
De este modo, utilizando las expresiones conocidas para la estimacion de minimos cuadrados de un

modelo de regresion lineal, las expresiones para los estimadores de los parametros del modelo
logaritmico vendran dadas por:

S .
. a=y-bxu
SU

b=

En la tabla se recogen los valores de las variables U, u; = In (x;) , e Y (se han redondeado a dos
decimales para simplificar). Se trata ahora de obtener los estadisticos en ambas:

U (millones €) Y (millones €)

0,92 32
1,03 35,2
1,22 37,2
1,46 38,9
1,65 39,5
1,80 40,3

Se recomienda al lector apoyarse en alguna herramienta tipo hoja de célculo para facilitar la
obtencion. Los valores requeridos son:

u =135 y =368 Suy = 3,205 S% = 1,6625 S¢ = 7,087

Y los coeficientes del modelo:

= 8,46 a=y—bxu=368-846x 1,35 = 25,41

La ecuacion del modelo logaritmico ajustado para la relacion entre los beneficios y los gastos
realizados en publicidad queda:
Y = 25,41 + 8,46 InX

c) A fin de comparar la calidad de ambos ajustes (se denomina seleccion del modelo), la evaluacion
de la bondad del ajuste logaritmico requiere calcular los residuos y a partir de ellos el error
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cuadratico medio global del modelo. Para ellos, lanzando las predicciones o valores teéricos en base
al modelo logaritmico, éstos, junto con los residuos y sus cuadrados se recogen en la tabla siguiente:

Y (millones €)  ¥(millones €) e; e?
32 33,16 -1,06 1,13
35,2 34,12 1,08 1,16
37,2 35,77 0,63 0,40
38,9 37,75 -0,05 0,00
39,5 39,36 0,14 0,02
40,3 40,71 -0,81 0,66

El error cuadratico medio (que, en modelos no lineales no coincide con la varianza de los residuos),

toma el valor:
6

1 2
ECM = gz ei = 0,56

i=1
Y el valor del coeficiente de determinacion general para el ajuste logaritmico es:
R2 = 1 ECM_ 1 0,56 — 092
B sz~ 7087

Resumiendo, el andlisis de regresion realizado concluye que el mejor ajuste corresponde al modelo
logaritmico debido a que presenta un menor error cuadratico medio, o en otras palabras residuos
globalmente menores que los que se obtienen a partir de las predicciones en los datos conocidos que
proporciona el modelo lineal.

Ejercicio 5.
Los datos de facturacion (en millones de €) de AirBnb en Espana (pre-pandemia) segun la fuente
Statista 2022 vienen recogidos en la tabla inferior. Se pide:

a) ¢Se puede establecer un crecimiento exponencial en la facturacion? Representa el
diagrama de dispersion y argumenta en base a la disposicion de la nube de puntos.

b) En caso afirmativo, determina utilizando ajuste de regresion con respecto del tiempo el
ritmo estimado en el crecimiento anual de la facturacion y evalua su adecuacion a los datos

observados.
Ao Facturacion
2014 2,76
2015 2,62
2016 3,1
2017 4,6
2018 5,6
2019 7,4
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SOLUCION:

a) Se comienza como se sugiere en el enunciado elaborando el gréafico de dispersion para los
datos de la evolucion de la facturacion de AirBnb en los ultimos seis afios. Cabe sefialar que
la variable explicativa en este estudio es el tiempo (los afios); se continuard no obstante
denotando por X a esta variable.

Evolucién de la Facturacion de Airbnb Espaiia

7,4
°

A U1 0O N ©

w

Facturacion en millones de €

2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020
Ao

El gréfico de dispersion muestra un ritmo de crecimiento de la facturacion superior al lineal y
aungue es posible que se pudiera encontrar alguna funcion potencial de grado superior a 1
que se adaptase a la tendencia marcada por la nube de puntos, también podria creerse que un
modelo exponencial se adaptaria para capturar la evolucién permitiendo, ademas, establecer
el ritmo de crecimiento de ésta. No obstante, como toda representacion grafica, la curva
sugerida por el diagrama de dispersion es solo un punto de partida que, en todo caso, debera
ser corroborada por medidas numéricas objetivas que permitan evaluar y concluir sobre la
adecuacion de un modelo de tipo exponencial para la evolucion de la facturacion.

b) La ecuacion de un modelo exponencial general es Y = AeBX y para el estudio que nos
ocupa Y representa la facturacion mientras que X representa el tiempo. Por sencillez de
calculo y porque resulta irrelevante para la operativa, es posible adoptar valores mas simples,
tales como t=1,2,.,6 en lugar de los propios afios del estudio. La estimacion de un modelo
exponencial concierne con la estimacion de los parametros o coeficientes del modelo, en
particular B que representara la tasa (ritmo) de crecimiento exponencial de la facturacion en
el transcurso de los afios.

Para la linealizacion de un modelo exponencial, resulta bastante natural, comenzar por

adoptar logaritmos neperianos en ambas partes de la ecuacion del modelo exponencial. De
este modo, el modelo exponencial entre las variables es equivalente al modelo con ecuacion:

10



s Universidad
i0i  Zaragoza

InY = ln4 + BX

Inmediatamente, y mediante un Unico y sencillo cambio de variable de tipo V = InY se
identifica la existencia de una relacion lineal entre las variables Vy X :

V=a+bX donde a=InA B=5b>

Sera esta la regresion lineal auxiliar que va a permitir estimar indirectamente los coeficientes
A'y B del modelo exponencial general.

Las expresiones de los coeficientes de la regresion lineal (adaptada a las variables
involucradas) sera:

(=)

Il
Q

Il
<Y

|
(=)
X
x|

Se deben obtener los datos transformados (variable V) y entonces las medidas descriptivas
requeridas entre estas variables:

=t 1 2 3 4 5 6

Y 2,76 2,62 3,1 4,6 5,6 7,4
v 1,015 0,963 1,131 1,526 1,723 2,001

1
U= §(1,015 + 0,963 + 1,131 + 1,526 + 1,723 + 2,001) = 1,393
1
9Z=§(1+2+3+4+5+6)=3,5

1
Syx =g (1x1,015+2x0,963 +3x 1,131 +4 X 1,526 + 5 x 1,723 + 6 X 2,001)
— 1,180 X 4,5 = 0,634
S2=2(12 422 +32 4+ 42 + 52 + 62) — 3,52 = 2,92
8

Sustituyendo:

~ 4
b=—"=——+=0,217 a=1393-0,217 x 3,5 = 0,633

Finalmente, llevados a los coeficientes del modelo exponencial:

A=e*=1883 B=b=0,217

11
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El mejor ajuste 0 modelo exponencial que méas se adecla globalmente a los datos observados,
tiene como ecuacion:
Y = 1,833e%217X (1)

No obstante, resulta conveniente (y asi se pide en el enunciado) valorar o evaluar la
adecuacion del modelo estimado; en términos estadisticos se requiere evaluar la bondad de
ajuste mediante el calculo de alguna medida global de la calidad predictiva del modelo
ajustado. La medida de bondad de ajuste en modelos no lineales es el coeficiente de
determinacion general; se va a calcular a continuacion a partir de los valores tedricos (o
prondsticos) del modelo, sus errores o residuos y el error cuadratico medio (ECM) como
medida global del tamafio de los residuos.

Los prondsticos del modelo se obtiene por sustitucion en la ecuacion (1). Asi por ejemplo,

para el primer afio (2014) t=1 el prondstico sera —» = 1,833e%217 = 2,34 y su residuo:
e=y—9=276—2340 = 0,42

En la tabla se recogen los pronésticos y residuos asi calculados para cada uno de los 6 afios:

Y 2,340 2,907 3,613 4,490 5,579 6,934
e 0420 -0,287 -0,513 0,110 0,021 0,466

Y el valor del error cuadratico medio es:

1
ECM = 5(0,4202 + —0,287? + —0,513% + 0,110% + 0,0212 + 0,466%) = 0,7525

Por altimo, se valora el tamafio del error cuadratico medio en términos relativos, obteniendo el
coeficiente de determinacion general (requiere previamente obtener la variabilidad en la
facturacion, S2)

1
y=5(276+262+31+46+56+74) = 4347

1
S¢ = 5(2,762 + 2,622 + 3,12 + 4,6% + 5,6% + 7,4%) — 4,347% = 3,002

ECM 0,7525

R2:1_ = zﬂS

=1 =
S2 3,002

El valor obtenido del coeficiente de determinacion lineal (en la frontera adoptada usualmente)
refleja que la bondad del ajuste exponencial es moderada/alta, por lo que podria concluirse que
la relacion exponencial es admisible; No obstante, seria recomendable testar y re-estimar el
modelo incorporando los nuevos resultados anuales de facturacién con el fin de, por un parte,
disponer de un mayor numero de datos con los que validar el modelo y por otra, observar si
éstos contribuyen a una mejor adecuacion de un modelo de tipo exponencial, o si por el
contrario es posible determinar algin otro tipo de funcién de crecimiento méas suave

12
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(posiblemente potencial). Se propone como ejercicio final para el lector el de ajustar y evaluar la
calidad predictiva de un modelo de tipo potencial para la evolucion de la facturacion de AirBnb.

13



