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1. INTRODUCCION

En los temas anteriores hemos abordado el tratamiento estadistico de una Gnica
variable. Pero cuando afrontamos el estudio de una poblacion (por ejemplo, la situacién
socioecondmica de las familias de una ciudad), lo habitual es distintas caracteristicas de
sus individuos (tamarfio familiar, gastos e ingresos, nivel de instruccion, etc.). Ello no sélo
proporciona una vision més enriquecedora de la realidad, sino que permite estudiar si las
distintas variables se influyen mutuamente (“;afectan los ingresos de la familia a la
estructura del gasto de la misma?”’). Comenzamos presentando la notacion necesaria para
el andlisis conjunto de dos variables.

2. DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS CONJUNTA

Cuando observamos conjuntamente dos variables X e Y sobre una misma poblacion
de tamafio N, estamos ante una variable estadistica bidimensional que representamos por
(X, Y). Supongamos que la variable X toma k valores distintos x; (i=1,..,k) y que la variable
Y toma h valores distintos y; (j =1,..,h). Se denomina frecuencia absoluta conjunta, y

se denota por n;;, al nimero de veces que se observa el par (x;,y;) y se verifica que:

h

> =

i=1 j=1
Se denomina frecuencia relativa conjunta, y se denota por f;;, a la proporcion de
veces sobre N que se presenta conjuntamente el par (x;, y;), es decir:
nij

fij:W

verificandose que Y-, X, f;; =1
Se denomina distribucion de frecuencias conjunta a la terna:
(xi,yj,nl-j) i = 1k,]: 1..h

La representacion numérica de los datos de una distribucion de frecuencias
conjunta se realiza mediante una tabla de doble entrada como la siguiente:

X—¥| ¥, y, y, v,
X n n n n
1 11 12 lj 1h
X n n n n
i il i2 ij ih
X n
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En la primera columna aparecen los valores de la variable Y y en la primera fila
los de la variable X. La interseccion de la fila i-ésima con la columna j-ésima
contiene la frecuencia absoluta conjunta n;; del par (x;, y;). De forma analoga
construimos la distribucion de frecuencias relativas conjunta:

X—¥| 7, v, | .| ¥ v,
X, U R L
s | 4 | L /,
X fu | T Jy S

Si las variables son cualitativas, estas tablas se denominan tablas de
contingencia.

Ejemplo:

La siguiente tabla recoge la distribucion de frecuencias conjunta de las variables
X: “Saldos de caja (en €)” e Y: “Saldos de bancos (en €)” de una empresa al final de
la semana durante 66 semanas:

X Y | 20.000 — 80.000 | 80.000 — 220.000
0-—1.000 6 20
1.000 — 5.000 10 10
5.000 — 10.000 14 6

Y la tabla que muestra la distribucion de frecuencias relativas conjunta es:

X Y | 20.000 — 80.000 | 80.000 — 220.000
0-1.000 9,09% 30,30%
1.000 - 5.000 15,15% 15,15%
5.000 —10.000 21,21% 9,09%

3. DISTRIBUCIONES MARGINALES

A partir de la distribucion de frecuencias conjunta de dos variables se pueden
obtener las distribuciones unidimensionales de cada una de las variables por
separado. Estas distribuciones reciben el nombre de marginales y se obtienen
considerando los valores que toma una de las variables con sus respectivas
frecuencias, independientemente de los valores de la otra variable. Por tanto, las
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distribuciones marginales se pueden caracterizar por todas las medidas de posicion,
dispersion y forma estudiadas en los temas anteriores.

Y y1 y?2 Yi Yh ni.
X1 N11 Ni2 Naj Nih ni.
Xi Ni1 Ni2 Nij Nih Ni.
Xk Nk1 Nk2 Nkj Nkh Nk.
n; N1 n.2 n; Nh N

La distribucién marginal de X se obtiene considerando sus valores, asi como sus
respectivas frecuencias, independientemente de los valores de la variable Y. Es decir,
la distribucion marginal de X viene dada por (x;,n;) i = 1 ...k donde n; es la
frecuencia absoluta marginal de X y se obtiene como suma de la i-ésima fila de
frecuencias absolutas conjuntas:

n; = Znij

j=1

verificandose que Y%, n; = N

En términos de frecuencias relativas la distribucién marginal de X viene dada por
(x;, f:),i = 1...k, donde f; es la frecuencia relativa marginal de X:
n;,

fi=7

y se verificaque ¥¥ , f; =1

Analogamente, la distribucion marginal de Y se obtiene considerando sus valores, asi
como sus respectivas frecuencias independientemente de los valores de la variable X. Es
decir, la distribucién marginal de Y viene dada por (y;,n;)j =1..h, donde n es la

frecuencia absoluta marginal de Y y se calcula como la suma de la j-ésima columna de
frecuencias absolutas conjuntas:
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y se verificaque X}_,n; = N

En términos de frecuencias relativas la distribucién marginal de Y viene dada por
(yj,fj_)j = 1...h, donde f; es la frecuencia relativa marginal de Y:

y se verificaque X7, f; = 1

Observacion: A partir de una distribucion conjunta se pueden obtener las
distribuciones marginales; sin embargo, a partir de las marginales no se puede deducir la
conjunta.

Ejemplo:

A partir de la distribucién de frecuencias conjunta del ejemplo de los saldos de cajas
y bancos se calculan las dos distribuciones marginales:

Y [ 20.000 - 80.000 | 80.000 — 220.000 ni.
0-1.000 6 20 26
1.000 - 5.000 10 10 20
5.000 - 10.000 14 6 20
n;j 30 36 66
X Ni. fi.
0-1.000 26 0,394
1.000 - 5.000 20 0,303
5.000 - 10.000 20 0,303
Total 66 1
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Y n; f
20.000 - 80.000 30 0,4545
80.000 — 220.000 36 0,5455
Total 66 1

4. DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS

Otra distribucion unidimensional que se pueden definir a partir de la distribucion de
frecuencias conjunta es aquellas que se construye definiendo previamente una condicion.
En este sentido, presentamos la distribucion de una de las variables condicionada a que
la otra variable tome un determinado valor y se denomina distribucion condicionada.
Al igual que las marginales, son distribuciones unidimensionales a las que se aplican las
técnicas estadisticas estudiadas en los temas anteriores.

Para una distribucion bidimensional (x;,y;,n;) i=1..k;j=1..h, la
distribucion de X condicionada a y; viene dada por:
(xi,nij) i=1..k

0 bien, en términos de frecuencias relativas condicionadas, por

(xi; fX=xi|Y=yj> l = 1 k

donde la frecuencia relativa condicionada del valor x; es el cociente entre el nimero
de veces que se presenta el par (xl-, yj), es decir, n;;, y el nimero de veces que aparece el
valor y; independientemente de los valores de X con los que aparece, es decir, n ;. Por
tanto:

fiU =fX=xi|Y=yj = ﬂ Vi= 1,..., k
n'j
y se verifica que:
k

k
k
zf _\"ij Yi=1 M _ny 1
X=xi|Y=y; = /. T n.
L J n; n; n;

i=1
Anélogamente, la distribucion de Y condicionada a x; viene dada por:
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0 bien en términos de frecuencias relativas condicionadas por

(J’j’fy=yj|x=xi) j=1..h

donde la frecuencia relativa condicionada del valor y; es el cociente entre el numero

de veces que se presenta el par (xl-, y]-), es decir, n;;, y el nimero de veces que aparece

el valor x; independientemente de los valores de Y, es decir, n; Por tanto:

_ _ My
fjli - fY=3’j|X=xi -
L.

Vji=1,..,h

y se verifica que:

Ejemplo:

En el ejemplo de los saldos de cajas y bancos, las distribuciones de X: “Saldos de
caja (en €)” condicionadas por los valores de Y: “Saldos de bancos (en €)” son:

X/Y1[20.000,80.000] N fx=xilv=y,
0-1.000 6 0,200
1.000 - 5.000 10 0,333
5.000 - 10.000 14 0,467
Total 20 1
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X/Y1[80.000,220.000] Ny fx=x;lv=y,
0-1.000 20 0,556
1.000 - 5.000 10 0,278
5.000 - 10.000 6 0,167
Total 36 1

Analogamente, las distribuciones de Y: “Saldos de bancos (en €)” condicionadas por

los valores de X: “Saldos de caja (en €)” son:

Y/X1[0,1.000] ny; | freyix=x,
20.000 - 80.000 6 0,231
80.000 — 220.000 20 0,769
Total 26 1
Y/X1[1.000,5.000] ny; | fr=yix=nx,
20.000 - 80.000 10 0,500
80.000 — 220.000 10 0,500
Total 20 1
Y/X1[5.000,10.000] ns; fr=yjix=x;
20.000 - 80.000 14 0,700
80.000 — 220.000 6 0,300
Total 20 1
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5. INDEPENDENCIA

Dos variables son independientes entre si, si los valores que toma una de ellas no
estan afectados por los valores que toma la otra, o que supone que las distribuciones
condicionadas son idénticas a la distribucion marginal correspondiente. En términos de
frecuencias relativas se expresa del siguiente modo:

Como consecuencia, se puede enunciar el criterio de Independencia Estadistica
diciendo que dos variables son estadisticamente independientes si la frecuencia relativa
conjunta es igual al producto de las frecuencias relativas marginales para todos los valores
de ambas variables, es decir, f;; = fi X f; Vi=1..k, V j=1..h

Ejemplo:

Se han recogido los datos acerca de las variables X= ‘Estatura (en cm)’ e Y = ‘Sueldo
mensual (en euros)’ para 15 personas. Los valores obtenidos se muestran en la siguiente
tabla de doble entrada:

X Y | [800, 1100] | [1100, 1800]
[150, 170] 2 3
[170, 185] 4 6

Las variables X e Y son estadisticamente independientes porque se cumple que f;; =
fiXf; Vi=1..k, V j=1..h Veamoslo:

En primer lugar, calculamos las frecuencias marginales:

X Y | [800, 1100] | [1100, 1800] | n;
[150, 170] 2 3 S
[170, 185] 4 6 10

n, 6 9 15

A continuacién, comprobamos la condicion para cada posible combinacion de

valores de las dos variables.
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N 2 s _5 6 _2
3 5 9 3

i=1j=2 f1z=E f1.><f.z=EXE=1—5

NI 410 64
1 = ’.] - f21_15 fZ. f1_15 15_15

R 6 ., 10 9 6
1 = ’.] - f22_15 fZ. f2_15 15_15

Como se ve, queda comprobado que las variables X e Y son estadisticamente
independientes.

Tipos de dependencia

Existen diversos grados posibles de dependencia entre dos variables X e Y. Por
un lado, existe la llamada dependencia funcional en la que existe una relacion
deterministica entre las variables, es decir, se puede expresar una de las variables como
una funcion matematica exacta de la otra y, por tanto, se pueden determinar univocamente
los valores de una conocidos los de la otra.

En el otro extremo se sitla la independencia en el que no existe ningun tipo de
relacion entre las variables X e Y. Finalmente, entre estos dos casos extremos nos
podemos encontrar con muchas situaciones intermedias, caracterizadas porque existe una
cierta relacion entre las variables que no puede ser expresada de forma exacta mediante
una funcién matematica pero tampoco se puede decir que no existe relacion alguna entre
ellas. En este caso se dice que existe una dependencia estadistica entre ellas. Este tipo
de dependencia admite diversos grados de intensidad reflejando la existencia de una
asociacion mas o menos fuerte entre las variables. Estas cuestiones seran estudiadas en el
tema siguiente.



