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Tema 1.- Leyes de Kirchhoff. Referencias de

polaridad.
1.1.- Generalidades.
1.2.- Unidades.

1.3.- Definiciones.
1.4.- Referencias de polaridad.

1.5.- Leyes de Kirchhoff.
1.5.1- Ley de Kirchhoff de las intensidades.
1.5.2- Ley de Kirchhoff de las tensiones.
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1.1. Generalidades

PRAUZ 449 (2021/22)

e Se llama circuito eléctrico a un conjunto de
elementos (interconectados entre si o acoplados
electrica o magnéticamente) por donde pueden
moverse las cargas eléectricas.

* La Teoria de Circuitos se dedica al estudio de las
propiedades y el comportamiento de los circuitos
electricos.

* Analizar un circuito consiste en hallar para cada
elemento de dicho circuito:

— la diferencia de potencial existente entre sus bornes
— |a corriente eléctrica que lo atraviesa




1.2. Unidades

%% Centro Universitario

-&ﬁgdela Defensa zaraa:

PRAUZ 449 (2021/22)

e Se va a utilizar fundamentalmente el sistema
internacional de unidades (S.1.)

Unidad (5.

Carga eléctrica (q)

Tensidn o caida de tension (u)
Corriente eléctrica o intensidad (i)
Resistencia (R)

Capacidad (C)

Coeficiente de autoinduccion (L)
Densidad de flujo magnético (B)
Flujo magnético ()

Intensidad de campo magnético (H)

Culombio (C)

Voltio (V)

Amperio (A)

Ohmio (€2)

Faradio (F)

Henrio (H)

Tesla (T)

Weber (Wb) [1T = 1Wb/m?]

Amperio por metro (A/m)
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 Se define la intensidad de corriente eléctrica
(intensidad o corriente) como la cantidad neta de
carga que atraviesa la seccion de un conductor
por unidad de tiempo debido a la existencia de un
campo eléctrico.
dq(t)

==

e Susimbolo es la letra «i».

* Su unidad es el amperio (A), que corresponde a
un culombio de carga eléctrica transferida por
segundo.
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1.3. Definiciones
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e Se define la tension eléctrica (diferencia de
tension, caida de tension, caida de potencial, etc.)
entre dos puntos, 1 y 15 de un circuito como la
diferencia entre los potenciales eléctricos de esos
puntos.

Uy, (t)=V, =V,

e Susimbolo es la letra «u»

* Su unidad es el voltio (V), que corresponde a un
julio de trabajo por culombio de carga eléctrica
transferida entre dos puntos.
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1.3. Definiciones
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e Se define rama de un circuito como un elemento
0 conjunto de elementos que se interconectan
con el resto del circuito unicamente a través de
dos puntos, denominados terminales, y donde
existe una relacion matematica entre la tension
de estos terminales y la corriente que atraviesa
este elemento o grupo de elementos.

e Se llama nudo de un circuito al punto en el que se
unen dos o mas ramas de un circuito.
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* Ramas: 1,2, 3,4,5, 6,7, 8 9y 10 o bien 1bis, 3bis,
5,6, 7bis, 9y 10 ; etc.
e Nudos:A, B, C,D E FyGobienA, C, D EyG; etc

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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A la hora de detrminar la tension en bornes de, o la
intensidad que circula por, un elemento de un circuito:

— No basta con indicar solo el valor de dichas magnitudes,
también es necesario determinar el sentido en que circula
la corriente por el elemento y cual de sus dos extremos se
encuentra a mayor potencial eléctrico.

— Para poder determinar de una forma sencilla estos sentidos,
es necesario asignar a cada elemento de un circuito lo que
se conoce como referencias de polaridad.

(Por convenio, se toma como sentido de la corriente el opuesto al movimiento de los

electrones, esto es, el sentido del movimiento que seguirian unas supuestas cargas
ideales positivas).

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 10
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1.4. Referencias de polaridad
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* Referencia de intensidad:

— Dado elemento de un circuito, establecer la referencia
de intensidad en él es presuponer e indicar el sentido
que lleva la corriente en dicho elemento, dibujando
sobre un conductor una flecha en sentido arbitrario.

— Otra manera de establecer la referencia de corriente
en un conductor consiste en la utilizacion de un doble

subindice m 17

Refeorlincia ill' (t) - — il'l(t)

intensidad

Primera forma Segunda forma

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 11
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* Referencia de polaridad de tension:

— Una forma de dar referencia a la tension que existe
entre dos puntos es a través de los subindices,
colocando en segundo lugar el subindice
correspondiente al punto que se toma como
referencia para el calculo de la diferencia de potencial
eléctrico.

— Otra forma (la usada en la asignatura) es dibujar una
flecha que, partiendo del punto supuesto a mayor
potencial eléctrico, apunte al punto que se toma
como referencia para el calculo de la diferencia de
potencial eléctrico.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 12
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— Para reforzar la indicacion, al punto que se supone a
mayor potencial eléctrico se le senala con un signo

4. Refe(;gncia
tension
1 u(t) ’
= —_ +
U11 / (t) Vl Vll PY >/e
Primera forma Segunda forma
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% o) Centro Universitario

1.5. Leyes de Kirchhoff %z’ de la Defensa

PRAUZ 449 (2021/22)

e 1.5.1. Ley de Kirchhoff de las intensidades(LKI)

— La suma algebraica de todas las intensidades que
entran (salen) en (de) un nudo a través del conjunto
de conductores que concurren en él es, en todo
instante, cero.

Z ientran (t) =0 Z isalen (t) =0

algebraica algebraica

Z ientran (t) = Z isalen (t)
Ejemplos:

i, (t) =1, (&) +i,(t)—i, (£) =0

)+ -+ =0 RO
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* Generalizacion de la Ley de Kirchhoff de las
intensidades (LKIG)

— La suma algebraica de las intensidades que entran
(salen) en (de) un recinto cerrado por todos los
conductores que atraviesan su frontera es, en todo

Instante, cero . _
Z Ientran (t) =0 Z Isa/en (t) =0

algebraica algebraica

Z ientran (t) = Z isalen (t)
Ejemplos:

—i (t)+i,(t)+i,(t)—i,(t)=0

i1(t) i(t)

i,(t) (1) i (t)+10,(t) =10, (t) +i(t)

i, (t) =1, (t) =i, (t) +i,(t) =0

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 15
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e 1.5.2. Ley de Kirchhoff de las tensiones (LKT)

— La suma algebraica de las tensiones a lo largo de
cualquier trayectoria cerrada de un circuito es, en
todo instante, cero.

Ejemplos:
B Trayectoria ABCDEA.............. u, (t)—u, (t)+u,(t)—u,(t)—u.(t)=0
o o Us(t) Trayectoria ABEA.................. u, (t) —ug(t)—ug(t)=0

= ug(t) =u, (t) —u,(t) +u,(t)

Ug(t)
u R‘+ Us(t) Trayectoria EBAE ............... u(t)—u,(t)+u(t)=0 =
5 ./b jus(t)zul(t)_us(t)
ET o ult)

u1(t) +
A-/ \.C Trayectoria EBCDE ............. ug(t)—u,(t) +u,(t)—u,(t)=0 =
° +
+

U,(t)=u.(t)= U (t)+u, (t) =u,(t)—u,(t)+u,(t)

. v

Trayectgria EAB Trayectgria EDCB

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 16
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Tema 2.- Elementos de circuitos.

2.1.-Elementos ideales de circuitos.
2.1.1.-Dipolos.

2.1.1.1.-Resistencia. Asociacidon de resistencias. Divisores de tension e intensidad
resistivos

2.1.1.2.-Condensador.
2.1.1.3.-Bobina.

2.1.1.4.-Fuentes independientes.
2.1.1.5.-Fuentes dependientes.

2.1.2.-Cuadripolos.
2.1.2.1.-Bobinas acopladas magnéticamente.
2.1.2.2.-Transformador ideal.

2.2.-Elementos reales de circuitos.
2.2.1.-Resistencia.
2.2.2.-Condensador.
2.2.3.-Bobina.
2.2.4.-Fuente real de tension.
2.2.5.-Fuente real de intensidad.
2.2.6.-Voltimetro.
2.2.7.-Amperimetro.
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2.1. Elementos ideales de circuitos

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 20
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e Se denomina dipolo a todo circuito eléctrico,
compuesto por uno o varios elementos simples,
que presenta dos terminales accesibles.

* Se denomina cuadripolo a todo circuito eléctrico,
compuesto por uno o varios elementos simples,
que presenta cuatro terminales accesibles.

1

|

1)

Dipolo

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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2
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1I

Cuadripolo

—————e

2[
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* Caracterizar un elemento de un circuito consiste
en expresar una relacion funcional entre la
intensidad que circula a travées de él y la caida de
tension entre sus terminales.

u==xf(i) i ==xg(u)

* Estas ecuaciones, que modelan matematicamente
el comportamiento de dichos elementos, se
denominan ecuaciones de definicion.
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* El signo de las ecuaciones de definicion depende
del sentido relativo entre las referencias de
tension y de intensidad.

1 i(t) 1 i(t) 1 i(t) 1 i(t)
+ + A A
u(t) u(t) u(t) u(t)
\ \ + *
1 1 % 1

@ O © ®
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Representacion:
Al circular por ella una .

corriente eléctrica, disipa
energia en forma de

R
calor.
 |a caida de tension entre | v
@
sus terminales es
proporcional a la Ec. de definicidn:

corriente que circula 0 | o u(t) =+ R-i(t)
traves de ella == Ley de . .
Ohm. -1 R:Resistencia

(se mide en ohmios, €2)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 24
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2.1.1.1. Resistencia
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* Otra ecuacion de definicion:
1
i(t)==x G-u(t)
G
G: Conductancia
1’ . .
o (se mide en siemens, S)

1

e Secumple que: G =—

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 25



2.1.1.1. Resistencia

* Ejemplos:

it) R ,
1 —— N/ o1
+oult)
i(t) R
]l o—<——-o 1
Tou) i

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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u(t) = + Ri(t)
i(t) =+ Gu(t)

u(t) = — Rei(t)

i(t)=—Gult)

26



2.1.1.1. Resistencia

* Casos particulares:

—Si R =0 (G = ), se cumple que la

caida de

tension

entre

SUS

terminales es, en todo instante,

igual a
elemento
cortocircuito.

cero
Se

(u(t)=0).
le

A este
denomina

—Si R = o (G = 0), se cumple que Ia
corriente que circula por ella es, en
todo instante, igual a cero (i(t) = 0).
A este elemento se le denomina

circuito abierto.

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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e Asociacion de resistencias en serie:

Dos o mas resistencias estan conectadas en serie si por todas ellas
circula la misma intensidad.

Ec. de definicidn:

()= R, -i(t) T u(t) =Req-ilt)

, Ley de Kirchhoff de las tensiones:
u,(t)=R, -i(t)

u,(t)=R, -i(t) B U(t):;Uk(t):[;Rkj.,‘(t) .

u (t)=R_-i(t) _

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 28
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e Dijvisor de tension:

1 i) R & Ry R, 1
A A A _ 0 ees 0—\/\/\  —o0 ...o—/\/\/\/—o—.
S S —_ EEEE—
*+uy(t) *ou,(t) Tult) ot ou(t)
-
+ u(t)

U(t):(szkj‘i(t) uflt) R, m) | U (t)=u(t) il
=1 = — K B C

Ue(t) =R, i) ut) 3g, YR,

- k=1

Expresion del divisor de
tension

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 29
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* Asociacion de resistencias en paralelo:

Dos o mas resistencias estan conectadas en paralelo si en bornes de todas ellas
existe la misma tension.

i(t) i(t)

+ (0 Vin(t)  Yi(t) in(t) +
a0 $6, %6, 6, Ia, “‘t’l <G

< Ec. de definicion

i(t)=G,-u(t) | i(t)=G,,-u(t)
i2 (t)= Gz -u(t) Ley de Kirchhoff de las intensidades:

i i(t):zn:ik(t)z(zn:ij-u(t)

i (t)=G, -u(t)

i(t)=G,-u(t)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia ———— 30
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e Divisor de intensidad:
i(t)
PR TR R TV MR AR ()
U(t)l G, 2G, 2G, G,
it)=| Y6, |-uft) - - YRG!
— X - Ik(t): G, — ’k(t):’(t) .
i(t)=G, -u(t) i(t) ZGk ;Gk
— k=1 -

Expresion del divisor de
corriente




2.1.1.2. Condensador

Elemento constituido por dos
conductores enfrentados
separados por un medio
aislante llamado dieléctrico.

Al aplicar una tension entre
estos dos conductores se
depositan cargas eléctricas de
signos contrarios en cada uno
de ellos, apareciendo un
campo eléctrico en el medio
aislante.

La cantidad de carga
depositada es proporcional a
la diferencia de potencial
entre las placas.
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i(t)

1le
+
++ 4|+ 4

q(t)=C-u(t)

/C: Capacidad

(se mide en faradios, F)

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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* Representacion:

' TA

* Ecuaciones de definicion:

du(t)
dq(t) du(t) ) —

t)=C-uf(t - =) | I(t)=2C"
q(t)=C-uft) = dt dt t] dt
i(t)=+C- duft) u(t):i% Itwi(r)drzi%[ J.tzoi(r)dr+_‘:i(r)dr}=u(t0 )i% J. i)z

dt

R u(t, )+ % [ it)dz

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 33



% o) Centro Universitario

2.1.1.2. Condensador e
du(t)

* Apartirde: j(t)==C-
dt

* Se deduce que:

— La tension en bornes del condensador ha de ser una
funcion continua en el tiempo, ya que la existencia de
puntos de discontinuidad supondria la existencia de
instantes en los que la intensidad fuera infinita, algo
fisicamente imposible.

— Si la tension en bornes de un condensador tiene un
valor constante en el tiempo (caso de corriente
continua), su derivada respecto del tiempo es cero v,
por lo tanto, i(t) = 0 Vt, es decir, no circulara
intensidad por el condensador. En estas condiciones,
el condensador se comporta como un circuito abierto.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 34




2.1.1.3. Bobina

Al circular una intensidad por

Elemento constituido por un
conductor arrollado en forma
de hélice alrededor de un
nucleo. Cada una de las
vueltas del arrollamiento se
denomina espira.

el conductor arrollado, se crea
un campo magnético en el
interior del nucleo de Ia
bobina proporcional a la
intensidad y en la direccion
del eje de la bobina. El
sentido de este campo es el
del avance de un sacacorchos
que gira con la corriente
(«regla del sacacorchos»).

i(t)

% o) Centro Universitario
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W «Regla de la mano derecha»

wel|

()

VVYIVY

v

u(t)

> N-@(t)=+L-i(t)

L: coeficiente de
autoinduccion
(se mide en henrios, H)

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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2.1.1.3. Bobina

Representacion:

1'e——

* Fcuaciones de definicion:

N-@(t)==xL-i(t) = v agtt) _ dift)
dt dt
Ley de Faraday: \u(t)‘:‘ dﬁit)

u(t) = +L# = j(t)=

1 et
—| u(r)dr==
LJ‘—Oo (%) L

% o) Centro Universitario
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di(t di(t
‘ (/N
dt dt

-[—t:Ou(T)dT +.[t: U(T)dr} =ifty) * %J.t: u(z)dz

L

i(t)=ift,)+ % j u(z)dz

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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di(t)
dt

* Apartirde: u(t)==L

e Se deduce que:

— La intensidad que circula por una bobina ha de ser una
funcion continua en el tiempo, ya que la existencia de
puntos de discontinuidad implicaria la existencia de
instantes en los que la tension entre sus bornes fuera
infinita, algo fisicamente imposible.

— Si la intensidad que circula por una bobina es constante en
el tiempo (caso de circuitos de corriente continua), su
derivada con respecto al tiempo es cero vy, por lo tanto, la
tension en bornes de la bobina es en todo instante cero.
En estas condiciones, la bobina se comporta como un
cortocircuito.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 37
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* Fuente ideal independiente de tension:

— Se trata de un elemento de circuito que establece
entre sus terminales una tension bien definida a lo
largo del tiempo.

— Dicha tension es, ademas, independiente del resto del
circuito al cual esta conectada la fuente.

i(t)

+

u(t) e (1) ult)==xe,(t)

A/
1

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 38
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* Ejemplo: Fuente ideal independiente de tension
continua

(Notar como el valor de la tension en bornes de la fuente es independiente del
resto del circuito)

i, (t) | (t)

+
+
§ R, =20 e (t)=4V u,(t) % R,=40Q

S ‘

ut)=4v u,(t) =4V
i(t)=4/2=2A i(t)= 4/4=1A
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2.1.1.4. Fuentes independientes .
* Fuente ideal independiente de intensidad:

— Se trata de un elemento de circuito que suministra
una intensidad bien definida a lo largo del tiempo.

— Dicha intensidad es, ademas, independiente del resto
del circuito al cual esta conectada la fuente.

i(t)
+

ult) <‘> (0 i(t) =i (t)
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* Ejemplo: Fuente  ideal  independiente  de
intensidad continua

(Notar como el valor de la corriente que suministra la fuente es independiente
del resto del circuito)

il(t) . iz(t)
h=+ O l=+ O
i(t)=2A <‘> u,(t) % R,=2Q i(t)=2A <‘> u,(t) R,=4Q
vy ‘ " v
i(t)=2A i(t)=2A
u,(t) =i (t)-R, =4V u,(t) = i,(t)-R, =8 V

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 41




2.1.1.4. Fuentes independientes

* Casos particulares:

— Si una fuente de tension es
constantemente de valor cero,
esto es e (t) = 0 (para todo t), se
trata de un cortocircuito.

— Si una fuente de intensidad es
constantemente de valor cero,
esto es, i (t) = 0 (para todo t), se
trata de un circuito abierto.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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i(t) =0
1+. -
u(t)=0 e (t) =0
!
i(t)=0
+ l
U(t) =0 ig(t) =0

42
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 FElementos tales que la tension o intensidad que suministran
depende de la tension o intensidad en otra parte del circuito.

_ Circuito
eg(t) a eléctrico
= o-u(t)

>

o.: adimensional

‘o

u(t)
Fuente de tension dependiente de tension

Circuito
eléctrico

Ig(t) =
=vy-u(t)

v: siemens [S]

Q.

u(t)
Fuente de intensidad dependiente de tension

a, B, v, 0 son constantes

eg(t) = Circuito
_ ﬁ-i(t) eléctrico
B: ohmios [(2] -

i(t)

Fuente de tension dependiente de intensidad

>

0: adimensional

Circuito
eléctrico

i(t)
Fuente de intensidad dependiente de intensidad

() =
= &ilt)

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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* Como ya se ha dicho, se denomina cuadripolo a
todo circuito eléctrico, compuesto por uno o
varios elementos simples, que presenta cuatro

terminales accesibles.

1

o—

1)

Cuadripolo

2’

 Cuadripolos que se van a estudiar: bobinas
acopladas magnéticamente, transformador ideal.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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2.1.2.1. Bobinas acopladas

magnéticamente

Dos circuitos se dice que estdn
acoplados cuando intercambian
energia.

Las variables que se presentan en cada
uno de ellos no dependen unicamente
de los parametros de sus propios
elementos, sino que también dependen
de parametros de acoplamiento o
mutuos.

Propiedad: Dado un medio magnético
lineal, se cumple que el flujo
magnético en una seccion debido a la
accion conjunta de dos intensidades es
igual a la suma de los flujos en esta
misma seccion debido a la accion de
cada intensidad considerandolas por
separado.

% o) Centro Universitario
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Representacion:

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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2.1.2.1. Bobinas acopladas 407 e ia Defensa zampos
magnéticamente PRAUZ 349 (2023/32)

* Analisis de los flujos:

g(t)=9,(t)+,(t)
¢2(t) :¢22(t)+¢21(t)

flujo de Gy (t) =, (t)+ ¢y (t)
dispersion ~ $n(t) =P, (t)+ P, (t)

¢1 (t) — ¢11 (t) + ¢12 (t) - ¢51 (t) + ¢21 (t) + ¢12 (t)
¢2 (t)= ¢22 (t)+ ¢21 (t)= ¢52 (t)+ ¢12 (t)+ ¢21 (t)

\ flujo mutuo ¢m (t)= ¢21(t) + ¢12 (t)

¢1 (t)= ¢11 (t)+ ¢12 (t)= ¢51 (t)+ ¢’" (t) @,(t): Flujo total que abarca una espira de la bobina 1
¢2 (t) — ¢22 (t) + ¢21 (t) = ¢52 (t) + ¢m (t) ¢,(t): Flujo total que abarca una espira de la bobina 2
\ ) J

Y Y ¢,(t): Flujo que abarca una espira de la bobina "i "debido
Circuitos Mdquinas a que circula intensidad por la bobina "j"

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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2.1.2.1. Bobinas acopladas (07 de 1a Defanca zuopuns
magnéticamente PRAUZ 349 (2023/32)

Relacion entre los flujos y las intensidades:

N,-¢,(t)=xL -i(t)
N,-@,(t)=EM,, -i,(t)
Nz ¢21(t)_ 21 ’(t)
N, - @, (t) ==L, -i,(t)

Donde:
L,y L, : coeficientes de autoinduccion de las bobinas,
M, y M,: coeficientes de induccion mutua y sus unidades son HENRIOS (H)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 47
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magnéticamente PRAUZ 349 (2023/32)

 Determinacion del signo en las ecuaciones:

— Dibujar las bobinas acopladas en representacion espacial y
dar también referencias para los flujos (engorroso).

— Utilizar el concepto de terminales correspondientes.

e Se llaman asi al conjunto de terminales (un terminal de cada
una de las bobinas acopladas) para los que se verifica que,
si entra (o sale) por ellos simultaneamente intensidad en
cada una de las bobinas, se originan lineas de campo
magnético comunes del mismo sentido.

. I;(t) IH(t)

2 1

Terminales - -- Terminales
correspondientes: ('.% = " é} correspondientes:
ly2 < y— 1y2’

1 2’ v

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 48




2.1.2.1. Bobinas acopladas

magnéticamente

* Ecuaciones de definicion:

¢1 (t)= ¢11(t) + ¢12 (t)
Dy (t) =y, (t)+ ¢y, (t)

1 Multiplicar por N; y N,, y derivar
d¢1 (t) — N1 d¢11 (t) +N d¢12 (t)

Nl 1
dt dt dt
N2 d¢2 (t) — N2 d¢22 (t) 4+ N2 d¢21(t)
dt dt dt
1 Ley de Faraday y relacion entre flujos e intensidades
do,. (t do,,(t di (t di, (t
do,,(t do,. (t di,(t di, (t
t6) =0, a0 o S S5, S

En general, se cumple que M, =M, = M.

% ¥ Centro Universitario
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M
1 2
LE BL
r— L.y

di, (t)
dt
di, (t)
dt

di(t) , .
dt — 12

di, (t)
dt

u,(t)==L

u,(t) ==L,

+M,,

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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2.1.2.1. Bobinas acopladas i
magnéticamente PRAUZ 349 (2023/32)

* Signo de las ecuaciones de definicion:

— Términos que contienen L;: Se miran las referencias de tension e
intensidad sobre la boblna “i”. Si ambas llevan el mismo sentido
sobre esta bobina, el signo deI término es “+”. En caso contrario,

Il 1

signo

— Términos que contienen M;: Se miran las referencias de la
tension “i”, la intensidad “j” y los terminales correspondientes.
Si la inten5|dad “i” entra por terminal marcado de la bobina “j”
(se puede razonar de la misma manera en el caso de que le
intensidad “j” salga por el terminal marcado), la intensidad
equivalente que circulando por la bobina “i” crearia el mismo
efecto, seria una intensidad que entrase por el terminal
marcado de la bobina “i”. Si dicha intensidad equivalente en la
bobina “i” lleva sobre eIIa el mismo sentido que le referencia de
la tensic')n “i”, el signo del término es positivo. En caso contrario,

“_»

signo

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 50
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 Fjemplo:

di,(t) di,(t)

u. (t)=+L —M
(t)=+L, " T
di, (t) di. (t)
u(t)=—L, —2—=+M,, —
,(t)=—L, " n

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 51



— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 52

% o) Centro Universitario

§ i@
Y de la Defensa

2.1.2.2. Transformador ideal

PRAUZ 449 (2021/22)

* Es un elemento constituido por dos o mas bobinas
acopladas magnéticamente.

* El acoplamiento magnético entre las bobinas se
consigue gracias a que éstas estan arrolladas
sobre un nucleo encargado de conducir el campo
magnético que crean las intensidades que pueden
circulan por dichas bobinas.

e Si la relacion entre las intensidades que circulan
por las bobinas y el flujo magnético en el nucleo
es lineal, se hablara del transformador lineal.




2.1.2.2. Transformador ideal

Un transformador se considera
ideal  cuando cumple las
siguientes condiciones:

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia

1) Las bobinas que lo forman
carecen de resistencia.

2) No existe flujo de dispersidon en
las bobinas. El acoplamiento entre
ellas es perfecto.

3) La permeabilidad magnética del
medio que conduce el campo
magnético es infinita.

4) Dicho nucleo magnético carece
de histéresis y en él no se inducen
corrientes parasitas.

5) No existen capacidades parasitas
entre las espiras de las bobinas ni
entre éstas.
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I (t) i5(t)
le—>»— — <o 2
+ +
u, (t) %‘ ‘% u,(t)
1 e o« 2’

u,(t)=+N, ™
u,(t) =N, 281
dt

53
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* Fcuaciones de definicion:

0, (t) = +N, dg,(t) . i,(t) i,(t) ,
" ' "
)=+, 22 e %‘ ‘% it
l ¢1 (t) = ¢51 (t) + ¢m (t)/ ¢2 (t) = ¢52 (t) + ¢m (t) 1’ >
N,:N,
0, (t) = +N, d¢51(t)+N1 dg _(t) O b.len
dt dt a:1
d t do (t
u,(t)=+N, 9alt) +N, ¢cr;t( ) a= & : Relacién de transformacion
N,
l No existen flujos de dispersion l 19 Ec. de definicion
_ oy 99.(t)
u,(t)=+N, it ul(t)_+& ul(t):+a
) T N ' (t)
u,(t)=+N, C’;’t u, (t) 2 U,
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2.1.2.2. Transformador ideal ST et
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* Ecuaciones de definicion: No confundir a:1 con a=1

Nl
— Ley de Ampére: a.1<:N—2.1<:N1.N2

gﬁFl-dT:ZN-i(t) H-1=Y) N-ift) a=1:>I/:/l—z:1:>N1=N2

¢m(t)%-é=ZN-i(t) Uy () %% U (1)

l Permeabilidad infinita
2 Ec. de definicion

N, -i(t)+N,-i(t)=0 =>| N, -il(t)J_rN2 -IL(t)=0

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 55
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 Determinacion del signo en ecuaciones de definicion:

uy(t)
U, (t)

* Si ambas referencias de tension parten de o llegan a
terminales correspondientes, signo “+”. En caso

o

contrario, signo “—".
— Segunda ecuacion (N, i (t)= N, -i,(t)=0)

* Si ambas referencias de intensidad entran o salen por

terminales correspondientes, signo “+”. En caso
contrario, signo “—”.

N - 7/ N
— Primera ecuacion ( :iN—l)
2

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia

56



% o) Centro Universitario

§ i@
Yo de la Defensa

2.1.2.2. Transformador ideal

PRAUZ 449 (2021/22)

 Ejemplos:

i1(t) i,(t) _

1+ A 2 ulgtj =+N—1=+a
* u
uy(t) l %‘ ‘% 0, (1) R 2
-, N,i. (t) = N, (t) = O
1e— L e 2 —
a:1
i,(t) i5(t) -

1 2 “1(t):_ﬂ:_a
H l | I oy 0 Wt N
y ) , N, () + N,y (t) =0
a:1

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 57
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2.2. Elementos reales de circuitos

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 58
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e 2.2.1. Resistencia

— En el mercado es posible encontrar resistencias de
muy diversos tipos:

* Fijas

e Variables:

— Potenciométros

— Con la tension Potencidmetros
- Con |a temperatura ” log R
cadmium eulphide ; Al
— Conlaluz ™ | ot
\\*‘/ = ] Y 4t
— Etc. @ VDR 3
o (tension) 1
- NTC, PTC
LDR (luz) (temperatura)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 59
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— Parametros de una

25k E5y;

-

resistencia: JH.{]W

 Resistencia

e Potencia maxima que
es capaz de disipar
(de’a W, %2 W, 1 W, etc)

e Tolerancia (desde 0,5%

Tolerance

T10% sive:

Multiplier
u -u 1 Silver

o N 50ppm
* Los valores se indican: 1k IR

— Escritos en la superficie
(100 Q2 + 10%)

— Mediante franjas de I
colores.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 60
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e 2.2.2. Condensador

— Diferentes tipos: electroliticos, de papel, de poliéster,
ceramicos, etc, (segun el dieléctrico).

0

Poliéster Polipropileno Electrolitico Tantalo

— Parametros de un condensador:
e Capacidad.

* Tension maxima que es capaz de soportar sin
perforarse.

* Tolerancia (mediante valores o colores).

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 61
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e 2.2.3. Bobina

— La bobina es el elemento en el que su
comportamiento  real mas se aleja  del
comportamiento ideal.

— Existen diferentes tipos segun su nucleo.

Nucleo de aire Nucleo Nucleo toroidal Multitoma
ferrromagnético

] Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 62
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e 2.2.4. Fuente real de pU
tension

— En una fuente indepen-

diente de tension real, se

observa que la tension en |

sus bornes disminuye con-
forme aumenta la inten- _ B :

sidad que se solicita a U(t) =€ (t) Rg l(t)

dicha fuente.

Resto
circuito

Resto
circuito

Circuito equivalente de una Circuito equivalente de una
fuente real de tensidn continua fuente real de tension sinusoidal

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 63
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2.2.5. Fuente real de intensidad PSR
e 2.2.5. Fuente real de N
intensidad d
— En una fuente real de
intensidad se observa que .U

conforme aumenta la
tension entre sus bornes va
disminuyendo la intensidad
gue suministra.

circuito

Circuito equivalente de una fuente
real de intensidad continua

i(t)=i (t)-G,-u(t)

Resto
circuito

_________________________

Circuito equivalente de una fuente
real de intensidad sinusoidal

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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e 2.2.6. Voltimetro

— Instrumento que sirve para medir la tension existente
entre dos puntos de un circuito eléctrico.

1 i : 1’
— Se conecta en paralelo con los dos puntos entre los

gue se desea medir la tension.

i(t) Ry =0 Voltimetro
+ + ideal
eg(t) R,

i(t)

U

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 65
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2.2.6. Voltimetro

— Comportamiento ideal del
voltimetro: No circula intensidad
por el voltimetro.

— Comportamiento real del
voltimetro: Circula cierta
intensidad por el voltimetro. Este
comportamiento se puede
modelar colocando una
resistencia interna (R,) en paralelo
con un voltimeto ideal.

— Voltimetro ideal = Voltimetro real
con resistencia interna infinita

%>} Centro Universitario
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IV'_/:O IV ideal — 0

Circuito equivalente de un
voltimetro real

R, viene indicada por el
fabricante

Si R, =0
Voltimetro ideal
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e 2.2.7. Amperimetro

— Instrumento empleado para medir la intensidad que
circula por un circuito.

— Se conecta en serie con |la rama del circuito en |la que
se desea medir la intensidad.

u,=0

Amperimetro
ideal

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 67



2.2.7. Amperimetro

— Comportamiento

ideal

del

amperimetro:. No hay caida de
tension entre sus bornes.

— Comportamiento

amperimetro: Se

real
produce

del
una

cierta caida de tensidon entre sus

bornes.

puede modelar

colocando

Este comportamiento se

una

resistencia interna (R,) en serie con
un amperimetro ideal.

— Amperimetro ideal== Amperimetro

real con resistencia interna cero.

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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+ —
Ua uAideaI_O
Circuito equivalente de un
amperimetro real

R, viene indicada por el
fabricante

SiR,=0
Amperimetro
ideal
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Tema 3.- Energia y Potencia.
3.1.-Definiciones.

3.2.-Energia y potencia en dipolos.
3.2.1.-Resistencia.
3.2.2.-Condensador.
3.2.3.-Bobina.
3.2.4.-Fuente ideal de tension.
3.2.5.-Fuente ideal de intensidad.

3.3.-Energia y potencia en cuadripolos.
3.3.1.-Bobinas acopladas magnéticamente.
3.3.2.-Transformador ideal.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 71
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3.1. Definiciones

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 72
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* Para las referencias de la 1 i(t)
figura, se define la potencia ' |
absorbida como: “(tl Pipolo

y
pabs (t) — U(t) . I(t) Recordar que:

— Si p,s(t) >0, el dipolo
absorbe potencia.

Y la energia absorbida
COmo. —Sip,,.(t) <0, el dipolo
cede potencia.

w(t)=[" p(r)dr =wit,)+ [ p(z)dz | —secumpleque
0 pced(t) — _pabs(t)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 73

(suponiendo que w(-o0) = 0)




%Y Centro Universitario

Y de la Defensa zarag

PRAUZ 449 (2021/22)

3.2. Energia y potencia en dipolos
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3.2.1. Resistencia orz 405 (2621/22

— La potencia absorbida por una |
resistencia, para las referencias LY

dadas, se calcula como: +
| u(t)=R-i(t) u(t i
P (O =U(E)1(8) | )= -utt ,
01’
2 Uz(t) 2
p...(t)=R-i"(t)= =G-u(t)
R La energia absorbida por

— La energia absorbida por una una resistencia:

resistencia se calcula: - Es siempre positiva

- Se disipa en forma de

cu'(7)
4 calor: Ley de Joule

w(t)=[ R-P(z)dr=[

0

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 75



3.2.2. Condensador

— La potencia absorbida por un
condensador es:

Puse(t)=u(t) (1) | 1= 24

_c.yn i)
Pass(£) = C-ult)—

— La energia almacenada por un
condensador es:

w(t)= _[;C u(7) dl;( 7) dr :Lu((_t;)c udu= %C[uz(t) —u’(- oo)]

T

w(t) :%C-uz(t)

(suponiendo que u(-o) = 0)

% o) Centro Universitario
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1 i)
>
+
C
u(t) ——
v1

La potencia que cede un
condensador siempre es a costa
de la energia que ha almacenado
en forma de campo eléctrico
entre sus placas.

La energia almacenada en un
condensador solo depende del
valor de la tension en ese
momento y no de la forma en la
gue varia esta tension.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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— La potencia absorbida por una

bobina es: 1 i)
_ ; u(t)=L- (t)
p_..(t)=u(t)-i(t) p u(t) L
dl(t) Y1
P (t)=L-i(t)—— .
’ dt

La potencia que cede una bobina
siempre es a costa de la energia
que ha almacenado en forma de
w(t)=r L-i(T)dl(T)dT: " L,,-d,-zlL[,-z(t)_,-z(_oo)] campo magnético en su nucleo.
- dr =) La energia almacenada en una

— La energia almacenada por una
bobina es:

1 , bobina sdlo depende del valor de

W(t) =—L-i (t) la intensidad en ese momento y

2 no de la forma en la que varia
(suponiendo que i(-o0) = 0) esta intensidad.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 77



3.2.4. Fuente de tension

— La potencia absorbida por
una fuente ideal de tension
es:

Pops (E)=u(t)-i(t)  [ut)=e,(0)]

D (1) =€, (1) -(2)

— La energia almacenada por
una fuente de tension es:

t

w(t)=[ plr)dr= e, (7)-i(r)dz

% o) Centro Universitario
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u(t) e, (t)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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3.2.5. Fuente de intensidad

— La potencia absorbida por una
fuente ideal de intensidad es:

P (B) =u(t)-i()  [i1=1,00]

Do (£) = t) -, (2)

— La energia almacenada por una
fuente de intensidad es:

w(t)={" p(r)dr = u(z)i,(7)dz

% o) Centro Universitario
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1 i(t)

u(t) Ig(t)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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3.3. Energia y potencia en cuadripolos

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 80
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3.3. Energia y potencia en %y de la Defensa
® PRAUZ 449 (2021/22)
cuadripolos
* Un cuadripolo puede | |
absorber potencia por cada 2t {82

par de terminales

* Asi pues, para las referencias
de la figura, se define la -

u,(t) Cuadripolo

potencia absorbida como:

pabs(t) — Ul(t) ' Il(t) T uz(t) ' Iz(t)

* Ylaenergia absorbida como:

w(t)= [ [uy(7)-i,(2)+u,(7)iy(7)] dr

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia

81
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3.3.1. Bobinas acopladas ) Sanuro nive
ma g n é ti camen te PRAUZ 449 (2021/22)

— La potencia absorbida es:
pabs(t) — Ul(t) ) Il(t) + uz(t) ) Iz(t)

1(t) B(t) o dit)) o di(t)
abs(t) L (t) (1(t) dt z(t) j Lzlz(t) dt

pabs(t)=i(; “(t)+Mi, (t)l(t)+ L (t)j

dt uy(t) =1, B8 |y 9l0)
dt dt
o diy(t) . di(t)
— La energia almacenada es: bt =L = M=

La potencia que cede siempre es
a costa de la energia que ha
almacenado en forma de campo
magnético en su nucleo.

w(t) = j_too p(7)dr =%L1i12(t) +Mi,(t)-7,(t) +%L2i22(t)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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3.3.2. Transformador ideal

— La potencia absorbida es:
pabs(t) — Ul(t) ) Il(t) + uz(t) ) Iz(t)

pa,,s(n=a-u2(t)(—liz(t)j+u2(t)-i2(t)
a

P.ss (t) =0

— La energia almacenada es:

w(t)={" p(r)dr=0

o
A<

é_’ 3
Y,
.

% Centro Universitario
~ d

w e la Defensa
PRAUZ 449 (2021/22)
i,(t) i,(t)
+ +
uy(t) u,(t)

\j \ EY,

1 2

a:1

u,(t)=a-u,(t)

i\ (6) =2t
a

La potencia que absorbe el primario
de un transformador ideal es igual a
la potencia que cede el secundario.
El transformador ideal no absorbe ni
cede potencia ni almacena energia.

83
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3.4. Balance de potencia en un circuito

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 84
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* Para cualquier circuito se cumple que, en todo
instante, la suma algebraica de la potencia
absorbida por todos sus elementos es siempre
igual a cero.

Zpabs(t) =0

elementos activos :Z p abs (t)

ched (t)

elementos pasivos

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 85
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4.6.1.- Circuitos con bobinas acopladas magnéticamente.
4.6.2.- Circuitos con transformadores ideales.
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4.1. Introduccion

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 89
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* Analizar un circuito consiste en determinar la tension y la intensidad,
en funcion del tiempo, en cada uno de los elementos que componen
dicho circuito.

* Datos iniciales:
— la configuracion del circuito,
— el valor de las fuentes de tension e intensidad del circuito,
— el valor de los elementos que constituyen el circuito,
— las tensiones e intensidades iniciales en cada una de las ramas del circuito.
* A partir de estos datos, mediante las leyes de Kirchhoff y las

ecuaciones de definicion de los elementos, se obtiene la solucion del
circuito (tensiones e intensidades en cada elemento del circuito).

.

* En este capitulo se van a estudiar métodos que sistematizan el
andlisis de circuitos.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 90
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4.2. Impedancias y admitancias operacionales
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4.2.1. Definicion de impedancia y ’:g,t[,l;to
admitanCia OperaCiOnal PRAUZ 449 (2021/22)

* Se define el operador D D:i
(operador derivada) como: dt

, 1
* ysuinversa como: sz- dt

Ecuaciones de Resistencia Bobina Condensador
jefl.nluon de los ult) = Ritt) u(t) = | dift) iit)— c.du(t)
Istintos dt
?'em‘?”tgsl en u(t) = Rii(t) u(t) = LDvilt) i(t) = C-Du(t)
uncion de
operador D )= G ) L. _ 1.
i(t)=G-u(t) i(t) 5 u(t) u(t) D i(t)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 92



4.2.1. Definicion de impedancia y
admitancia operacional

* En general.:

1 i(t) 2(D)

—>» @ — e

+ou(t)

u(t) =Z(D)-i(t)

Z(D): impedancia operacional

iy YD)

T ou(t)

i(t)=Y(D)-u(t)

Y(D): admitancia operacional

* Dy y Centro Universitario
C.a de la Defensa Zaragoza

PRAUZ 449 (2021/22)

Se cumple que:

1
Z(D) = Y(D)

Resistencia Bobina Condensador

Impedancia
operacional

Admitancia
operacional

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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4.2.2. Asociacion de impedancias <

A) En serie:

z() Z() z()  Z,D)

L Y T E S Sy
Fut) Tout) tugt) u,(t)
u() g

ult)=u (t)+u,(t)+---+u (t)+---+u(t)
u(t)=Z,(D)-i(t)+ Z,(D)-i(t)+---+ Z (D)-i(t)+---+ Z (D)-i(t)

u(t) = > Z,(D)ift |

u(t)=2Z,,(D)ilt) |

2.(0)=32,0)

Ejemplo:

i R 4D v Z(D)=R
- Z (D)=LD

+ u(t)

% o) Centro Universitario
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u (t)=Z,(D)ilt)] u(t) Z.(D)
u(t)=Z2,,(D)i(t)| u(t) 2 2.(0)

Divisor de tension

}ZT(D)=ZR(D)+ZL(D):R+LD

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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4.2.2. Asociacion de impedancias <

B) En paralelo:

1 i(t)

Vi, VLT Vi@ vt
U(t)l Y,(D)| |Y,(D) | |Yi(D)]| |Y.(D)
v

it)=i (t)+i(t)+---+i (t)+---+i (t)
i(t)=Y,/(D)u(t)+Y,(D)u(t)+---+Y (D)u(t)+---+Y (D)u(t)

imzinwwm$

it)=Y,,(0)u(t)

v..(0)=>Y,(D)

% o) Centro Universitario
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it)=Y (D)ult)| i(t) YD)
i)=Y, (D)ult)| i) iy 0)

Divisor de intensidad

Ejemplo:
2y ") | 1 1+GLD
+ 1 B B
U(t)ll' D v (D) Ll WT(D)—YR(D)+YL(D)_G+L = /

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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C) Asociacion en estrella y en triangulo:

Asociacidn en estrella Asociacion en triangulo
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4.3. Representacion de los circuitos

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 97
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4.3. Representacion de circuitos

* Definiciones: R,
— Rama: Elemento o grupo de elementos de

un circuito que presenta dos terminales vy 1/CQL4

del que se puede conocer su ecuacion de :
definicion. En el circuito de la figura R e (t) 5(t)
podemos considerar que tenemos 6 ramas

(se podrian contar hasta 8, en funcién de si

se consideran las fuentes como reales o LD

bien como ideales) e

— Nudo: Punto de union de dos o mas ramas.
El circuito de la figura tiene 4 nudos (A, B, C g
y D).

— G@Grafo reticular: Representacion de un " -
circuito resultado de sustituir cada rama de
su esquema por un segmento orientado. Ya

— Lazo: Conjunto de ramas de un circuito que
forman una linea cerrada (1-4-5; 1-2-3; 3-4- A C
6; 2-3-4-5; 2-5-6; etc.). 1
3
D

PRAUZ 449 (2021/22)

y

— Malla: Lazo de un circuito que no contiene
a otro lazo en su interior. En el circuito de la
figura solo hay tres mallas: (1-2-3; 1-4-5; 3-
4-6).

Grafo reticular

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 98
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4.4. Equivalencias entre ramas
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4.4.1. Equivalencia entre fuentes T} Ses niversitarie
reaq I es PRAUZ 449 (2021/22)

* Dos dipolos activos se dicen equivalentes
respecto de sus terminales si, al cargarlos con el
mismo receptor, la tension entre sus bornes y la
intensidad que entra (sale) de ellos es la misma.

e Sean una fuente real de tension y una fuente real
de intensidad. Ambas fuentes se conectan al
mismo receptor y se calcula la tension entre sus
terminales en estas condiciones:

Diapositiva siguiente
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20) iy
T u,(t)=e,(t)—u,(t)=
eg(t) Ul(t) Receptor _ eg (t) B Z(D).il (t)
\J
A () 12 LK nudo A ig (t) — iz (t)
{7z u, (t) = Z'(D:
i,(t) ‘> Z'(D) U (t) Receptor ’ - ) .
g V(D) : =Z (D)i, (t)—1i,(t)) =
\ | . | .
— = 7 (D), (t)— Z (D), (t)

101
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4.4.1. Equivalencia entre fuentes ) Senurs unitvetshario
reales prauz 49 2024/2

Fuente de tensién: u, (t) =e_(t)— Z(D)-i (t)

Fuente de intensidad: U, (t) = 4 (D), (t)— Z'(D)-i2 (t)

u,(t)=u,(t)=ul(t)
i,(t)=10(t)=i(t)

Para que las fuentes sean equivalentes:

Entonces: (e_(t) —Z(D)-i(t)= 4 (D), (t) - Z (D)-i(t)

L Z(D)= Z'(D)

e (t)=Z(D)i,(t)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 102
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Z0) )= e,(t) |
+ - ’ Z, (D) )
———)
e,(t) e (1) CD Zg((D)
. Y (D)
e,(t)=2,(D)i (t) |7

v T

Zg (D)fuente tension Zg (D)fuente intensidad

La flecha de la fuente de intensidad ha de apuntar hacia el terminal
marcado con el “+” de la fuente de tension

e Atencion: La equivalencia entre fuentes reales es
solo valida para el resto de los elementos del
circuito al cual estan conectadas, no para los
elementos que forman la fuente real.

103
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 Elementos en paralelo con una fuente ideal de

tension
| 7(by gt L. * + ' En ambos casos:
e (t) P4 Ut)|  ¢ummmd e,(t) u(t)
RN u(t)=e,(t)
 Elementos en serie con una fuente ideal de
intensidad
\\ - :r\ (1) 4 i(t) . En ambos casos:
LA O e o S
ig(t) ~~Z(D) /eg(t)‘ ig(t) I(t)—lg (t)

Atencion: Estas equivalencias son solo vdlidas para los elementos del resto del
circuito, no para los elementos que intervienen en ella.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 104
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4.5. Métodos de andlisis de circuitos
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ecuaciones e incognitas PRAUZ 449 (2023/2)

 Balance de ecuaciones e incognitas que se tienen al
realizar el analisis de un circuito:
— Incognitas:

* Si el circuito tiene r ramas, tendremos 2r incognitas
correspondientes a la tension y la intensidad de cada rama.

— Ecuaciones linealmente independientes:

e De las ecuaciones de definicion de cada rama se obtienen r
ecuaciones linealmente independientes.

 Mediante la aplicacion de la Ley de Kirchhoff de las intensidades
se pueden obtener n—1 (n = numero de nodos del circuito)
ecuaciones linealmente independientes.

 Mediante la aplicacion de la Ley de Kirchhoff de las tensiones se
pueden obtener r-(n-1) ecuaciones linealmente independientes.

— Numero de ecuaciones lin. independientes: r+(n—1)+[r—(n-1)] = 2r
* Si numero de ecuaciones linealmente independientes =
numero de incognitas=> El sistema tiene solucion unica

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 106
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* Consiste en aplicar la Ley de Kirchhoff de
las intensidades a cada uno de los nudos
del circuito, excepto a uno de ellos que se
toma como referencia, utilizando para
ello las tensiones de nudo. R, &) T g i(t)

4

— Tensiones de nudo: Cada una de las

tensiones de los n-1 nudos restantes al nudo R
de referencia (ugg(t), Ugg(t) Yy Upe(t)) LD 3
— Criterio de aplicacion de la LKI: Suma de las 0N 5

intensidades que salen de un nudo por los
elementos pasivos que concurren en él =
Suma de las intensidades que entran al nudo
provenientes de fuentes.

— Es deseable que todas las fuentes presentes
en el circuito sean fuentes de intensidad (en
el caso de fuentes reales de tension, aplicar
la equivalencia de fuentes reales)

ref uco(t) +

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 107



4.5.2. Metodo de analisis por

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia

nudos

— Recomendaciones y notas:
* Eleccion del nudo de referencia:

Se puede escoger a tal fin
cualquier nudo del circuito; sin
embargo, se recomienda elegir
aquel nudo al que concurran un
mayor numero de ramas por
resultar las ecuaciones, en
general, mas sencillas.

A la hora de determinar los
nudos del circuito, hay que
asegurarse de que todos y cada
uno de los elementos del
circuito esta situado entre dos
nudos.

Si dos o mas nudos del circuito
estan unidos por un
cortocircuito, eléctricamente
todos esos nudos son sdlo unoy,
en consecuencia, todos han de
tener igual nombre.

% ¥ Centro Universitario
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ref YN (1) t
uDO(t)LD UCO( ) +§ R3
i
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4.5.2. Método de andlisis por e i
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* Aplicacion de la LKl a todos los nudos (siguiendo el criterio dado),
excepto al nudo de referencia

Nudo B: Ug (t) 4 Ug, (t)—UCO (t) n Ugo (t) —Up, (t) _i (t)
R, %D R, g
1 1 1 |
[R_l +CD + Ejuso (t) —CD- UCO (t) —EUDO (t) = Ig (t)
Nudo C: Yoo (t) + Yeo (t) —Uso (t) n Ueo (t) — Up (¢) _ €, (t)
R, %D R, R,
1 1 1 e,(t) ref
—CD-u_ (t)+| —+CD+— |u_.(t)——u.. (t)=—2
BO( ) (Rz jo co( ) R3 DO( ) RZ R3

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 109



4.5.2. Metodo de analisis por

nudos
Nudo D: Yeolt) | Uoo(t)—Ueo(t) | Uon(O)=tho(t) _
LD R, R, ’
1 1 1 1 1 ,
—EUBO (t) +(R3 + D + R, ]uoo (t) _R_guco (t) = — (t)

Nota: Las intensidades siempre se consideran saliendo
por los elementos pasivos, independientemente
del nudo que estemos considerando

Escribiendo las
ecuaciones en
forma matricial:

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia

(1 1
—+CD+—
R, R,

5» *1 Centro Universitario
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Uy (t)
| Ugo(t) | =
| Uno () |

i (t)
e,(t)/R,
—i, (t)

110
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 Los elementos de la primera matriz tienen dimensiones de
admitancias, los de la segunda tienen dimensiones de
tensiones y los elementos de la tercera, dimensiones de
intensidades. En general, se puede escribir:

Y, ][ @] =i (1)

donde:

_Y,.j]: Matriz de admitancias de nudo (matriz simétrica)

u,(t)]: Vector de tensiones de nudo

_Iial

(t)]: Vector de intensidades de alimentacién de nudo
Y.: Admitancia propia de nudo

Y

il Admitancia mutua de nudo

EJ]




4.5.2. Método de andlisis por e i
n U d OS PRAUZ 449 (2021/22)

e FEscritura sistematica de las ecuaciones:

— Y.: Suma de las admitancias de los elementos pasivos
gue concurren en el nudo i.

— Yili,+ Suma, con signo —, de las admitancias de los
elementos pasivos que comparten el nudo iy el nudo j

— u,(t): Tensiones de nudo (incognitas).

—i,(t):  Suma algebraica de las intensidades
provenientes de fuentes que entran en el nudo i. Estas
intensidades se toman positivas si entran en el nudo i
y negativas si salen de dicho nudo.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 112




4.5.2. Método de andlisis por %3 do Ja Defensa e
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* Yg: En el nudo B concurren la Ry B
resistencia R,, el condensador C y la U t) o)
resistencia R,. 1 1 e (/R i (1)
Yog = R +CD + R Y= ?3;\/\/_)—_) CR 4{§>g
* Y. En el nudo C concurren la ret UN R
resistencia R,, el condensador C y la - fblﬁ%)li\ é ’
resistencia R, 1 1 D
Yo =—+CD+—
R, Ry * Yyo: El nudo B y el nudo D
* Y,p: En el nudo D concurren la comparten la resistencia R,,.
resistencia R, el condensador L y la 1
resistencia R,,. 1 1 1 Yoo = R
Yp=—+—+ 4
Ry DR 1. Yoo: El nudo Cy el nudo D comparten
* Yy El nudo By el nudo C comparten la resistencia R,
el condensador C vy -1
Y. =—CD “ R,

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 113



4.5.2. Método de analisis por

nudos

* Matriz siméetrica =Y 5=Ys0 Yp5=Yap Yoc=Yep

* gy Al nudo B le llega la intensidad proveniente

de la fuente i (t), y entra en dicho nudo.
i (E) =1, (t)

* i Al nudo C le llega la intensidad proveniente
de la fuente e (t)/R, y entra en dicho nudo.

i (t)=e,(t)/R,

* iy, Al nudo D le llega la intensidad proveniente

de la fuente i (t), y sale de dicho nudo.
ing () =—1(t) -
o ? (i+CD+i]
R, R,

—CD

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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R, B
—AAN 0
Ugolt) A/CD]
(T i (t)
-~ OV~
Ugolt) ™
Unoltl R;
+
B ——
]
R4
. Ug, (t) i (t)
T | Ug(t) | =] &, (t)/R,
’ uDo (t) _ig (t)
1 1 1
[Rg LD R, }
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 Una vez resuelto el sistema (que, en el caso mds general, se
tratard de un sistema de ecuaciones diferenciales), a partir de
las tensiones de nudo, se pueden determinar las tensiones e
intensidades en todos y cada uno de los elementos del circuito.
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* En el ejemplo empleado, el circuito analizado no es el circuito original, sino
que se trata de un circuito equivalente a éste. A la hora de calcular
tensiones e intensidades en el circuito original a partir del circuito
equivalente, atencion a las ramas “transformadas” y los elementos que las

forman.
Circuito equivalente Circuito original
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e Circuitos con fuentes ideales de tension:

— El método de nudos prefiere que las fuentes sean d
intensidad. Como no conocemos la manera ¢
convertir una fuente ideal de tension en fuente d
intensidad, sera necesario encontrar una forma o
solventar este “inconveniente”. Procedimiento:

™ M M @

— Se da una referencia a la intensidad que circula por la
fuente ideal de tension.

— Esta intensidad que circula por la fuente ideal de
tension se trata, a todos los efectos, como se trata a la
intensidad suministrada por una fuente de intensidad.
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 Circuitos con fuentes ideales de tension (cont.)

— Esta intensidad (que es desconocida), al tratarla como
la intensidad proveniente de una fuente, aparecera en
el vector de intensidades de alimentacion de nudo.

— De esta manera, se ha afnadido una incognita al
sistema de ecuaciones. Para que el sistema sea
determinado, habra que adadir una ecuacion
adicional que sea linealmente independiente de las
ecuaciones escritas a partir del método de nudos.

— Forma de construir la ecuacidn adicional: Se escribe
lo que se conoce de la fuente ideal (el valor de su
tension) en funcion de las incognitas principales del
meétodo de analisis (las tensiones de nudo).
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4.5.2. Método de andlisis por e i
nudos PRAUZ 449 (2021/22)
* Ejemplo: Analizar el circuito por el método de los
nUdOS Fuente ideal de

mensién . Se dibuja, en sentido arbitrario, la intensidad
eg(t)/\+ eg(t) + I(t) que circula por la fuente (incégnita)
N : :

1 1 1

R, —t— -

Uy(t) R, R, R, |:qu (t)} - {ig (t)+i, (t)}
c '—[v@w]f'/\ 0¢+= A 1 11 |lu,t)| 0
R, ig(t) %Rz uBO(t)R3 ig(t) %Rz B R, R, R3_
A2 m— B < L

2 ecuaciones, 3 incognitas: u,,(t), ug,(t) e i.(t)

Lo que sabemos de la fuente: e,(t)
En funcidn de las incognitas: u,q(t), ugy(t)

Ecuacion adicional: |e_(t) =u,,(t) {

Por lo tanto: 3 ecuaciones lin. indeptes, 3 incégnitas =) SOLUCION UNICA
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* Circuitos con fuentes dependientes:

— Una fuente dependiente (de tension o de intensidad)
puede ser real o bien ideal.

— El tratamiento de las fuentes dependientes es idéntico al
seguido con las fuentes independientes.

— Ahora bien, al depender su valor de la tension o de Ia
intensidad en otra parte del circuito, cada fuente
dependiente introduce una incognita (la tension o Ia
intensidad de la cual depende). Para que el sistema de
ecuaciones sea determinado, es necesario anadir una
ecuacion adicional.

— Forma de construir la ecuacion adicional: Se expresa la
tension o la intensidad de la cual depende la fuente
dependiente, como funcion de las incognitas principales
del método de andlisis (las tensiones de nudo en este
caso).
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o

m a I I a S PRAUZ 449 (2021/22)
* Consiste en aplicar la Ley de R,
Kirchhoff de las tensiones a cada AAA B
malla del circuito, utilizando para
. . . e . 1/CD
ello las intensidades de circulacion e (1) — (1)
de malla. A R el L | R, :
AN C
— Intensidades de circulacion de malla: R
Intensidad que es comun a todos las LD 3
ramas que forman una malla 00— -
— Criterio de aplicacion de la LKT:
Caidas de tensidn positivas las origina < L
la intensidad de la malla considerada. R, 8
— Es deseable que todas las fuentes —VV\— .
presentes en el circuito sean fuentes _ CD i5(t
de tension (en el caso de fuentes i;(t) — L (t)
reales de intensidad, aplicar la € (/t\+ . g
equivalencia de fuentes reales) Ar—"vWN—_ )—C
— Nota: El sentido de las intensidades (1) R
de circulacion de malla es arbitrario, a LD *
eleccion de cada cual, y puede ser
D

distinto en cada malla.
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m a I I a S PRAUZ 449 (2021/22)
* Aplicacion de la LKT a todas las mallas del circuito (siguiendo el criterio
dado).
— Malla 1: R, B
1 : : Y [
Rlil(t)+—D(i1(t)—i3(t))+€g (t)+R, (i, (t)—i,(t) =0 L(t) 1/CD "

1 ¢ 1 (T )
o . D ot __ R, € )
(Rl + D + szll (t)—R,i,(t) s iy (t) =—e, (t) g |

i (t) i5(t) §R4
— Malla 2: LD % 3
R, (i, (t)—i,(t)) —e, (t) + Ry (i, (t) —i,(t)) + LDi,(t) = 0 D

—R,i, (t)+ (R, + R, +LD)i, (t) - R,i(t) =€, (t)

— Malla 3:
R,i, (t)+ R, i, (t)+ R, (i5(t) —i (t))+5( i (t)—i (t)=0

1 1
—C—D/ (t) - R/(t)—l—( +R, +C—Dj/ (t)=—R,i,(t)
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4.5.3. Método de analisis por ) Senurs unitvetshario
ma I I as PRAUZ 449 (2021/22)

* Escribiendo estas ecuaciones en forma matricial:

1 1
et T "o |[ue] [ e
R, R, +R, +LD R, 1 iy (t) | =] €,(t)
1 1 |[i(t) | | =R,i(t
—— —R, R, +R, +— B0 [ R ()
CD CD_

 Los elementos de la primera matriz tienen dimensiones de
impedancias, los de la segunda tienen dimensiones de
intensidades y los elementos de la tercera, dimensiones de
tensiones. En general, se puede escribir:

7, ] i 0] =[e, o)
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4.5.3. Método de analisis por ) e e Deteraa e
ma I I as PRAUZ 449 (2021/22)
donde:

Z,.j]: Matriz de impedancias de malla (matriz simétrica)

i(t)]: Vector de intensidades de alimentacién de malla

e, (t)]: Vector de tensiones de alimentacién de malla

Z.: Impedancia propia de malla

Z.

i1+ Impedancia mutua de malla

i#]

e FEscritura sistematica de las ecuaciones:

— Z.: Suma de las impedancias de los elementos pasivos
gue pertenecen a la malla i.
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— Z|;: Suma algebraica de las impedancias de los elementos
pasivos que pertenecen simultaneamente ala mallaiy ala
malla j

e Signo positivo: Las intensidades de ambas mallas llevan el
mismo sentido sobre la impedancia considerada.

e Signo negativo: Las intensidades de ambas mallas tienen
sentidos contrarios sobre la impedancia considerada.

— ii(t): Intensidades de circulacién de malla (incégnitas).
— e,,(t): Suma algebraica de los valores de las fuentes de
tension que pertenecen a la mallai.

e Signo positivo: Si la intensidad de la malla considerada sale
por el terminal marcado con “+” de la fuente.

e Signo negativo: Si la intensidad de la malla considera entra
por el terminal marcado con “+” de la fuente.
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4.5.3. Metodo de analisis por

mallas

Z,;: A la malla 1 pertenecen la
resistencia R,, el condensador C y la
resistencia R,.

1
1 :Rl +5+R2

Z,,: A la malla 2 pertenecen la
resistencia R,, la resistencia R; y la
bobina L.

4

1

Z, =R, +R, +LD

Zy3: A la malla 3 pertenecen la
resistencia R, la resistencia R; y el

condensador C. 1
Z,=R, +R, +—
33 4 3 CD

Z, La malla 1 y la malla 2
comparten la resistencia R,. i, lleva

sentido contrario a i, sobre R,. Z, =R

2

‘% *f Centro Universitario
Yy de la Defensa

PRAUZ 449 (2021/22)

Z,;: La malla 1 y la malla 3
comparten el condensador C.
1
213:_C_D

Z,;: La malla 2 y la malla 3
comparten la resistencia R;.

Z,.=-R

23 3
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4.5.3. Metodo de analisis por (07 de 1a Defanca zuopuns
ma I I as PRAUZ 449 (2021/22)
* Matriz siméetrica = Z,,=2,,, Z3,=Z;3,
23,453 R,
* e, Alamalla 1 pertenece la fuente AN °
e,(t) e i (t) entra por el “+” L(t) 1/€D| n
€1a(t) = =€, (t) R, Calth | >Ri(t)
+
. 2 Ala malla 2 pertenece la fuente A —w— F— | e
e (t) e i,(t) sa/e porel * i(t) i5(t) §R4
3
() =e,t ) LD %
* ey, Ala malla 3 pertenece la fuente D
R,i,(t) e i5(t) entra por el “+”
e3al(t):_R4ig(t) _R ) 1 " _R i 1 _ _ o _
D ; D ()] | —e(t)
R, R, +R,+LD R, 10 (t) =] e,lt)
1 R Ra+ R34 [LAWO] [ R {E)
CD ’ CD_
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4.5.3. Metodo de andlisis por ) S toree
ma I I as PRAUZ 449 (2021/22)

* Una vez resuelto el sistema (que, en el caso mas
general, se tratara de un sistema de ecuaciones
diferenciales), a partir de las intensidades de malla, se
pueden determinar las tensiones e intensidades en
todos y cada uno de los elementos del circuito.

Ry
AAA—

R, et §>‘g(t) i (t)=—i, (t)
i,(t) . ‘ Up, (t)= —R, 'i1 (t)
LD )

i (t)= (i (t) i, (t))
i1 (t) o i3 (t))
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4.5.3. Método de analisis por ) Senurs unitvetshario
ma I I as PRAUZ 449 (2021/22)

* En el ejemplo empleado, el circuito analizado no es el circuito original, sino
que se trata de un circuito equivalente a éste. A la hora de calcular
tensiones e intensidades en el circuito original a partir del circuito
equivalente, atencion a las ramas “transformadas” y los elementos que las

forman.
Circuito equivalente Circuito original
Rl
B

—AMN——t5

" 1/cp|

R, eg(t) N N 4§>ig(t)
A .

LD 3
——= v

e () =i () + i (t)
Up (t) =R, (i5(0) +1(t))
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4.5.3. Método de analisis por ) Senurs unitvetshario
ma I I as PRAUZ 449 (2021/22)

e Circuitos con fuentes ideales de intensidad:

— El método de mallas prefiere que las fuentes sean de
tension. Como no conocemos la manera de convertir
una fuente ideal de intensidad en fuente de tension,
sera necesario encontrar una forma de solventar este
“inconveniente”. Procedimiento:

— Se da una referencia a la tension en bornes de la
fuente ideal de intensidad.

— Esta tension en bornes de la fuente ideal de
intensidad se trata, a todos los efectos, como se trata
a la tension en bornes de una fuente de tension.
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ma I I as PRAUZ 449 (2021/22)

* Circuitos con fuentes ideales de intensidad (cont)

— Esta tension (que es desconocida), al tratarla como la
tension en bornes de una fuente, aparecera en el
vector de tensiones de alimentacion de malla.

— De esta manera, se ha afnadido una incognita al
sistema de ecuaciones. Para que el sistema sea
determinado, habra que adadir una ecuacion
adicional que sea linealmente independiente de las
ecuaciones escritas a partir del método de mallas.

— Forma de construir la ecuacidn adicional: Se escribe
lo que se conoce de la fuente ideal (el valor de su
intensidad) en funcion de las incognitas principales del
meétodo de analisis (las intensidades de malla).
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* Ejemplo: Analizar el circuito por el método de las

mallas
e (t) R, e (t) R, Se dibuja, en sentido arbitrario, la tensién en
AN, —— AN, bornes de la fuente (incognita)
Fuente|ideal de U
|nten5|dad

(t) R

| . 0 i(t) | | e (t)-ult)
(off A C @ A O R,+R,||ilt) - u,(t)

2 ecuaciones, 3 incognitas: i,(t), i,(t) y u,(t)

Ecuacion adicionali/, En funcion de las incognitas: i,(t), i,(t)

) ) : Lo que sabemos de la fuente: i_(t
:(t)=:2(t)—:1(t){ ; o1

Por lo tanto: 3 ecuaciones, 3 incognitas =s====) SOLUCION UNICA
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4.6. Circuitos con bobinas acopladas magnéticamente
y/o transformadores ideales
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4.6.1. Circuitos con bobinas ) e e Deteraa e
acopladas magnéticamente Praz 449 (2023722

* Los circuitos que contengan bobinas acopladas
magnéticamente y/o transformadores ideales, se
analizaran mediante el meétodo de las mallas
(salvo casos especiales en los que se pueda obviar
el acoplamiento magneético).

* Es posible la escritura directa de las ecuaciones de
malla, si bien, en el caso de presencia de bobinas
acopladas magnéticamente y/o transformadores
la regla para dicha escritura se hace mas
complicada (buscar en la bibliografia en caso de
interes)
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ideales

PRAUZ 449 (2021/22)

* En el caso de presencia de bobinas acopladas magnéticamente,
se recomienda aplicar la 29LK a cada malla. Para aplicarla, se
suman las tensiones en todos los elementos de cada malla y se
hace esta suma igual a cero. Se recomienda empezar la suma de
tensiones en un punto de la malla y terminarla en ese mismo
punto, teniendo en cuenta que las tensiones en las bobinas
acopladas no solo se deben a que circula intensidad por ellas,
sino que también se deben a que circula intensidad por las
bobinas con las que estan acopladas.

* En el caso de presencia de transformadores ideales, se
recomienda aplicar la LKT a cada malla incluyendo la caida de
tension en los devanados del transformador y escribir mas
adelante las ecuaciones de definicion del transformador de
acuerdo a las referencias consideradas.

e Recordar el criterio de escritura de la LKT en el método de
andlisis por mallas: Caidas de tension positivas las crea la
intensidad de la malla considerada en cada momento.
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4.6.1. Circuitos con bobinas () o Detana s
acopladas magnéticamente PRAUZ 443 (2021/22)
o Ejemplo En la bobina L, cae tensidn debido a
gue circula intensidad por ella (en
LD ?gz(%+ este caso i,(t)), pero también debido
+ (% a que circula intensidad por Ia
(C) i, (t) RA i, (t) % L,D bobina L, (en este caso i,(t)).
eqlt )
R MD JEW’ Idem para la bobina L,
2 3

*Malla 1: LD, (t) = MD-i, (t) + R, (i, (t) =i, (t)) + R,iy (t) —e,, (t) = 0

Caida de tensién en bobina L;

*Malla 2: —e,, (t) + LD, (t) - MD-i; (£) + Ry, (t) + R, (i, (t)—i,(t)) =0

Caida de tensién en bobina L,

LD+R +R, —R —MD T[i,(t)] [e,(t)
~R,—MD  LD+R,+R, || i,(t)]| |e,(t)
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4.6.1. Circuitos con bobinas ) e e Deteraa e
acopladas magnéticamente PrAUE 449 (2021/22)
° Ejemplo Por el criterio expresado:
LlD g2( ) p . s .
| Q + Caida de tension positiva en L, como
p elemento de la malla 1
on %LZD §R
ey (t) (1) %y . ¢Ca|'da de tension positiva en L, como
| ' elemento de la malla 2

eMalla 1: L,D-i, (t) + MD-(i (t) — i, (t) ) + L,D-(iy (t) — i, (t)) + MD-i, (t) + R,i, (t) —e,, (t) =

v v
Caida de tensién en bobina L; Caida de tensién en bobina L,

*Malla 2: —e,, (t)+R,i, (t) + Ry, (t) + L,D-(i, (t) — i, (t)) — MD-i, (t) =

~
Caida de tension en bobina L,

LD+LD+R,+2MD —MD—-LD i (t)] [e,(t)
~MD—L,D LD+R,+R, | i,(t)| |e,l(t)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 137



1 1 %%} Centro Universitario
4.6.2. Circuitos con 103 5o Defencann,
transformadores ideales PRAUZ 449 (202122
o E'em IO' Ecs. transformador:
JEMP e

.(t)—p—> egz(t) —=—qg = Uu,(t)=-au/t)

. (t) u,(t)
CE ip(t) 1 o1
gl(t) @ LI (t) I.S (t) a -; I (t) = E’z (t)
N .

eMalla 1: u,(t)+R, (i (t)—1,(t))+R,i,(t)—e, (t)=0

*Malla 2: —e, (t)+u,(t)+R,i, (t)+R, (i,(t)—i,(t))=0

—au,(t)+R, (i, ()~ i, (t)) + Ry, () —e, () =0

—e,, (t)+u,(t)+R,i,(t) + R, (i2 (t)—i, (t)) =0 | incdgnitas: v (t),i,(t),i,(t)

i (t) =i, (0
a
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z . %, de la Defensa
In d’ Ce PRAUZ 449 (2021/22)
Tema 5.- Teoremas fundamentales del andlisis de
circuitos.
5.1.-Introduccion.
5.2.-Teorema de Superposicion.

5.3.-Teorema de Thévenin. Equivalente
Thévenin.

5.4.-Teorema de Norton. Equivalente Norton.
5.5.-Equivalente Thévenin y equivalente Norton.
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PRAUZ 449 (2021/22)

5.1. Introduccion
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5.1. Introduccion

PRAUZ 449 (2021/22)

* Los teoremas que a continuacion se exponen pueden
representar una alternativa o un complemento a los
métodos de andlisis de circuitos.

* Tradicionalmente, los teoremas han servido para
simplificar los circuitos a analizar y reducir la
complejidad de su andalisis.

e En otros casos, como se vera mads adelante, sera
obligatorio el uso de un teorema si se desea analizar
un circuito en determinadas condiciones utilizando
una técnica concreta (circuitos en RES analizados por
el método simbolico).
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5.1. Introduccion

PRAUZ 449 (2021/22)

* Un circuito lineal es aquel cuyo comportamiento
puede caracterizarse por medio de una ecuacion
diferencial lineal.

* Una propiedad importante de los circuitos lineales
es que, si todas las fuentes de un circuito lineal
son multiplicadas por una cantidad constante, las
respuestas de dicho circuito se veran

multiplicadas por esa misma constante (principio
de linealidad).
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PRAUZ 449 (2021/22)

5.2. Teorema de superposicion
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5.2. Teorema de superposicion

PRAUZ 449 (2021/22)

* Si en un circuito lineal actuan varias fuentes de
excitacion de forma simultanea, la respuesta
(tension o intensidad) total de dicho circuito
cuando actuan todas las fuentes a la vez sera
igual a la suma de las respuestas de ese mismo
circuito cuando actua cada una de las fuentes de
excitacion por separado.

* Este teorema es valido para circuitos que incluyan
fuentes dependientes.
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5.2. Teorema de superposicion

PRAUZ 449 (2021/22)

Ejemplo: Determinar la intensidad I.
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5.2. Teorema de superposicion =

PRAUZ 449 (2021/22)

OPCION 1: Determinar la intensidad | aplicando mallas.

R+R,+R, —R, |[1] [E.+U]
~R, R,+R, |1, | |E,-U

Ecuacion adicional: aU =1, —1_

ol =1

Ecuacion adicional: U=R,/_

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 148



5.2. Teorema de superposicion

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia

%Y Centro Universitario

§ i@
Y de la Defensa

PRAUZ 449 (2021/22)
Opcion 2: Determinar la intensidad | aplicando el teorema de superposicion.
R1 'lﬂL Iy
AN ANN——
Rl + U I + RZ
——AA— AN —— Actlio £, e ® R E,
R y =) /=
tL 2 E,oU=0 YW R, +R, +R,
¢ C_) o-U R; Ra
| < :> AAA b Actua E, — VW
E +<‘) F V=0 R+,
82\~ ANA—ANN——
R4 RZ
AAN— R, _ E,,
, ; ' M= 2T RIR 1R,
Actua aU EngP R,
Egl, E_q2 =0 A
U Por divisor de intensidad:
R, "'_?;, 5 1
AVAYAY, ‘\/R\/\/—l-—
2
R, +R
R I, =—alU 1 2
o-U 3 3 1 1
NN\ ‘ 14
R, R,+R,
R4
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Opcion 2: Determinar la intensidad | aplicando el teorema de superposicion.
1
|, = o1 |, = “o2 I, =—aU " tR,
1 2 3
R, +R, +R, R, +R, +R, 1. 1
R, R,+R,
Superposicion:
— U=R,I
=1 41, +1, z

/: E,+E,
aRR, +R, +R, +R,

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 150
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5.3. Teorema de Thévenin. Equivalente Thévenin

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 151
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2 minutos para
NV A calcular Ug

éImposible????

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 152
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5.3. Teorema de Thévenin
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2 minutos para
calcular Uy

ol E usey

Facil éno??7??

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 153
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—_ -~ entonces:
Ug=6V -

Y

Equivalente Thévenin

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia

+
. c12v() 4§MQ

La fuente real
6\ de tension es
equivalente al
dipolo de arriba
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 Ante cualquier otro dipolo conectado a él, un dipolo
activo es equivalente a una fuente real de tension,
formada por, una fuente ideal de tension de valor la
tension que aparece entre los terminales del dipolo activo
si éstos se encuentran a circuito abierto, y en serie una
impedancia de valor la impedancia vista desde los

terminales del dipolo pasivo correspondiente al activo
dado.

emTT Thévenin

Dipolo
activo

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 155
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 Determinacion de los valores de la fuente real:

Dipolo activo a circuito abierto Dipolo pasivo
i(t)=0 4 1
B 1
+
Dipolo (Uo(t) ) Dipolo
activo pasivo
1 i

* El circuito pasivo correspondiente al activo dado se
construye haciendo cero todas las fuentes independientes
del circuito. Las fuentes dependientes se dejan tal cual
estan en el circuito, es decir, no se tocan.

* FEl equivalente Thévenin de un dipolo activo es la fuente
real que le es equivalente.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 156
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5.4. Teorema de Norton. Equivalente Norton
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5.4. Teorema de Norton
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2 minutos para

calcular I
20 4 Q) A
AN—TAAN 2
Ig—5A<D|U1V%3Q . iy 10 1,20 |R= ? A
N, = 10
I B
-NE"E‘EO éImposible????
| ]
2 mF
. 8 Q)
E,=24V

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 158
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2 minutos para
calcular I

Facil éno??7??

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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20 4 Q A
NN\ NN\ R
+ entonces:
=5A(Djuyvs3a ) ?19 1,20 |R= 5A -
0,5-U,V
N, = 10
Y 5
—iN——
N, = 20
| |
M
. 8 Q
E,=24V
) Equivalente Norton
I
U La fuente real
,=10A (D 1,20 de intensidad es
1,2 Q .
Ik=5A equivalente  al

dipolo de arriba
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 Ante cualquier otro dipolo conectado a él, un dipolo
activo es equivalente a una fuente real de intensidad,
formada por, una fuente ideal de intensidad de valor la
intensidad que circula entre los terminales del dipolo
activo si éstos se cortocircuitan, y en paralelo una
impedancia de valor la impedancia vista desde los

terminales del dipolo pasivo correspondiente al activo
dado.

S Norton

Dipolo
activo

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 161
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 Determinacion de los valores de la fuente real:

Dipolo activo en cortocircuito

Dipolo
activo

!

+

u(t)=0

'

r Gt

Dipolo pasivo

Dipolo
pasivo

!

1’

* El circuito pasivo correspondiente al activo dado se
construye haciendo cero todas las fuentes independientes
del circuito. Las fuentes dependientes se dejan tal cual

estan en el circuito, es decir, no se tocan.

* El equivalente Norton de un dipolo activo es la fuente
real que le es equivalente.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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5.5. Equivalente Thévenin y equivalente Norton

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 163
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5.5. Equivalente Théveniny Pl
E q u i va I ente N orton PRAUZ 449 (2021/22)

* El equivalente Thevenin y el equivalente Norton
de un mismo dipolo activo, son fuentes reales

equivalentes. Z,.(D)
N
.
Eq. Thévenin “lt) ) Siempre se cumple que:
1 3
DipOlO uO (t) — Zeq (D).ICC (t)
activo 1
v

Eq. Norton  leelt) ™ Zo4(D)

1'
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Tema 6.- Anadlisis de circuitos en régimen estacionario
sinusoidal.
6.1.- Introduccion.
6.2.- Generacion de una tension sinusoidal.

6.3.- Formas de onda sinusoidales. Propiedades.
6.3.1.- Formas de onda sinusoidales.
6.3.2.- Valores asociados a formas de onda sinusoidales.
6.4.- Circuitos alimentados con fuentes sinusoidales.

6.5.- Determinacion del Régimen Estacionario Sinusoidal (RES).

6.5.1.- Determinacion del Régimen Estacionario Sinusoidal por el
método de los coeficientes indeterminados.

6.5.2.- Determinacion del Régimen Estacionario Sinusoidal por el
método simbodlico.

6.6.- Impedancias y Admitancias complejas. Asociacion de
impedancias complejas.
6.6.1.- Impedancias y admitancias complejas.
6.6.2.- Asociacion de impedancias complejas.

continua ...

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 167
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6.7.- Elementos pasivos en régimen estacionario sinusoidal.

6.7.1.- Resistencia.

6.7.2.- Bobina.

6.7.3.- Condensador.

6.7.4.- Bobinas acopladas magnéticamente.

6.7.5.- Transformador ideal.

6.8.- Leyes de Kirchhoff en régimen estacionario sinusoidal.
6.8.1.- Primera ley de Kirchhoff en régimen estacionario sinusoidal.
6.8.2.- Segunda ley de Kirchhoff en régimen estacionario sinusoidal.

6.9.- Métodos de analisis de circuitos en régimen estacionario
sinusoidal.

6.10.-Teoremas fundamentales en régimen estacionario sinusoidal.
6.10.1.- Teorema de superposicion.
6.10.2.- Teorema de Thévenin.
6.10.3.- Teorema de Norton.

6.11.-Estudio de circuitos basicos en régimen estacionario sinusoidal.
6.11.1.- Circuito RC.
6.11.2.- Circuito RL.
6.11.3.- Circuito RLC.
6.11.4.- Resumen.
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6.1. Introduccion
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* Generacion, transporte, distribucion y consumo de la energia
electrica se llevan a cabo principalmente en forma sinusoidal.

* Inicialmente, el principal uso de la electricidad era Ila
iluminacion. A medida que la energia eléctrica cobro
importancia como fuente de energia, comenzo la disyuntiva
entre corriente alterna y corriente continua, adoptandose
finalmente como mayoritario el uso de la corriente alterna.

* La principal ventaja de la corriente alterna sobre la continua
es la eficiencia en el transporte de la energia eléctrica.

e Se van a ver los fundamentos del andlisis de circuitos en
réegimen estacionario sinusoidal, utilizando para ello el
meétodo simbdlico desarrollado por Steinmetz. Para el analisis
de dichos circuitos, se utilizaran los numeros complejos.
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6.2. Generacion de una tension sinusoidal
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6.2. Generacion de una tension (07 de 1a Defanca zuopuns
sinusoidal PRAUZ 449 (2021/22)

* Bobina rectangular de N espiras situada en un campo

magneético uniforme.
B
TYIYITRY! \
@
yuhyYq)

<

0 = ot

— Flujo que atraviesa una espira: ¢:Is§£=B°A'C059

— Flujo que atraviesa las N espiras de la bobina: ®=N-B-A-cosf

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 172



— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 173

£ o

6.2. Generacion de una tension L G la Defensasns
S i nuso i d a I PRAUZ 449 (2021/22)

* Sila bobina gira con una velocidad angular w, el flujo que
la atraviesa variara con el tiempo:

O(t)=N-B-A-coswt

 Por la “Ley de induccion de Faraday”, se inducira una
fuerza electromotriz en bornes de la bobina de valor:

dD(t
u(t):—d—;):N-B-A-a)-sena)t:N-CDm -@-senmt

 De forma mas general, se puede escribir:
u(t)=U,cos(wt+g,)

donde U, es el valor maximo que alcanza la tension
generada en bornes de la bobina.
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6.3. Formas de onda sinusoidales. Propiedades

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 174
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Se dice que una forma de onda es sinusoidal si sigue la

ecuacion: " F,: Amplitud

: Pulsacid
f(t)=Fosen(a)t+¢)) donde: - @ FUIsation

wt + @: Fase de la onda

@: Fase inicial

Para toda forma de onda sinusoidal se verifica que:

T: periodo (s)

oT=2r = w=2xf donde;{ .
f: frecuencia (Hz)

Toda forma de onda sinusoidal se puede expresar en forma
seno o coseno, con solo cambiar su fase inicial:

f(t)=F,sen(wt + @) =F, cos(wt + ¢ —7/2)

f(t)=F,cos(wt + p) = F,sen(wt + ¢ + 77/2)

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 175
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I

Valor de pico: Distancia
vertical entre el ceroy el
valor maximo (o el
minimo)de la forma de
onda. En ondas sinusoidales
coincide con la amplitud(F,).

Valor de pico a pico:
Distancia vertical entre el
valor maximo y el valor
minimo de una forma de
onda. En ondas sinusoidales,
dos veces la amplitud (2F,).

Valor medio: Promedio
integral en un periodo.

FO

17 ;
:?J-Of(t)dtz—j senot dt =0

T Jo

A f(t) T

Y

= A

Pp

Y

'

* Ciclo: Porcion de onda
comprendida en un intervalo
igual a un periodo.

* Frecuencia: N2 de ciclos que
tienen lugar en una unidad de
tiempo.

P 1

Tf:1:>f=?

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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* Valor eficaz: Es el resultado de:

17 F
F,= \/F-[O f2(t)dt =—% (Sélo en el caso de formas de onda sinusoidales)

J2

— El valor eficaz de cualquier forma de onda siempre es distinto de cero.

— Interpretacion fisica del valor eficaz:

* El valor eficaz de una tension alterna es el valor de la tension
continua que, aplicada a una resistencia, produce |la misma
disipacion de calor que el producido por dicha tension alterna
aplicada a esa misma resistencia.

* El valor eficaz de una intensidad alterna es el valor de la intensidad
continua que, circulando por una resistencia, produce la misma
disipacion de calor que el producido por dicha intensidad alterna
circulando por esa misma resistencia.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 177
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* Desfase entre dos ondas:

e Para medir el desfase entre dos

b f(t) ondas, se comparan estados
e homodlogos de ambas ondas que
estén separados por menos de un
\2 alF i semiperiodo (1y 2 6 1’y 2/, pero
7 1 T noly 2, por ejemplo).

* Adelanta lo que primero sucede vy,
teniendo en cuenta que el eje
horizontal es un eje de tiempo
creciente, el punto 1 sucede antes
que el punto 2. Por lo tanto, en el
ejemplo, la onda 1 adelanta a la
onda 2.

d suele expresarse en grados

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 178
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* Las ondas sinusoidales cumplen las siguientes
propiedades matematicas:

- Al sumar o restar varias ondas sinusoidales de la
misma frecuencia se obtiene otra onda sinusoidal de
la misma frecuencia.

- Al derivar o integrar cualquier numero de veces una
onda sinusoidal se obtiene otra onda sinusoidal de la
misma frecuencia.

- El producto de dos formas de onda sinusoidales, es
otra forma de onda sinusoidal (aunque no de la
misma frecuencia).

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 179
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6.4. Circuitos alimentados con fuentes
sinusoidales

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 180
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e Sea un circuito:

R i(t)
AVAYAY, -
. " Uyt ,
e,(t) = Eq cos (ot + @) u(t) LD

* Aplicando la LKT al circuito: e,(t) = u,(t)+u,(t)

* Y a partir de las ecuaciones de definicion de los

elementos del circuito:
u, (t)=R-i(t) u, (t) = LD-i(t)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 181
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e la ecuacion diferencial que rige el
comportamiento del circuito es:

R-i(t)+LD-i(t)=e,(t)
* Ydado que la fuente de tension es sinusoidal:
R-i(t)+LD-i(t)=E, cos(wt+¢,)

* La solucion de esta ecuacion diferencial es la
intensidad que circula por el circuito (es decir, su
respuesta).
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* ¢Como se resuelve la ecuacion diferencial?
— Solucion completa de la ecuacion diferencial:

i(t)=i

homogénea

(t)+i
— Ecuacion diferencial homogénea:

particular (t)

di(t) Solucién R

R-i(t)+L—— -
(t) ™

=0 - i(t)=Ce !

C es una constante

e Es el modo natural del circuito, constituye su régimen
transitorio.

e Se amortigua con el tiempo.

* No depende de la forma de onda de la fuente de excitacion
del circuito.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 183
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6.4. Circuitos alimentados con fuentes ;i\ pefensa
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— Solucion particular:

e Se prueba una solucion que tenga la misma forma que
la excitacion del circuito:

i,(t)=1,cos(wt+ @)

e Esta solucion constituye el régimen permanente o
réegimen estacionario del circuito, y es lo que estamos
buscando determinar.

e Queda totalmente determinada calculando el valor de
la amplitud /, y el valor del angulo ¢,.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 184
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6.5. Determinacion del Régimen Estacionario
Sinusoidal

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 185
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* El regimen estacionario de un circuito viene dado
por la solucion particular de la ecuacion
diferencial que rige el comportamiento de dicho
circuito.

* formas de determinar los parametros de Ila
solucion particular:

— Método de Ilos coeficientes indeterminados o
cualquier otro que permita la resolucion de la
ecuacion diferencial.

— Método simboalico.
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— Meétodo de los coeficientes indeterminados:

* Se considera una solucion particular de la ecuacion con
la misma forma que el téermino independiente, donde |,
y @, son los coeficientes a determinar.

i,(t)=1,cos(wt+ @)

e Esta solucidon ha de satisfacer la ecuacion diferencial:
—Ll,wsen(wt + ¢,)+ Rl cos(wt + ¢, ) =E,cos(wt +¢,)

e Desarrollando las sumas de senos y cosenos se llega a:

—Ll,wsenwtcosp. —Ll,ccoswt seng, + Rl,cos wtcosp. —Rl senwt senp, =

=E,coswtcosp, —E senwt seng,

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 187
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 Agrupando términos e igualando coeficientes, se
obtiene:

Rl,cos@. —wll,senp. =E,cos@,
—Rl,sen@. —wll, cosp, =E seng,

* Ecuaciones que constituyen un sistema de ecuaciones
que permite calcular las incognitas I, y o..

* Elevando al cuadrado los dos miembros de ambas
ecuaciones:

R’ )’ cos’ ¢ + ” L’lisen’p. —2RwLI,* cos @, seng. =E; cos’ @,
R’ ’sen’p. + @’ 'I7 cos® @, + 2Rwll,’ cos g, sengp, = E; sen’o,

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 188
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6.5.1 Determinacion del RES por el 4.7 de la Defensa zaragor.
método de los COEfS. indeterminados PRAUZ 449 (2021/22)

e Sumando miembro a miembro ambas ecuaciones:
22 21242 2
R IO +wL lO —EO
e y despejando, se obtiene:
_ E,
JR? + 012
Si dividimos ambas ecuaciones:

/

0

—Rsen@, + wlLcos @,

tgp, =
Rcosp, + wlsen .
ol
tg @ +—
* que también puede escribirse: tg g, = — R
1_?tg ®;
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6.5.1 Determinacion del RES por el %..¥ dela Defensa
método de los coefs. indeterminados PRAUZ 449 (2021/22)

* Si se denota por tg ¢ a la expresion:

tg o = ol
v R
* se obtiene que:

tg o, =tgle, + @)
vy, por lo tanto:
O=¢,—@Q

Esto es, la solucion particular de la ecuacion diferencial
queda:

E,
\/R + o'l

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 190

i,(t)=

cos(awt + ¢, — @)




£ o

6.5.2 Determinacion del RES por el (07 de 1a Defanca zuopuns
método simbdlico praz 449 2021/22)

— Meétodo simbolico:

* Consiste en la resolucion analitica de circuitos en
régimen estacionario sinusoidal mediante la aplicacion
del calculo complejo a través del método vectorial
complejo.

e El método se basa en la formula de Euler:

Jjot

e’ =coswt+ jsenwt siendo j=+/-1

* Esta ecuacion representa, en el plano complejo, un
vector unitario que gira en el sentido contrario a las
agujas del reloj, con una velocidad angular de
radianes/segundo.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 191
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método simbdlico praz 449 2021/22)

* Sea una forma de onda sinusoidal:
f(t)=F, sen(ot + @)
e Esta funcion sinusoidal se puede considerar como el

resultado de proyectar en el eje vertical un vector
giratorio, tal y como puede verse en la figura siguiente.

Fo(sen ot + @)

wt

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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6.5.2 Determinacion del RES por el %9? de la Defensa zaragozs

-
o

m é tOdO SiMbéIiCO PRAUZ 449 (2021/22)

sl

1.0f
0.5 - _
L |
-1.0 -0.5 ! 0.5 10 , I T ir T
[ 4 2 4
=05k l
; l
; l
=101 \
°f ' REPRESENTACION
FASORIAL «— TEMPORAL
- ¢ =0.52 rad = 30°
sl t=00T
wt = 0.0 rad
- Utilizar la proyeccion en el eje horizontal
Al o en el vertical es analogo a:
= Desplazar el origen del tiempo FT/4.
= Sumar =x/2 al desfase inicial ¢.

BTT s = Rotar =90° los ejes real e imaginario.
= Utilizar funciones cosenos por senos.
= Considerar la parte real o imaginaria.

gl CUD - Ftos. Electrotecnia
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6.5.2 Determinacion del RES por el }52’;;’ge‘§:j,‘;§’sita"°
método simbolico prauz 449 (2021/2)

* Ent =0, el numero complejo forma un angulo ¢ con el eje
horizontal. De acuerdo con el algebra de los numeros
complejos y la féormula de Euler, este numero se puede
representar por la forma:

Fo=F,e’ =F cosp+ jF,seng

* Ahora bien, si el vector que representa al numero complejo
gira en sentido contrario a las agujas del reloj con una
velocidad angular de o rad/s, en el instante t el vector habra
barrido un angulo wt, que sumado a la fase inicial significara
que el angulo que forma el vector con el eje real sera:

w=2rf
0 = ot + 7 { w: pulsacion (radianes / sequndo)
f : frecuencia (Herzios)

* En estas condiciones, el vector giratorio £, (FASOR) se puede

representar en la forma:

jlot+p) __ jo \ ot __ jot
Fo =Fe'? =(Fe” e =F,e




£ o

6.5.2 Determinacion del RES por el (07 de 1a Defanca zuopuns
método simbdlico praz 449 2021/22)

— La aplicacion del método simbdlico para determinar la
solucion particular de |la ecuacion diferencial se basa en la
transformacion del circuito al campo complejo, basandose
en la posibilidad de representar las ondas sinusoidales
mediante fasores.

— Transformacion del circuito al campo complejo:

e La fuente de excitacion es sinusoidal, por lo que se le puede
asociar un fasor:

E, =Eo|p, =(E,e"™)e’” =E,cos(wt +¢,)+ jE,sen(wt +¢,)

e Sustituyendo en la ecuacion diferencial la fuente sinusoidal
por su fasor asociado, se tendra:

R-i(t)+ LD-i(t) =E,

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 195
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6.5.2 Determinacion del RES por el (07 de 1a Defanca zuopuns
método simbdlico praz 449 2021/22)

— En cuanto a la intensidad que circula por el circuito,
también sera sinusoidal, y se le podra asociar un fasor:

ly :lo|¢i :(Ioej(pi Je’” =l,cos(at + @)+ jl, sen(wt + @)

— Sustituyendo en la ecuacion diferencial:

Rl.e” e’ + jolLl e”e"™ =E e'"e™

!

(R +jC()L)[0 =E,

— Puede verse que esta ecuacion se trata ahora de una
ecuacion en numeros complejos, en vez de una ecuacion
diferencial.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 196



6.5.2 Determinacion del RES por el L7 deTa Defentasrmne
meétodo simbalico prAvZ 45 (2021/22)

— Se resuelve planteando l|a igualdad de moddulos vy
argumentos:

JR? + @ I, =E,

: w L
P+ =@, siendo ¢ =arctg—
— Si en vez de utilizar valores de amplitud si se utilizan
valores eficaces, algo habitual en ingenieria eléctrica, la
ecuacion se escribira:

(R+ joL)l=E

— Este proceso de transformacion para conseguir que las
ecuaciones diferenciales pasen a ser ecuaciones
algebraicas, suele denominarse “transformar el circuito al
campo complejo”.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 197
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6.5.2 Determinacion del RES por el ¢ Sis e
meétodo simbolico PrAUz 449 (2021722

— Una vez resuelta la ecuacion o sistemas de ecuaciones
en numeros complejos, se tendran los fasores
correspondientes a las respuestas de los circuitos.

— Para hacer la transformacion inversa, y obtener asi |la
expresion temporal de las respuestas de los circuitos,
se tomara la parte real o la parte imaginaria de los
numeros complejos que representan a estos fasores
en funcion de si las excitaciones se han expresado en
forma coseno (parte real) o en forma seno (parte
imaginaria).

/i(t) = \/E-Re[[] =/2-Icos(wt +@)—> sifuentes en forma coseno
o

i(t) :\/E-Im[[] =2/ sen(wt+¢@)—= sifuentes en forma seno
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6.5.2 Determinacion del RES por el ¢ Sis e
meétodo simbolico PrAUz 449 (2021722

* Procedimiento para realizar la transformacion de un
circuito al campo complejo:

— Comprobar que todas las fuentes de excitacion del circuito
son de la misma pulsacion. Si no lo son, y se desea analizar
el circuito por el método simbodlico, sera imprescindible
hacerlo aplicando el teorema de superposicion.

— Comprobar que todas las fuentes de excitacion del circuito
una uUnica forma seno o coseno, y si no la tienen
transformarlas sumando o restando 71t/2 a su fase inicial.

— Sustituir las expresiones temporales de las fuentes de
excitacion del circuito por sus fasores asociados. Dichos
fasores se escribiran como numeros complejos cuyo
modulo es el valor eficaz y como argumento |a fase inicial
de cada una de las fuentes.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 199
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6.5.2 Determinacion del RES por el ¢ Sis e
meétodo simbolico PrAUz 449 (2021722

— Sustituir las expresiones temporales de las distintas
variables del circuito por sus fasores asociados.

— En las impedancias operacionales del circuito, se
sustituye el operador derivada, D, por el numero
complejo jm.

* En la siguiente pagina se ve un ejemplo de esta
transformacion.
— En amarillo, circuito en el dominio del tiempo.
— En azul, circuito en el campo complejo.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 200
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6.5.2 Determinacion del RES por el L7 deTa Defentasrmne
método simbolico prAUZ 449 (2023/2)
w2 S, U -
T ug(t) WR»

+ T+ + +HT = +
eg(t) = Eg cos (ot+@y) ‘ é\) UL(t)L % LD E, ‘d\) U, l 3 joL

U,.=R-I
eg(t):uR(t)+uL(t) Eg IQR —I—QL ~R !
U, = jol-I
u.(t)=R-i(t) u,(t)=LD-i(t)
(R+jol)I=E
R-i(t)+LD-i(t)=E, cos(owt +
(£)+LD-i(t) = E, cos(at +¢,) e DO -
VR + @’
I(t) = ihomogénea (t) + iparticu/ar (t) C()L

P+@. =0, @ =¢,-¢ siendo <o=arctg?

iparticular (t) - I estacionario (t)

| = I|ﬁ i(t)= \/E-Re([) = x/i-lcos(a)t +¢)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 201
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PRAUZ 449 (2021/22)

6.6. Impedancias y admitancias complejas.
Asociacion de impedancias

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 202
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6.6.1. Impedancias y admitancias B G Betonea
CompIEja S PRAUZ 449 (2021/22)

* Dado un dipolo pasivo, se definen:

— Impedancia compleja: relacion entre la tension
compleja en bornes del dipolo y la intensidad
compleja que lo atraviesa.

=Z|¢p,  Forma polar

7-2 {_ o
R R: Resistencia

=R+ jX Forma bindmica _
X : Reactancia

Representacion:

| 5 - Z: Ohmios (€2)
- . Unidades: { R: Ohmios (Q2)
U . X: Ohmios (€2)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 203



6.6.1. Impedancias y admitancias 5 g nmersiario
CompIEja S PRAUZ 449 (2021/22)

— Admitancia compleja: relacion entre la intensidad
compleja que atraviesa un dipolo y la tension
compleja entre sus bornes.

Y=Y|¢p, Forma polar

/ r
K_U i , . G : Conductancia
= Y =G+ jB Forma bindmica

B: Susceptancia

Representacion:

LY y ' G: Siemens (S)

— ] >—° Unidades: { B: Siemens (S)
U

U Y : Siemens (S)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 204



6.6.1. Impedancias y admitancias 5 g nmersiario
CompIEja S PRAUZ 449 (2021/22)

— Siempre se cumple que:

1
z==
Y

1 1

pero G#x— Yy B#—

., 1
— Atencion: Y =—
7 R X

— Comprobacion:
1 1 R— jX R X

~ Z R+jX (R+jX)(R-jX) R +X* "R*+X°
— Entonces: G-= ZR - B=— 2X >
R+ X R+ X

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 205
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Yy de la Defensa

PRAUZ 449 (2021/22)

* Asociacion de impedancias complejas en serie:

! =n 1’ 1 -7
R N = B S e S i R
> — T = T
* !1 * gz * gk un * Q
+ U g
Uy=4,-1 Ley de Kirchhoff de las tensiones
U,=2,-1 -
i g=2gk=(2zkj-z
Ue=24,-1 k=1 k=1 n
Ley de Ohm - = (L, =2 4
U,=2,-1 =
U=Z,-!

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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6.6.2. Asociacion de impedancias ;& Saner,
Complejas PRAUZ 449 (2021/22)

e Dijvisor de tension:

1 | £y . Z, . Z, Z, 1
+ g + .y
u "y Uy Yy
+ U >

Expresion del divisor de tension

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 207
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com p I e j as PRAUZ 449 (2021/22)

* Asociacion de admitancias complejas en paralelo:
|

L 1 |
u Xl Xz Xk = u Xeq

| \J

1’ r
LL=Y,-U Ley de Kirchhoff de las intensidades
l,=Y,-U -
. n n
‘ - l:Zlk:[Zxkjg
I, =Y, -U m n <
Ik =Lk X k=1 k=1
: Ley de Ohm - o= | Y =2 Y

k=1
-n zxn —_ -
l — Xeq | g

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 208
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6.6.2. Asociacion de impedancias ;5\ bene

Compleja S PRAUZ 449 (2021/22)
* Divisor de intensidad:

1 |

+ I 1 l

Y Ya Y, Y,

y

X

(Z j S

Expresion del divisor de
intensidad
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PRAUZ 449 (2021/22)

6.7. Elementos pasivos en RES

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 210
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6.7. Elementos pasivos basicos en L7 deTa Defentasrmne
régimen estacionario sinusoidal PRAUZ 449 (2021/22)

* A continuacion se ven las impedancias complejas de los
distintos elementos pasivos basicos que forman parte de los
circuitos eléctricos.

* Hay que recordar que para transformar las impedancias
operacionales al campo complejo, se sustituye el operador
derivada, D, por el numero complejo j .

* Recordar también que cualquier circuito pasivo puede
representarse mediante su impedancia equivalente, de

manera que:
U
Z===R+jX=2 U=2l
i Z=- (2] U=z{
1 | = 1 B
L —@
- Z=+R* + X* U=z
+
Y X =@, +
¢Z — arCtg— @U - @Z ¢I

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 211
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4.~ de la Defensa zaragoza

6.7.1. Resistencia T pauzass oy
Lit) R v B 1 1 R
+  u(t) " U i
u(t) = R-i(t) Z=R=R+j0{ §=R=R|E{ N
= (02 :OQ

A u(t)

i(t)
U=R-I
/" N\ b s Q=RIE-ZZ>{
/ ] ¢u:¢i
v Alm

|

Resistencia: ¢ = ¢, :
Tension e intensidad estdn en fase t\ o \(Pu

Diagrama vectorial

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 212




6.7.2. Bobina

vy LD g
L0 o Y Zip)=1D
out)

u(t) =LD-i(t)

A
i)
[ L

sza)L=O+ja)L{

%>} Centro Universitario

Yy de la Defensa zaragoza

o

PRAUZ 449 (2021/22)

1| joL 4 ‘
|
+ U
R=0 Z=owl
Z= ja)L=a)L|909
X=wlL=0 @, =+902

U=wl-I
@, =@, +902

g=wL@-z:»{

Alm

|

Bobina: ¢ = ¢+902 = ¢ > O,
La tension adelanta 90° a la intensidad

.\ Pi Re
-

Diagrama vectorial

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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. %, ¢ de la Defensa
6.7.2. Bobina -
PRAUZ 449 (2021/22)
1 Jol ¥ .
T Z=jol
|
* U

Z = ol = Elvalor depende de la frecuencia
Z=JolL= a)L‘+ 90°
= @, =+ 902

Si ® = 0 (corriente continua) = Z = oL = 0 - Cortocircuito

Si ® - oo (alta frecuencia) = Z = oL - o - Circuito abierto

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 214



6.7.3. Condensador

iy Ve
—

+ou(t)

u(t) = %-i(t)

u(t)d

“” /7<\
£

Z(D)=—

t

/) X

‘% " "Centro Unlver5|tario

%
4 ’ de la Defensa z

PRAUZ 449 (2021/22)
1/joC :
1 | 1 1 J o1
el Ze e
R - joC  j(joC) @C
U
R=0 1
1 1 l=—-
i:O_ji Z:_jE:E—909 oC
e oC | X =——=<0 0, =900
( 1
1 U=—--=:1
QZE—909'12>< aoC
@, =@, —902
Alm

la intensidad

Condensador: ¢ = ¢;-902 = ¢ < ¢,
La tension retrasa 909 respecto de

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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&
Y 4
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Ny

6.7.3. Condensador T
o 1/joC 1 _/ 1
—— L=——=——"—"T="]—
— joC  j(jaC) wC
1 1 Z = —— = Elvalor depende de la frecuencia
L=—]—= — 902« wC
oC  oC 0, = 909

Si ® =0 (corriente continua) = Z = 1/®wC - oo - Circuito abierto

Si ® - oo (alta frecuencia) = Z

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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6.7.4. Bobinas acopladas L de la Defenca
ma g néti camente PRAUZ 449 (2021/22)

Para las referencias y terminales correspondientes indicados:

iy(t) ™MD (t) L joM 1,

1(t) % % z(t) % %J@L 2
u, (t) =L,D-i (t)+MD-i,(t) gl :ja)L1'l1 _|_ja)M.lz
u,(t) =L D-i,(t)+ MD-i(t) . .

U, = jol, 1, + joM,




6.7.5. Transformador ideal
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%, ¥ de la Defensa z-

o

PRAUZ 449 (2021/22)

Para las referencias y terminales correspondientes indicados:

1 2
0,1 %% (1)
17 a:l * 2

u (t)
u(t)

N,i, (t)+ N, i, (t) = 0=

i;(t) i5(t)

ip(t)
i(t)

1
a

I

Curso OCW de Fundamentos de Eiectrotecnia

Pi2

Alm

11 (PuZ

i

u | HE |

02'

a:1

11
NI, +N,, =0==L=-==2/180°
I, a a

(Pul

Re

Diagrama vectorial
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PRAUZ 449 (2021/22)

6.8. Leyes de Kirchhoff en RES

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 219
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6.8.1. Ley de Kirchhoff de las b
intensidades en RES prRAUZ 449 (2021/2)

— La suma de todas las intensidades complejas que
entran (salen) en (de) un nudo a través del conjunto
de conductores que concurren en él, es siempre cero.

/ =0 /

—entran —-salen

/ —

—entran —salen

=0

Ejemplos:

Ly =1, +1;-1,=0

I+, =1+,

—1, + 1, _13 +1,=0

Atencion: Notar que las sumas son vectoriales, NO EN MODULO
En general:

[ —1,+1,—1,#0

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 220
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6.8.2. Ley de Kirchhoff de las gt

[ w2l ]

tenSiOnes én RES PRAUZ 449 (2021/22)

— La suma de las tensiones complejas a lo largo de
cualquier trayectoria cerrada de wun circuito, es
siempre cero.

Ejemplos:
B
U :
U, o % c Trayectoria ABCDEA.................. u,-u,+u,-U,-U. =0
A+ o Trayectoria ABEA ........cccoovvieieiiiiiiiiannaeennn, U, -Uu,-u.=0
:_ Ye + Trayectoria EBCDE ....... u.-u,+U,-U,=0 = U,=U,-U,+U,
Qﬁ U Ys  Trayectoria EBAE..... U -U,+U.=0 = U ,=U,-U,
° -T-/' .D
E U =Ug = k_g5+g11 :g4_g3+g%

Trayectgria EAB Trayectc;rria EDCB

Atencion: Notar que las sumas son vectoriales, NO EN MODULO

En genertJlI:U1 ~U,+U,-U, —U,#0

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 221
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PRAUZ 449 (2021/22)

6.9. Meétodos de analisis de circuitos en RES

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 222
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6.9. Meétodo de anadlisis de i) e
Cir CUitOS én RES PRAUZ 449 (2021/22)

Meétodos de analisis:
— Método de nudos.
— Método de mallas.

Las variables empleadas en los métodos de
andlisis (tensiones de nudo e intensidades de
malla) seran fasores y vendran representadas por
numeros complejos.

Los sistemas de ecuaciones resultantes de aplicar
el método de analisis elegido a un circuito, seran
sistemas de ecuaciones en numeros complejos, en
vez de sistemas de ecuaciones diferenciales.

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 223
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PRAUZ 449 (2021/22)

6.10. Teoremas fundamentales en RES

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 224
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6.10.1. Teorema de superposicion =

PRAUZ 449 (2021/22)

* Dado un circuito lineal, la respuesta de dicho circuito
cuando actuan en él de manera simultanea varias
fuentes de excitacion, es igual a la suma de las
respuestas del circuito si actua cada fuente de
excitacion de manera independiente.

— Este teorema es de uso imprescindible para analizar, por el
método simbodlico, circuitos en los que haya fuentes de
distintas formas de onda, o bien en el caso de que, aun
siendo todas las fuentes sinusoidales, no tengan todas la

misma pulsacion.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 225
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PRAUZ 449 (2021/22)

 Ante cualquier otro dipolo conectado a él, un dipolo
activo es equivalente a una fuente real de tension,
formada por, una fuente ideal de tension de valor la
tension que aparece entre los terminales del dipolo activo
si éstos se encuentran a circuito abierto, y en serie una
impedancia de valor la impedancia vista desde los
terminales del dipolo pasivo correspondiente al activo

Dipolo
activo

Thévenin

Cualquier

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 226
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6.10.2. Teorema de Thevenin

PRAUZ 449 (2021/22)

 Determinacion de los valores de la fuente:

Dipolo activo a circuito abierto Dipolo pasivo
1=0 1 1
Pp——o0
+
Dipolo U, Dipolo Ze,
activo pasivo -~
!1' —01

* El circuito pasivo correspondiente al activo dado, se
construye haciendo cero todas las fuentes
independientes del circuito. Las fuentes dependientes
se dejan tal cual estan en el circuito, es decir, no se

tocan.
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6.10.3. Teorema de Norton —
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PRAUZ 449 (2021/22)

 Ante cualquier otro dipolo conectado a él, un dipolo
activo es equivalente a una fuente real de intensidad,
formada por, una fuente ideal de intensidad de valor la
intensidad que circula entre los terminales del dipolo
activo si éstos se cortocircuitan, y en paralelo una
impedancia de valor la impedancia vista desde los

terminales del dipolo pasivo correspondiente al activo
dado.

S Norton

Dipolo | 7 . [Cualquier
activo ~cc (D Zeq | | dipolo

1

!
1

1
a !
v

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 228
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6.10.3. Teorema de Norton

PRAUZ 449 (2021/22)

* Determinacion de los valores de la fuente real.:

Dipolo activo en cortocircuito Dipolo pasivo
1 1
+
Dipolo Dipolo
e U=0 | 7 L(t) P Ze,
activo = pasivo -
' )
T I

* El circuito pasivo correspondiente al activo dado se
construye haciendo cero todas las fuentes
independientes del circuito. Las fuentes dependientes
se dejan tal cual estan en el circuito, es decir, no se

tocan.
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PRAUZ 449 (2021/22)

6.11. Estudio de circuitos basicos en RES

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 230
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6.11.1. Circuito RC ons a0 (02128
U=U, +U —R/+(—ji)/—(R—ji)/
+LJ_W5V_ - Tt T wC" wC"
TUr 4 |H(1/0C) f >
U gcl:: 5 1
Z=|R*+| —
_ 1 wC
’ Z=R—j— =1
= ja)C _i
\(pZ:arctg - <0
( .V ela tension retrasa a la
. 2 i ] . . ’ .
QZZ-12><U_ R +[a)C] / intensidad un angulo igual
al argumento de I3
P =Pt P =P <P impedancia ¢,.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 231
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U=U,+U, =RIl+jolLl=(R+ jol)

' Z=\R + " I
v Z=R+jol=:

L
®, = arctg? >0

ea tension adelanta a Ia
U:\/Rz_l_a)z 2. intensidad un angulo igual
=Z1=

u al argumento de |la

O, =0 +0, =0, >0 impedancia ¢, .
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1 | R
— s AAA———
R
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PRAUZ 449 (2021/22)

1
U=Upy+U +U.=Rl+joll-j—I=

wC

wC

( 2
1
Zz\/R2+£a}L——j
wC

-

1
st oL>— = ¢,>0

1 w C
G)L——C 1
0,
si wLl=— =@, =0
R wC vz

1
St wlL<— = @, <0
wC
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2
_ |p2 1
U= |R"+| wol——| ‘I
wC

sip,>0=0,>0

¢u:¢i+¢Z:><Si »,=0= @, =g,
\si p,<0= ¢ <@

-

|1
I

IN
U

* En funcion del valor del condensador, de la bobina y de la
pulsacion w, el angulo de la impedancia equivalente puede ser
mayor, menor o igual cero, y , por lo tanto, la tension puede
adelantar, retrasar o estar en fase, respectivamente, respecto de
la intensidad que recorre el circuito.

— Caso particular: si L = (1/®C) » RESONANCIA
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wL>— =¢,>0
wC
1 | R
— s ANA——
+ —>
+
Ur

I
I
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-
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e
—
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| 1
A 'm wl=— =¢,=0
Z
wC
Y, YUe 1 | R
— ANA——
+ =
+ QR

[
|C
|
— +
XU
8'
=

|C

uﬁl: (1/0)
P,=

)
= ¢ =

(O Re
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1
wLl<— = ¢, <0
@ C

— -j(1/»C)
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£l desfase entre la tension en bornes y la
intensidad que circula por un dipolo pasivo (que
puede representarse mediante su impedancia
equivalente) es siempre igual al argumento de
dicha impedancia equivalente.

Tlm

| Z , Argumento de
1._;_ _1. Z=R+jX la impedancia U
X
Ur
Uu==2I1
Uu=2I1 Pu
Py=P, TP, =@, =P, =@, F‘;e
(Ejemplo con impedancia de caracter inductivo)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 240
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6.11.4. Resumen
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* En RES, se pueden clasificar los elementos pasivos
(tambien llamados impedancias o cargas) en los
tipos que se muestran en la tabla siguiente:

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 241
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Tipo de
Impedancia Constitucion Valorde Z U respecto de |
(Tipo de carga)
Puramente ._MRA_. £=R
Resistiva . _ Z=R+j0 U esta en fase con |
Resistencia Z - R |02
Puramente L Z=jol
Inducti T e Z=0+jol U adelanta 902 a |
nauctiva Bobina Z=omlL |90°
C Z=-j(1/wC)
F(’:l;ra:;;ir:/tae o Z=0-j(1/®C) U retrasa 902 respecto de |
P Condensador Z=(1/wC)]-90°
De caracter R L Z=R+jX, (X>0) ,
- = L . L
Inductivo A AA—— 10— Z=R+jol U adelanta a | un angulo o,

Resistencia+Bobina

De caracter R ¢ Z=R+jX. (X<0) U retrasa respecto de | un
Capacitivo | I_' Z=R—-j(1/®C) angulo o,

Resistencia+Cond.

] Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 242
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6.11,4, Resumen ‘wde la Defensa

PRAUZ 449 (2021/22)

* En general, el valor de la impedancia de los elementos

pasivos, tanto su modulo como su argumento, depende de la
frecuencia.

 Si nos fijamos en una impedancia de caracter inductivo,
tenemos que:

Z= R+ I
Z=R+jol=: ol
¢Z:arctg?>0

 Si aumenta la frecuencia de la fuente de excitacion, es decir,
aumenta su pulsacion, @, tanto el modulo de la impedancia Z,
como su argumento ¢,, aumentan su valor.
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7.1. Potencia instantanea
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PRAUZ 449 (2021/22)

* Dado un dipolo, con las referencias de la figura:
i(t)

—Pp—
+

u(t)

1 oe—

— Se define la potencia instantdnea absorbida por el dipolo como:

Do (£) = (2 )i(t)

— Teniendo en cuenta que en un circuito en régimen estacionario
sinusoidal:

u(t):\/EUcos(a)t+gou) U e | son valores
i(t)= J2 Icos(wt + @) eficaces

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 248
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7.1. Potencia instantanea

PRAUZ 449 (2021/22)

* Representando graficamente estas formas de onda se tiene:

A p(t)
u(t)
i(t)

\

— La potencia instantanea es una funcion sinusoidal de frecuencia doble
a la de la onda de tension o intensidad

— La potencia es cero en los instantes en que i(t)=0 6 u(t)=0

— En los instantes en los que p(t) > 0, el dipolo absorbe energia de |la
fuente de excitacion; mientras que en los instantes en los que p(t) < 0,
es el dipolo el que devuelve parte de esta energia a la fuente de

excitacion

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 249
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e Analiticamente:

p(t)=u(t)i(t)=2Ulcos(wt + ¢, )cos(wt + @)

* Expresion que puede escribirse como:
p(t)=u(t)i(t)=Ul[cosamt + ¢, + @) +cos(p, — )]

e Otambién:

p(t)=UlcosQa t +2¢, —¢) siendo o=@, — .

— Notar que:

— Los términos U, | y cos @ son constantes, no dependen del tiempo vy,
por lo tanto, el término Ul cos ¢ también es una cantidad constante

— La potencia instantanea se puede expresar como suma de dos
términos, uno constante y otro dependiente del tiempo, sinusoidal, y
de frecuencia doble de la de la tension o la intensidad

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 250
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* Integrando la potencia instantanea a lo largo del tiempo:
w(t)—w(0) = j: p(t)dt = j: Ulcos @ dt + j: UlcosQa t +2¢, —p)dt

e Integrando a lo largo de un numero entero de periodos
de la potencia, se ve que:

IOnTP(t)dt = _[OnTUIcos @ dt + J.OnT UlcosQao t +2¢, —p)dt = nT(Ulcosgo n O)

— El valor medio de la potencia instantanea coincide con el
término constante.

— Este término se denomina potencia media o potencia activa, y
su producto por el tiempo es el valor de la energia total
suministrada por la fuente de excitacion al circuito durante el
tiempo considerado.

b_ Energia transferida _ nT (Ulcosp) _Ulcosg
intervalo de tiempo nT

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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7.1. Potencia instantanea —
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— Al término sinusoidal se le denomina potencia fluctuante,
y muestra las fluctuaciones de la potencia instantanea en
torno al valor medio.

F(t)=UlcosRQwt+2¢, — @)

— Su integral, a lo largo de un numero entero de periodos, es
cero

A — Potencia activa
Potencia fluctuante
—— Potencia instantanea

N

e

~t

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 252 ——
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7.2. Potencia instantanea en dipolos pasivos
basicos

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 253
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i(t) =2 Icos(wt + @)

u(t) =R-i(t)

u(t)=~/2 Ricos(wt + )

p,,.([t)=RI* cos(Qwt +2¢4)+RI*

u(t)

%&:
t
A4

Potencia media

P =R/

En cualquier instante p_,(t)
siempre es mayor o igual a
cero, esto es, una resistencia
siempre absorbe energia del
circuito.

Una resistencia no almacena
energia

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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PRAUZ 449 (2021/22)

i(t)=~/2 Icos(mt + )

(t)=LD-i(t)
- | u(t)=\/ElLa)cos(a)t+go,. +7/2)

p,,.[t)=wLl’ cosQwt+2¢ +x/2)+0

Potencia media

P=0

~+

%

e Se efectua constantemente una transferencia energética entre la
fuente de excitacion y el campo magnético asociado a la bobina.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 255
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i(t) =2 Icos(wt + @)

(t) =CD:-
i(t) u(t) u(t) = \/51(1 / @ C)cos(wt + Q. —7T /2)

p,.(t)=01/wC)’cosRat+2¢ —7/2)+0

Potencia media

P=0

o

e Se efectla constantemente una transferencia energética entre la
fuente de excitacion y el campo eléctrico asociado al condensador

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 256
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7.3. Expresion de la potencia en el campo
complejo. Triangulo de potencias.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 257
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 Un dipolo pasivo se puede 7
representar mediante su jX
impedancia compleja 2,
equivalente, de parte real Ry R

. . . Triangulo de
parte imaginaria X. mpedancias

* Multiplicando todos los lados A

del triangulo por la

. . Uy=X:I

intensidad que entra en el o

dipolo =y
Triangulo de

tensiones

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 258



7.3.1. Expresion de la potencia en g iniersiario
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 Multiplicando nuevamente

los lados del triangulo de U
. . . VA
tensiones por la intensidad X-12
que entra en el dipolo o,
) R-I12
— Cateto horizontal: Potencia Triangulo de
potenuas

media absorbida por la parte
resistiva. Potencia Activa.

— Cateto vertical: Es el valor de Potencia activa: P=RI*=Ulcosg
la amplitud de las oscilaciones
de la potencia absorbida en Ia
componente reactiva del
dipolo. Potencia Reactiva.

Potencia reactiva: Q= XI* =Ulseng

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 259
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7.3.1. Expresion de la potencia en < ;b
e, Campo Complejo PRAUZ 449 (2021/22)

* Dado el triangulo de potencias

S
1Q
P

P
* La hipotenusa de dicho triangulo, de longitud U-l, tiene

dimensiones de potencia y se denomina Potencia
Compleja ( S ).

|

S=P+jQ=Ulcosp + jUlsenp

e El modulo de dicho vector, S, recibe el nombre de

Potencia Aparente.
S=UI=+P’ +Q@




7.3.1. Expresion de la potencia en g iniersiario
e, Campo Complejo PRAUZ 449 (2021/22)

* Expresion general de la potencia compleja

* Sean un dipoloy las referencias mostradas en la figura:
|

le—»
+

U Dipolo

1 e—

* La potencia compleja absorbida por el dipolo se calcula:

Saps =U'L™

= abs

donde /* denota al conjugado de la intensidad compleja /

P: potencia activa:W (Vatios)
* Unidades:{ Q:potencia reactiva:var (Voltamperios reactivos)

S : potencia aparente :VA (Voltamperios)

— Curso OCW de Fundamentos d; Electrotecnia 261
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* La potencia activa es la potencia consumida por
un elemento y que se invierte en realizar un
trabajo.

 Tanto la potencia aparente como la potencia
reactiva no tienen significado fisico. Se definen
porque son utiles para los calculos electrotécnicos
y porque se pueden medir.

* La potencia reactiva es un indicador de la energia
intercambiada en cada semiciclo entre los elementos
gue almacenan energia y la fuente de excitacion.

* La potencia aparente es un indicador de |Ia
disponibilidad o limitacion de una instalacion.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 262
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A partir del triongulo de potencias, se puede

escribir:

S=\P +Q@

Q=P-1g¢p

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia

[¥,)

P=Scosp
Q=Ssen@

jQ
Dado que: S=U:/

P=Ulcosgp
Q=Ulseng
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7.3.2. Triangulo de potencias
(2021/22)
* El signo de las potencias activa y reactiva absorbidas 1 ]
por un dipolo, depende del angulo entre la tension en U Dipolo

bornes del dipolo y la intensidad que lo atraviesa. De
esta manera y para las referencias indicadas, se tiene:

¢ =¢,~¢;>0
Pabs >0 Receptor
Qabs > 0 Inductivo

¢=¢,~¢;>0
Pabs <0 Generador
Qabs >0 Absorbe Q

I

¢ =¢,~¢;<0
Pabs >0 Receptor
Qabs < 0 Capacitivo

®=0,~¢;<0
Pabs <0 Generador
Qabs <0 Cede Q

264
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PRAUZ 449 (2021/22)

* La especificacion de la potencia en maquinas y equipos
de corriente alterna es diversa y tiene origen practico:

* En maquinas generadoras de corriente alterna vy
transformadores, se expresa su potencia en forma de potencia
aparente (en VA, kVA, MVA). El conocimiento de esta potenciay
de la tension nominal, permite calcular la corriente maxima de
diseno de la maquina

* En motores de corriente alterna se especifica la tension de
alimentacion y la potencia mecanica en el eje (en kW o en CV,
1CV = 736 W), de forma que, conociendo el rendimiento,
permite saber |a potencia activa que absorbe

* En el caso de las reactancias, la potencia se expresa en forma de
potencia reactiva (en var o kvar)
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7.4. Potencia compleja en dipolos pasivos
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7.4.1. Dipolo pasivo genérico

PRAUZ 449 (2021/22)
En términos de su impedancia equivalente:
1 | Z 1’ .
S B S U=zl  Z=R+jX  S=UI*
+ u >
Sops =UN* =Z:11* =R+ jX)I” =RI* + jXI° =P, + jQ,,,
P.. =Rl
entonces: 5

Qabs — XI

* Enun dipolo pasivo, siempre R =0, por lo que: P, . >0

abs

* Sin embargo, puede ocurrir que:

X >0 — Caracter inductivo=Q_, . >0
X <0 — Caracter capacitivo=Q_, <0

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 267
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7.4.1. Dipolo pasivo genérico

PRAUZ 449 (2021/22)
En términos de su admitancia equivalente:
1 | Y 1’ :
s I I=YU Y=G+jB S=UI"
¥ >
§abs — gl* — Q(XQ)* — K * gg* — (G o .IB)UZ — GUZ o ./BU2 _ abs + ./Qabs
Pabs = GU2
entonces: 5

Qabs — _BU

* Enundipolo pasivo, siempre G 20, por lo que: P,,. >0
* Sin embargo, puede ocurrir que:

B <0 — Caracter inductivo = Q

abs

B >0 — Caracter capacitivo = Qabs <0

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 268
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7.4.2. Resistencia

PRAUZ 449 (2021/22)

7.4.3. Bobina

Z=R+ jX=jol , U’
. S =UT*=0+ joll’ =0+ j—
Y=G+jB=—j— o
ol
U2
P, =0 Q,, =wll’=—2>0
ans C()L




7.4.4 . Condensador

1
Z=R+ X=—j—
B woC
Y=G+ jB=jwC
Pabs:O

% o) Centro Universitario
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PRAUZ 449 (2021/22)
I2
—=0—jU’aC
wC
——wCU* <0

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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Tipo de
Impedancia Constitucion Valor de Z Potencia activa y reactiva
(Tipo de carga)
Puramente ._/\/\R/\,_. Z—Z;ij P..=R12=U?/R>0
Resistiva Resistencia E _R |00 Q,,.=0
Z=jol
L = Paps = O
Puramgnte Z=0+jol ags :
Inductiva e 7= ol 902 Q. = oL 12=U%wlL>0
C Z=—j(1/®C) P,.=0
P - :
Cl;ra;:;;:;cae °_‘ }—’ Z=0-j(1/uC) Q. =— (1/®C)1? =
P Condensador Z = (1/®C) | =902 = U2/ (1/wC) < 0
De caracter R L Z=R+jX, (X>0) P..=RI:2=U?/R>0
Inductivo O Z=R+jol Q= oll?=U?%wL>0

_ P..=R:1:2=U2/R>0

R+ jXc (Xc<0) abs =_R(1/(DRc).| 2 —

=R —j(1/0C) s ¢
=U2/-(1/oC) <0

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 272
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7.5. Factor de potencia

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 273
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7.5.1 Definicion del factor de b
p o ten Cia PRAUZ 449 (2021/22)

En general, en un dipolo, la potencia activa es menor
que la potencia aparente

Se define el Factor de potencia como la relacion:

P
d.p.=—
f.d.p S

En regimen estacionario sinusoidal:

[0}

P Ulcosgp
iQ d.p.=—= = COS
f j f.d.p S Ul 1
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7.5.1 Definicion del factor de Bt
p (0] te nc i a PRAUZ 449 (2021/22)

* El angulo ¢ es el angulo entre la tension
compleja en bornes de un dipolo y la
intensidad compleja que lo atraviesa. Si el
dipolo es pasivo, este angulo es el argumento
de su impedancia equivalente.

 La tension de trabajo de un generador es una
magnitud esencialmente constante, y viene dada
por el disefio de su aislamiento y por el campo
magnético admisible en su interior, mientras que
su corriente maxima viene dada por la seccion de
sus conductores.
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p (0] te nc i a PRAUZ 449 (2021/22)

e Asi pues, la medida de la capacidad de un
generador, que viene dada por su potencia
aparente, es esencialmente constante.

s |
wl\@z QZ\

* Dependiendo del factor Pde potencia con el que

trabaje una instalacion, ésta estara mejor o peor
aprovechada.
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7.5.1 Definicion del factor de Q) Sareo Unbvarsturio
p (0] te nc i a . PRAUZ 449 (2021/22)
cosp=1
cos¢p =0
S || Q
S
Q=0
> g
P=0

e Observando los dos casos limite: (aprovechamiento)

— En el caso de factor de potencia unidad, la potencia activa
y la potencia aparente coinciden, con lo cual, la potencia
reactiva consumida es cero.

— En el caso de factor de potencia igual a cero, la potencia
reactiva y la potencia aparente coinciden, con lo que la
potencia activa es nula
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7.5.2. Efectos de un factor de B
pOtenCia bajo PRAUZ 449 (2021/22)

* Para una misma potencia activa, a menor factor de
potencia, mayor es la intensidad que circula por las
lineas.

__P
Ucoso
 Este incremento de la intensidad, como consecuencia
de un factor de potencia bajo, lleva, entre otros
efectos, a un aumento de pérdidas por efecto Joule
en los conductores del generador y en las lineas de

transporte de energia. Ademas, aumentan las caidas
de tension en dichas lineas de transporte.

si P, U=ctes y cos goi =




% ¥ Centro Universitario

7.5.2. Efectos de un factor de ) S toree
pOtenCia bajo PRAUZ 449 (2021/22)

 Otro efecto que se produce, a causa de un factor de
potencia bajo, es la saturacion de la capacidad de un

sistema.

Generador:

* Supongamos el sistema:
S=Ul__ =10000 VA

R, +jX | S 10000

S e [ =—=—=100A

I N U 100 ——
: Carga:
E, C@ 100 V 100 V Z
P=1kW P =Ulcosp =1000 W
S =10 kVA
! ] cos 9=0,1 p 1000

Generacion Transporte Consumo I= UCOS¢ _ 100-0,1 =100 A

Sistema saturado

279
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7.5.2. Efectos de un factor de T i eaton
pOtenCia bajo PRAUZ 449 (2021/22)

* £l mismo sistema operando con mejor factor de

potencia:
Generador:
RgtiX, |
. I S=Ul,_, =10000 VA
"
S 10000
100V Z lmax :U: 100 :w
P=1kW
S=10kVA Y Y cos ¢=1 Carga:
Generacién | Transporte | Consumo P =Ulcosp =1000 W

P 1000
«Sobran» 90 A | = = =10 A
Ucos¢g 1001 —

— En la primera situacion, con un consumidor se alcanza la capacidad
maxima del sistema. En el segundo caso es posible alimentar a mas
usuarios con el mismo sistema.
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7.5.2. Efectos de un factor de @ggf;;rg;;gggsitario
pOtenCia bajo PRAUZ 449 (2021/22)

e Como se ha visto:

— Las peérdidas en los sistemas eléctricos (tanto en la
generacion como en el transporte) aumentan cuando se
dan factores de potencia bajos.

— El aprovechamiento de las instalaciones generadoras y de
transporte de energia eléctrica es mucho peor si se dan
factores de potencia bajos.

e £/ RETB (Reglamento Electrotécnico para Baja

Tension) obliga a que los receptores trabajen con un

factor de potencia mayor de 0,9.

 Si el f.d.p. es menor, sera necesario“compensar el
factor de potencia” de una instalacion.
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7.5.3. Compensacion del factor de L7 deTa Defentasrmne
pOte nc i a PRAUZ 449 (2021/22)

* Dado que las lineas de transporte y la mayoria de receptores
presentan caracter inductivo, es decir, absorben potencia
reactiva, la compensacion del factor de potencia se hace
mediante la conexion, en paralelo con el receptor, de baterias
de condensadores (elementos que ceden potencia reactiva sin
consumir potencia activa).

* Esta conexion hace que la potencia reactiva total consumida
por el sistema compensado sea menor que la potencia
reactiva absorbida por el receptor trabajando aislado y, por lo
tanto, gue aumente el factor de potencia del conjunto.

1. 5
+ .
C Dipolo
u T Receptor
1’ ® e
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7.5.3. Compensacion del factor de 4./ de la Defensaz.

p oten Ci a PRAUZ 449 (2021/22)
"""""""""" N Dipolo:
1 ; ) N Absorbe P
.|.. ,"'/ I “‘\.‘ Absorbe Q
€|/ | Dipolo |
QI T 1 |Receptor \ Conjunto:
Absorbe la misma P
1e— © Absorbe menos Q
Condensador:
No absorbe P
Cede Q

* Lla potencia reactiva que cede un condensador
sometido a una tension U vale:
U2
Q. =X’= ~ - wCU’
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7.5.3. Compensacion del factor de g inmersiario
p (0] te nc i a PRAUZ 449 (2021/22)

Al conectar una bateria de condensadores en
paralelo con un receptor que consume potencia
reactiva, la nueva potencia reactiva que absorbe el
conjunto sera:

Qabs total Qabs receptor o chd condensador

* Mientras que la potencia activa del conjunto
permanecera constante, ya que el condensador no
absorbe potencia activa.

e Entonces:

chd condensador = Qabs receptor o Qabs total
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7.5.3. Compensacion del factor de 40 de la Defensa
pOte nc i a PRAUZ 449 (2021/22)

* Representando esto en el triangulo de potencias:

e El valor de Ia cach):lcidad de la bateria de
condensadores requerida para pasar de factor de
potencia cosp a un factor de potencia cos@p’ se
calcula:

chdcondensador :Q_QI:Ptg(D—Ptg(D|:P(tg§0—tg(D|)
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7.5.3. Compensacion del factor de L7 deTa Defentasrmne
pO tenc i a PRAUZ 449 (2021/22)

* Dado que Ila potencia reactiva que cede un
condensador vale:

. 2
chd condensador ~— wCU

e Fntonces:

wCU’ = P(tgp —tge')

 Con lo que:

_ Pltgp —tge’)

C
U’
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7.6. Teoremas relacionados con la potencia en
RES
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7.6.1. Teorema de Boucherot ons 0 2021722

* En todo circuito alimentado por fuentes
sinusoidales de la misma pulsacion, se conservan,
de manera independiente, la potencia activa y la

potencia reactiva.

=57y T
algebraica N S +j Q —
Z Qabs _0 abs abs ‘ 3 abs'

algebraica _

Atencion: =0 A Z S, =

—abs

288
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7.6.2. Teorema de la maxima Pl
tranSferenCia de potencia PRAUZ 449 (2021/22)

 Enunciado 1: De entre las infinitas impedancias que
pueden conectarse en bornes de un dipolo activo
alimentado por fuentes sinusoidales, absorbera la
maxima potencia activa la impedancia para la que se
cumpla que su valor sea igual al conjugado de la
impedancia compleja del equivalente Thévenin del
dipolo al cual se conecta.

""""""
-7 S~
S
.

Z absorbe la max P si:

*

=7

= —eq

P

donde: Z, =R, —jX,,
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7. 6.2, Teorema de Ia ma’xima :‘ *?Centro Universitario

I de la Defensa

tranSferenCia de potencia PRAUZ 449 (2021/22)

En muchas aplicaciones es importante lograr la maxima
transferencia de potencia entre el circuito y la carga que

alimenta.
En otras no se busca esta transferencia maxima, ya que,
cuando se da, el rendimiento del circuito es del 50%. (Ejempio:

Transporte de energia eléctrica)

Zoq=Reqt Xeq | Z;=ZL,+Z=R, + X, +R, . — X, =2R,
1 u, U U; U:
) : l=—=—- = Pasz:lz'Req: O2 Req: :
U,(0) Z=R.~ Xeq 2 2R, 1 4R?, 4R,
2
: U
Pb V4 4Req
U2 U2 n=—-——= =0,5
_ 72 _ 0 _ 0 ) 2
Pced fuente — / .(Req + Req ) T 4R2 2Req T 2R Pced fuente UO
e o 2R,

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 290




£ o

7.6.2. Teorema de la maxima Pl
tranSferenCia de potencia PRAUZ 449 (2021/22)

 Enunciado 2: De entre las infinitas resistencias que
pueden conectarse en bornes de un dipolo activo
alimentado por fuentes sinusoidales, absorbera la
maxima potencia activa la resistencia para la que se
cumpla que su valor sea igual al modulo de la
impedancia compleja del equivalente Thévenin del
dipolo al cual se conecta.

""""""
- S
S
~,

R absorbe la max P si:

R=Z,

P

. . 2 2
donde: Z, = \/Req + X,
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7.7. Medida de la potencia
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7. 7. M@dida de Ia potencia Hdela Defensa

PRAUZ 449 (2021/22)

* Potencia aparente:

— Si se conoce el valor eficaz de la tension en bornes de
un elemento, y el valor eficaz de la intensidad que
circula por él, se puede conocer |la potencia aparente,
ya que:

S=U
e Potencia activa:

— El instrumento utilizado para la medida de |la potencia
activa se denomina Vatimetro.

— Dado que: P =U-l-cosgp
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7. 7. M@dida de Ia potencia ‘wdela Defensa

PRAUZ 449 (2021/22)

— Un vatimetro ha de medir la tension eficaz, la intensidad
eficaz y el coseno del angulo de desfase entre estas dos
magnitudes.

— Para ello, este equipo consta de un elemento que mide Ia
tension, llamado bobina voltimétrica y que se conecta en
paralelo con la tension que se desea medir; y un elemento
encargado de medir la intensidad, denominado bobina
amperimetrica y que se coloca en serie con la intensidad a
medir.

— El producto de estas tres magnitudes da como resultado Ia
medida de la potencia activa que absorbe |la parte del
circuito que se encuentra «aguas abajo» del punto de
conexion del vatimetro.
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7. 7, Medida de Ia potencia ‘ﬂ&gdela Defensa

PRAUZ 449 (2021/22)

— El simbolo empleado para el vatimetro es:

Bobina voltimétrica

e \—Bobina amperimétrica

e Potencia reactiva:

— El instrumento utilizado para la medida de Ia

potencia reactiva se denomina Varimetro. ~
\'

— Su principio de funcionamiento es el mismo que
el del vatimetro, pero utilizando el seno del
angulo de desfase entre tension e intensidad
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R-7.1. Expresion de la potencia en T §es fniversitare
e, Campo CompIEjo PRAUZ 449 (2021/22)

 Dado un dipolo en RES, y para las referencias de la figura:
I

1 e -
u Dipolo
v
* Se define la Potencia Compleja absorbida ( S, ) como:

S

be = [J-]* (I*eselconjugadode )
—0DS —_— -

* La Potencia Compleja es un numero complejo, es decir,
tiene parte real y parte imaginaria.

§abs abs T -/ Qabs




R-7.1. Expresion de la potencia en T §es fniversitare
e, Campo CompIEjo PRAUZ 449 (2021/22)

* Representacion de S en el plano complejo:

Im |

Mas habitual

o

lmv)

Triangulo de potencias

* Al modulo de la potencia compleja, S, se le denomina Potencia Aparente.
* A la parte real de |a potencia compleja, P, se le denomina Potencia Activa.

* A la parte imaginaria de la potencia compleja, Q, se le denomina Potencia
Reactiva.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 298



R-7.1. Expresion de la potencia en T §es fniversitare
e, Campo CompIEjo PRAUZ 449 (2021/22)
Unidades:

 S: Potencia aparente: Voltamperios (VA)

e P: Potencia activa: Vatios (W)

* Q: Potencia reactiva: Voltamperios reactivos (var)

Ue, S=U-I
D) < —
-0, o=¢,—0,=0=(U,1)

A partir del triangulo de potencias se deduce:

't8§0=g
. S=AP + Q@ P
e« P=Scosp=U-Icosp *Q=P1gp
e Q=Ssenp=U-Isen@ -cosgo:g
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R-7.1. Expresion de la potencia en T §es fniversitare
e, Campo Complejo PRAUZ 449 (2021/22)

Si el dipolo es pasivo:

| I Z
1 e - -
- 1 oe—— —————— 1’
0 Dlpf)|0 —— -
= pasivo U
! 7=R+jX

Dadoque: U=Z-1=(R+ jX)-I

=U-I*=(R+jX)-1-I*=(R+jX)-I’=R-I’+jX-I°=P,_+jQ,,.
Identificando partes reales y partes imaginarias:

p

abs

S

= abs

=R- [2 - Potencia activa: es absorbida por la parte real de la impedancia

Q e = X-/ ? = Potencia reactiva: es absorbida por la parte imaginaria de la impedancia
aos
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R-7.1. Expresion de la potencia en T §es fniversitare

e, CampO Complejo PRAUZ 449 (2021/22)
| Y
1 —1 Y=G+ B
m -

Dadoque: /=Y -U=(G+ jB)-U
Sups =U-1*=U-[(G+B)-U]*=(G~jB)-U-U*=(G~ jB)-U" =
:GU __/BU 0b5+-/Qabs

Identificando partes reales y partes imaginarias:

P e = G- U2 - Potencia activa: es absorbida por la parte real de la admitancia
aos
Q ) ——B. U - Potencia reactiva: es absorbida por la parte imaginaria de la admitancia
aos
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R-7.2. Potencia compleja en 1) G Defencars
dipolos pasivos basicos PRAUZ 449 (2021/22)
* Resistencia: Z=R (R+j0); Y=G (G+jO)
— Potencia activa: P —RP=G-U? —— >0

abs

— Potencia reactiva: Q, =X-'=—G-U*=0

* Bobina:Z=jol (0+ wlL); Y=—j(1/ wlL) (0+j(—1/ wl))

— Potencia activa: , ,
. . Pb =R-I"=G-U" =0
— Potencia reactiva: ¢ 1

Q, =X-I'=—G-U' =0l =—U*—20
+ Condensador: 7 = —j(1/ &C) (0+ j(— 1/ &C)); ¥L jaxC
— Potencia activa:
— Potencia reactivafiss = R-I"=G-U"=0
Q, =XI"=-G-U’ —— 1 P e pc’—<0
aoC
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R-7.3. Definicion del factor de () G2 Detanea s
p (0] te nc i a PRAUZ 449 (2021/22)

 En general, en un dipolo, la potencia activa es menor
que la potencia aparente.

* Se define el Factor de potencia como la relacion:

P
a.p.=—
fd.p .
. P Ul
1Q f.d.p.:E: Z)lsggzcosgo

—~\  Dipolo Pasi 1
(p:(g,l) M (DZ(Q ,l)zgoz (argumento de su impedancia)
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R-7.3. Definicion del factor de Bt
p (0] te nc i a PRAUZ 449 (2021/22)

* Para una misma potencia aparente: (S = U-l)

Si ¢, > @, = cos ¢, < cos ¢,
S Q, ‘P, <P, yQ;>Q,
S /\ * La instalacion estara peor aprovechada
cuanto mayor sea el angulo de desfase
[0) \(Pz Q, :
L entre U e |, es decir, cuanto menor sea el

Pr B f.d.p.
* Para la misma tension y la misma potencia activa: (P = U-I-cos ¢)

r Sip,>@,=cosp,<cosp,=>1,>1,

(A peor factor de potencia, mas

intensidad circula por la instalacién)
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R-7.4. Compensacion del factor de T 5es iniversitare

potencia

PRAUZ 449 (2021/22)

* Dado que las lineas de transporte y la mayoria de receptores
presentan caracter inductivo, es decir, absorben potencia
reactiva, la compensacion del factor de potencia se hace,
habitualmente, mediante la conexion, en paralelo con el
receptor, de baterias de condensadores (elementos que ceden
potencia reactiva sin consumir potencia activa).

1.
+

U

e Esta conexion hace ‘guefa~potet.w..—. .

Dipolo
Receptor

ctiva total consumida

por el sistema compensado sea menor que la potencia
reactiva absorbida por el receptor trabajando aislado y, por lo
tanto, gue aumente el factor de potencia del conjunto.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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R-7.4. Compensacion del factor de
potencia

-~

~~o

- ~o,

Dipolo:

* Absorbe P
* Absorbe Q

:4»‘-’ *5 Centro Universitario
Yy de la Defensa zaragoza

PRAUZ 449 (2021/22)

Dipolo
Receptor

Resultado:

El conjunto:

* Absorbe la misma P

* Absorbe menos Q
—=Disminuye ¢
—> Aumenta cos ¢ (f.d.p.)

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia

Condensador:
*No absorbe P

*Cede Q
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R-7.4. Compensacion del factor de ;S aniversitario

§ i@
Y de la Defensa

pOte nc i a PRAUZ 449 (2021/22)

e Al conectar una bateria de condensadores en
paralelo con un receptor que consume potencia

reactiva, la potencia reactiva que absorbe el conjunto
disminuye:

Q . Q . Q SC: Sin condensador
absCC =~ “abs SC ced condensador
CC: Con condensador

* Por el contrario, la potencia activa absorbida por el
conjunto permanecera constante, ya que el
condensador no absorbe ni cede potencia activa.
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R-7.4. Compensacion del factor de T 5es iniversitare
pOte nc i a PRAUZ 449 (2021/22)

* Representando esto en el triangulo de potencias:

JQ abs Cond

JQ abs CC
Pcc

IDabs sc~ Pabs CC
SC: Sin condensador

CC: Con condensador

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 308
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R-7.4. Compensacion del factor de T 5es iniversitare
pOte nc i a PRAUZ 449 (2021/22)

* £Il valor de la capacidad de Ila bateria de
condensadores requerida para pasar del factor de
potencia cos ..., @ un factor de potencia cos @y, se
calcula:

chd condensador — Qabs sc Qabs cC

=P, t90sc — P tg@.. =P, (tgp,. —tgp..)

chd condensador — QabsSC o QabsCC

* Dado que Ila potencia reactiva que cede un
condensador vale:

. 2
chd condensador ~— C()CU
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R-7.4. Compensacion del factor de T 5es iniversitare
pOte nc i a PRAUZ 449 (2021/22)

e Fntonces:

G)CUZ — Qabs sc Qabs cc — P(tggo.SC - tgngC)

 Con lo que:

abs (tg q”m:aa/ o tg ggf/na/ )

C =
U’

* Condensador optimo: El que consigue que cos @, = 1

C . abs tg ¢IHICIG/
optimo 2
wU
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R-7.5. Teorema de Boucherot %9} de Ia Defensa

PRAUZ 449 (2021/22)

* En todo circuito alimentado por fuentes
sinusoidales de la misma pulsacion, se conservan,
de manera independiente, la potencia activa y la

potencia reactiva.

=57y T
algebraica N S +j Q —
Z Qabs _0 abs abs ‘ 3 abs'

algebraica _

Atencion: =0 A Z S, =

—abs

311
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R-7.6. Teorema de la maxima 0 G2 e Defonea e
tranSferenCia de potencia PRAUZ 449 (2021/22)

* Enunciado 1: De entre las infinitas impedancias que
pueden conectarse en bornes de un dipolo activo
alimentado por fuentes sinusoidales, absorbera la
maxima potencia activa la impedancia cuyo valor sea:
Z=(2,¢)*

* Enunciado 2: De entre las infinitas resistencias que
pueden conectarse en bornes de un dipolo activo
alimentado por fuentes sinusoidales, absorbera la
maxima potencia activa la resistencia cuyo valor sea:
R=Z,,.

* En ambos enunciados, Zeq es la impedancia compleja del
equivalente Théevenin del dipolo al cual se conecta bien la
impedancia o bien la resistencia.




"é‘* 2 y Centro Universitario
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Impedancias en régimen estacionario sinusoidal

PRAUZ 449 (2021/22)

T!pO. i Simbolo Z U respecto de | Potencia activa y reactiva
(tipo de carga) = - -
R £=R Pabs = R-F =U?/R >0
Resistiva pura A A A Z=R+j0 U esta en fase con | e = Qu, =0
Z=RJ0° =
Inductiva pura Jol y 2 ZZJ U adelanta 902a | it =10
=0+jo Aol =al 2 2
00— = ngog Qaps = GL-1* = UL >0
-
jooC Z=-j(1/aC) Pape = 0
Capacitiva pura _i I—‘ Z=0-j(1/aC) U retrasa 902 respecto de | Qaps = — (1/@C)-1* =
Z=(1/eC) |90 =U%/-(1/eC) <0
- joL Z=R+jX  (X>0)
& fit ' Z=R+jol . Pabs = Rela” =Ug /R > 0
De caracter inductivo ‘—/\/\/\,—W = s U adelanta a | un angulo @; % 3
Z:Jmarctg— Qabs = OLI" = U/l >0
~ L=
1 Z=R+]Xc (Xc<0) .
= bl E Pabs = Relg” =Ug’/R >0
h fE R joC £=R J(I/QC) U retrasa respecto de | un - . v/ 2
De caracter capacitivo '—'\/\/\/—| ’_. ; 1 1/ 6C - . = Qaps = — (1/C)Ic" =
Z=,[R*+ ey arctg angulo @z a Ucz/_ (1/eC) < 0

Recordar que:

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia

En una impedancia, el DESFASE entre tension e intensidad es igual al argumento de la impedancia.

En una impedancia, absorbe POTENCIA ACTIVA la parte real de la impedancia.
En una impedancia, absorbe POTENCIA REACTIVA la parte imaginaria de la impedancia.
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8.1. Introduccion
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8.1. Introduccion -

PRAUZ 449 (2021/22)

* Los sistemas trifasicos son los mas habitualmente empleados
en la generacion, el transporte y la distribucion de la energia
eléectrica.

* Esto es debido a que los sistemas trifasicos presentan notables
ventajas sobre los monofasicos. Entre estas ventajas se
pueden citar:

— Para transportar una determinada energia a una determinada tension,
con unas determinadas pérdidas, es mas economico el sistema
trifasico ya que supone un ahorro de “cobre” del 25%

— La potencia instantanea es constante. Esto se refleja en un par
totalmente uniforme en los motores trifasicos, y las consiguientes
menores vibraciones

— Los motores trifasicos pueden arrancar por si mismos, mientras que
los monofasicos precisan sistemas de arranque especiales

— Los sistemas trifasicos son capaces de generar campos magnéticos
giratorios

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 318
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8.1. Introduccion -

PRAUZ 449 (2021/22)

 las instalaciones de pequeina potencia (por ejemplo las
instalaciones domeésticas) son monofasicas, pero no se tratan
mas que de una derivacion de un sistema trifasico.

 Para conocer y estudiar el funcionamiento de los sistemas
electricos de potencia se hace necesario entonces conocer el
andlisis de los circuitos trifasicos. No obstante, hay que tener
en cuenta que:

— Las técnicas de analisis vistas en el caso de circuitos monofasicos son
aplicables directamente a sistemas trifasicos.

— En muchas ocasiones, el analisis de los sistemas trifasicos se efectua
mediante su reduccion a sistemas monofasicos equivalentes, cuyo
estudio ya se ha visto.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 319
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Central hidraulica
400 kY
unna
;_" - Abunadu media tension
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]
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Distribucion en baja tension
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8.2. Generacion de un sistema trifasico
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u,,'(t)

Cou ()
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7 |33 (t)
c— b (t)
] e cC'(t)
u_.(t)=U,sen(wt) U_.

120°

27T
u,.(t)= Uosen(a)t—?j - } Qaa'

4 2
u.(t)= Uosen(a)t — ?ﬂj = Uosen(a)t + ?ﬂj 1200

A 4

Upy
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8.2. Generacion de un sistema {8} oo Detonen
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Se dispone de tres fuentes reales de tension con la
misma amplitud y desfasadas 120° entre si

- Fase: cada una de las partes de un circuito trifasico donde
se genera, se transporta o se utiliza cada una de las

tensiones del sistema

- Secuencia de fases: orden en el que se suceden los
valores maximos de las tensiones en las fases

abc: secuencia directa
acb: secuencia inversa

330
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8.2. Generacion de un sistema (0} G s Defona
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Secuencia directa
N

~cc'

. L;Jaa' DN
. by d C
\ . ’ b
s
c': ....................... a
— 0]
!aal - U O_

U,, =U|-120°

U = U|-2402 = U|120°
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8.2. Generacion de un sistema (0} G s Defona

Ly
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Secuencia inversa
N

Upy
. gaa' ‘\(D
> Q b
. . II C
Ne— @ 5
’ / AN B
=cc' . .
o 2
b
— o
L_Ja al - U 0_

U,, =U—2402=U|120¢

U_. =U|-120°
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8.3. Conexiones en estrella (Y) y en triangulo(A)
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8.3.1. Conexion en estrella
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/
—=ga a ZLa 3
® @
Fase a E.. Z,
ZLa
a" ‘a’
Zgb b ZLb b
® @
.
Faseb  E, Z,. Z,
L 2 " . - & n L
b’ b’
ch c ZLc C
® @
Fase c E,. Z
ZLC
e "
C C
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e Se unen entre si uno de los terminales de cada
una de las fases (punto neutro de la estrella)

d
E Z
—8ad =ga
< : >+ - a, Z,,
al Egb + Zgb b
P ra Qg m—
Z

e |

Im
oQ
(@]

+
I
(0]
(@]

| o

Generador en estrella
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[
a
a Z,
[
Z,
Z, ,
b a’ln

[ —————n
b'[c’ !
!
1
]
Zc :
C — 1
° i
1
1
1
1
1
1
1
1
1
n i
B o e e e e e e o o H

Carga en estrella
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Zga a ZLa 3
€ @
+
Fase a E Z,
—=ga —
ZLa
a" a’
Zgb b ZLb b
@
+
Fase b Eg Z,
Z,
9
b’ b’
ch c ZLc C
@
+
Fase c E,. Z
ZLC
¢ .-
C C
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8.3.2. Conexion en triangulo ons a0 (02128

 Se unen el terminal “final” de una fase con el
terminal “comienzo” de la siguiente:

d
®
a’ Ega{ : >+ ‘ d
Zga
b’ Egb( >+ | b
Zgb
b 7
® C Egc@"'_ C
c Loc

Generador en triangulo
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8.3.2. Conexion en triangulo s orasan

d a
d
([ ¢ T C/
Z,
b )
o .?) Z.
.b Zb
C C l b’
® @
C

Carga en triangulo
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8.4. Conexion de sistemas trifasicos
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Z
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8.4.2. Sistema triangulo - triangulo
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e Sistema A-A

ZLa )
d d
4 L 4
b ZLb bn
8. L
ZLC )
C C
@ 4
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e Sistema Y-A
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e Sistema A-Y

ZLa 7
d d
& 4
Z,
b ZLb bn
. -
ZLC "y
C C
& L
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Red aérea
posada

Tramo protegido
hasta 2,6m

Ked subterranea
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RZ 0B KV Al

“Trenzado”
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8.5. Tensiones e intensidades en sistemas
trifasicos
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8.5.1. Tension de linea o tension o et
com p ues ta PRAUZ 449 (2021/22)

e Tension entre dos conductores de linea.
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8.5.2. Intensidad de linea
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* Intensidad que circula por cada uno de los conductores
de la linea de conexion entre generacion y carga.

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 350
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8.5.3. Tension de fase o tension o e
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e Tension en bornes de cada una de las fases, ya sea de la
generacion o de la carga

a a’
+
U.,
—d N Za
b b’
gbc C E’
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8.5.4. Intensidad de fase .. de la Defensa
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* Intensidad que circula por cada fuente de la generacion o
por cada impedancia de la carga.

d d

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 352
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Tensiones e intensidades

En una conexion en triangulo, las
tensiones de linea coinciden con las
tensiones de fase.
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En una conexidon en estrella, las
intensidades de linea coinciden con
las intensidades de fase.

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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8.6. Sistemas trifasicos equilibrados

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 354
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e Sistema equilibrado: Cuando son iguales las
impedancias en cada de las fases que componen
las cargas, son iguales las impedancias internas
de las fuentes que representan cada fase de la
generacion y son iguales las impedancias de las
tres lineas que unen generacion y carga, y las
fuentes de tension que representan la generacion

tienen el mismo valor eficaz y estan defasadas
120°.
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Ejemplo de sistema equilibrado

Z
3 e
Zg
VA
b 4
C ZL
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* Relacion entre tensiones de linea y tensiones de fase

—Ca

d
+
+
ua b !an Za

U

~ab ~an

Suponiendo sist. eq. secuencia directa:

U, =U.|02 <« origen de fases
u,, =U.|-120°
U, =U.|+1209°

U =Y, —U,,

Por LKT: U, =Y,,-U,
U =U_-U

—Ca —Ccn —an

=U,, U, =U, (102-1-1202)=+/3-U, (1309)

Estoes: Si U, =U,

Uab:UL:\/E.UF

= Uca — UL

c

Las tensiones de linea adelantan 30 @

Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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8.6.1. Relacion entre magnitudes ;ii5eens
de Iinea y de fase PRAUZ 449 (2021/22)

Secuencia directa: U,,, U, ., U,

En triangulo, las tensiones de linea
coinciden con las tensiones de fase

gab — gan - gbn

_ubn . e 7 .
Comprobar que en sist. trifasicos
equilibrados de secuencia inversa:

U, =Y, :\/g'UF

1202

U, adelanta 302a U_,
Las tensiones de linea retrasan

302 respecto de las tensiones

Comprobar que:
de fase correspondientes.

U, adelanta302a U,
U_ adelanta302a U,

358
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de I"nea y de fase PRAUZ 449 (2021/22)
* Relacion entre intensidades de linea e intens. de fase
o Suponiendo sist. eq. secuencia directa:

l,, =1.|02 <« origen de fases

l,, =1.|-1202
I, =1|+120°
lo=10p =1
Pori12 LK: 1p=1lp—1a
le=1a =1y
b Lo =Ly~ L =1, (1102-1]1209) =31, (1/-302)

Esto es: Si l,=1,=1_=I,

i — Ia:IL:\/g'IF

» Las intensidades de linea restrasan 30 2

Secuencia directa

a las intensidades de fase correspondientes
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de Iinea y de fase PRAUZ 449 (2021/22)

Secuencia directa: |, I, 1.

En estrella, las intensidades de linea
coinciden con las intensidades de fase

Comprobar que en sist. trifasicos
equilibrados de secuencia inversa:

l, =1, :\/g'IF

o
I, retrasa 302 a |,

Las intensidades de linea adelantan
302 respecto de las intensidades
de fase correspondientes.

Comprobar que:
I, retrasa 302 a |, .
|.adelanta 302al_,

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 360
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* Fquivalente Y-Y

IN
i)

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 361
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8.6.2. Equivalentes monofasicos =
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Ega = Zg .la +ZL .la +Z'la +ZN lnn' = (Zg +ZL +Z la +ZN lnn' E
—gcC
Egp =Zy Ly + Zyly+ Zly + Zuloy =(Zy + 2+ Z)ly + Zy oy - -
s =ga —ga
Epe =2yl + 2l + 2+ 23y =(Z, + 2+ 2) L+ 2ol % g
EgotEgy+Eq =(Z,+Z,+2Z)(I, +1,+1.)+32Z, 1, UM% N S B,
= O \‘
Ega +£gb +§gc - O

Como: 1, =(I,+1,+I,)

(2,+2,+2+32,)(1,+1,+1.)=0 = (1, +1,+1,)=0 = L,,=0 = U, =0

Esto es: En un sistema trifasico equilibrado Y-Y, los neutros de las estrellas siempre
estan a la misma tension.

Si esto es asi, podemos unir dichos neutros mediante un cortocircuito, tal y como se ve
en el esquema siguiente:

362
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* Equivalente Y-Y

Aplicando la 22LK a las trayectorias indicadas en la figura, se tiene que:
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—ga _gb . Egc
@l (z,+2,+2) @I (z,+2,+2) @ lc_(;g+;+;)

Intensidades que también se obtienen si se analizan los tres circuitos monofasicos:

lba 4« l, b b’
Zg Zg
+ Z + Z
Ega Egb
n n’ n n’

Equivalentes monofasicos de un sistema Y-Y

Basta con analizar uno los equivalentes para obtener las tensiones e intensidades para
el resto de las fases. S6lo habra que tener en cuenta que estas tensiones e intensidades
seran fasores desfasados 1209 respecto de las calculadas sobre el equivalente elegido.
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IN

IN
O

IN
O

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia
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8.6.3. Equivalencia de cargas

* Cargas en estrella en paralelo

z

a =1

b 4

] Z,
Ll 4] |4%

~
~
~ /’
~ P
S -~
-~ -
-~y -
-~ -
-
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IN
[uy

IN
N
IN
=

IN
N
IN

IN
N
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8.6.3. Equivalencia de cargas

* Cargas en triangulo en paralelo

—pg »
Z,
° Py +
Z,
C
. —
Z, £,
L— -0 »
Z)
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2
T
Z Z,
b :E Z, Z,
| IR |
JA Z,
¢ T
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8.6.4. Potencia en sistemas i e
trifa'SiCOS eqUiIibrados PRAUZ 449 (2021/22)

* Sea un sistema trifasico equilibrado:

b Carga
Trifasica

— La potencia activa absorbida por una fase vale:

P.=U.l.cosg
— Como el sistema es equilibrado, |la potencia absorbida
por las 3 fases vale:

P. =3P. =3U,:I. cos¢

— Curso OCW de Fundamentos de Electrotecnia 368
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8.6.4. Potencia en sistemas i e
trifa'SiCOS eqUiIibrados PRAUZ 449 (2021/22)

— Dado que en una carga conectada en estrella se
cumple:

— Y si la carga esta conectada en triangulo se cumple:
U, =U,

— IL

NG

— Entonces, en ambos casos:

/

F F \/ELL
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— Y entonces se tiene:
P. = \/EULIL COSQ
Q, =~/3U,lseng
— En los sistemas trifasicos, si se habla de tension o
intensidad y no se indica nada mas, se hace

referencia, de forma implicita, a magnitudes de

linea. Entonces:
P. =/3Ulcosg

Q, = \/§UIseng0

— Atencion: U e | son magnitudes de linea, pero:
o =U., I
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— Dado que la potencia compleja vale:
S, = P, + jQT

— Entonces:

S, =P +jQ, =~/3UI(cosg + jsenp)

— Por lo que la potencia aparente trifasica vale:

S. =3UI

Triangulo de potencias trifasicas Py
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