zsPractica 3. Analisis de datos bidimensionales. Variables cuantitativas.

1- Introduccion.

2- Dibujo de la grafica de dispersion.

3- Calculo del coeficiente de correlacion.

4- Valores de la recta de ajuste y calculo del coeficiente de determinacion.
5- Valores ajustados.

6- Analisis de residuos.

7- (Merece la pena separar la poblacion segun los niveles de un factor?
8- Analisis de observaciones influyentes.

9- Matriz de diagramas de dispersion.

10- Alternativas al ajuste lineal.

11- Actividad propuesta para entrega voluntaria.

12-Ejercicios propuestos.

1. Introduccion.

En esta practica veremos el uso del analisis de regresion en la descripcion de datos bidimensionales.
El fichero que utilizaremos sera el de Davis2 (Davis corregido) y, como ejemplo, comprobaremos hasta qué
punto la altura real de las personas del estudio (Y) se ajusta a la altura que dichas persona declaran que
tienen (X). Cuando queremos realizar una regresion, la X juega el papel de variable explicativa (causa),
mientras que la Y juega el papel de variable que queremos predecir (efecto). En este caso tiene interés,
cuando no sabemos la altura de una persona y se lo preguntamos a ella, cudl es la altura real que podemos
‘deducir’ de su respuesta. En este punto, también conviene decir que, en general, no deberiamos extrapolar
nuestros resultados (recuérdese que los datos pertenecen a personas canadienses que practican deporte de
modo regular) a cualquier poblacion (por ejemplo espafioles sedentarios), puesto que las caracteristicas de las
poblaciones pueden diferir y dar lugar a resultados erroneos.

2. Dibujo de la grafica de dispersion.

El primer paso es la representacion grafica de las dos variables. Para ello, vamos al menti Graficas
>Diagrama de dispersion, scleccionamos como X altura declarada, como Y altura, y en la pestafia
“Opciones” pedimos que dibuje la linea de minimos cuadrados.

Observamos que hay una relacion positiva entre las dos variables (obviamente, a mayor altura
declarada, mayor altura de la persona). En la pestana “Opciones”, podemos “identificar observaciones”
automaticamente. En tal caso, quedan marcados dos datos, el 77 y el 83, como posibles “atipicos” (mas
adelante discutiremos la influencia de datos atipicos en la recta de regresion).

Nota: Asimismo, en la pestafia “Opciones”, podemos activar la opcion ‘Lineas suavizadas’. Se
adjuntara al dibujo una curva obtenida mediante suavizado local de los datos (suavizado loess, que es un
ajuste polinomico local). Su forma global sirve para detectar posibles desviaciones de la linealidad en los
datos.
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3. Calculo del coeficiente de correlacion.

Para el calculo del coeficiente de correlacion de Pearson entre dos variables, hay que usar la opcion:
Estadisticos>Restimenes>Test de correlacion. Seleccionando las variables altura y altura declarada en el
cuadro de dialogo que aparece, y dejando el resto de opciones por defecto, obtendremos:

Pearson's product-moment correlation
data: ALTURA and ALTURADECLARADA

t=60.029, df = 181, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0

95 percent confidence interval:
0.9677122 0.9818710

sample estimates:
cor
0.9757937

Sale informacion muy interesante, pero que no sabemos interpretar todavia. Nos tenemos que fijar en
el final, donde se nos proporciona el coeficiente de correlacion (sefialado en negrita). Esto es, r=0.9758, lo
que indica una correlacion muy alta y de sentido positivo, como ya habiamos visto en el diagrama de
dispersion.

Nota: Cuando el coeficiente de correlacion es bajo, suelen aparecer dudas sobre si existe de verdad
relacion lineal entre las variables. En esos casos (y en general) si queremos saber si el valor del coeficiente
de correlacion que hemos obtenido es indicativo de la presencia o ausencia de relacion (lineal) entre las
variables, en la poblacion de la que hemos extraido los datos, podemos hacer un contraste de hipotesis (de
los que se hablara mas adelante). En este contraste la hipotesis nula es la ausencia de relacion lineal entre las
variables. El valor que hay que mirar en el resumen anterior es el p-value (p-valor). Valores menores que
0.05 rechazarian la hipotesis nula (es decir, la ausencia de relacion) y concluiriamos que las variables no son
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independientes. En nuestro caso, el p-valor es menor que 2.2e-16, indicando que las variables no son
independientes (existe por tanto una relacion entre las variables, y dicha relacion es lineal, como se ha visto
en el grafico de dispersion).

4. Valores de la recta de ajuste y calculo del coeficiente de determinacion.

Aunque en el grafico de dispersion anterior ha salido dibujada la recta de ajuste, no conocemos sus
coeficientes. Para calcularlos, vamos a Estadisticos> Ajuste de modelos> Regresion lineal..., y elegimos
Altura como variable explicada y Alturadeclarada como variable explicativa.

T Regresion Ineal o G — — i
Introducir un nombre para el modelo: RegModel.1
Variable explicada (elegiruna)  Variables explicativas (elegir una o mas)
ALTURA - ALTURA -
ALTURADECLARADA ALTURADECLARADA
PESO PESO
|| PPESODECLARADO - PESODECLARADO v [

Expresicn de seleccidn

<todos los casos valid
4 1 3

i |
[ @Ayuda ] l ’\}1} Reiniciar l[ q{,?hceptar H wCancelar ]l '(F'\/Aplicar l |

De nuevo, en la salida de resultados hay muchas cosas, pero s6lo vamos a fijarnos en lo sefialado en
negrita:

Call:
Im(formula = ALTURA ~ ALTURADECLARADA, data = Davis)

Residuals:
Min  1Q Median 3Q Max
-7.6567 -1.3023 0.2142 1.3433 6.7295

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t))
(Intercept) 12.95340 2.62985 4.926 1.89¢-06 ***
ALTURADECLARADA 0.93545 0.01558 60.029 <2e-16 ***

Signif. codes: 0 "***'(0.001 **'0.01 *' 0.05''0.1""'1

Residual standard error: 1.99 on 181 degrees of freedom

(17 observations deleted due to missingness)
Multiple R-squared: 0.9522, Adjusted R-squared: 0.9519
F-statistic: 3603 on 1 and 181 DF, p-value: <2.2e-16

El valor que acompafia a Intercept es la ordenada en el origen, esto es, a*=12.95340, y el valor que
acompaia a ALTURADECLARADA es la pendiente, esto es: b¥=0.93545. Asi que la recta de regresion es:
Alturapredicha=0.93545-Alturadeclarada+12.95340.

Lo que se denomina Multiple R-squared es 12, el coeficiente de determinacién, que en este caso es

muy alto (0.9522). El coeficiente de determinacion es una medida de la bondad del ajuste y se suele
interpretar en términos de variabilidad de la variable Y explicada a través el modelo. En nuestro caso
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particular, el 95.22% de la variabilidad de la variable A/tura viene explicada por la variable Alturadeclarada
a través de este modelo de regresion simple.

Nota: En el cuadro de dialogo anterior, dentro de la opcion “expresion de seleccion”, se podria haber
seleccionado un subconjunto de los datos para realizar la regresion entre esas dos variables sélo para ese
subconjunto de datos (por ejemplo, hubiésemos puesto SEXO=="F" si hubiésemos querido realizar la
regresion solo para las mujeres). Normalmente no utilizaremos esta opcion para realizar regresiones para
algunos subgrupos, pues tiene algin inconveniente.

Ejercicio: Anota cuanto mides (que seria tu valor de alturadeclarada). Calcula el valor de altura que

predice para ti la anterior recta de regresion (aunque puede no ser una buena prediccion, ya que ti no eres un
chico canadiense que practica deporte de forma regular).

5. Valores ajustados.

Al haber ajustado un modelo a nuestros datos, el menu principal tiene el siguiente aspecto:
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En el campo “Modelo” aparece RegModel.1 (es el nombre que R ha puesto por defecto al ajuste lineal
entre las variables altura y alturadeclarada que hemos realizado anteriormente, pero en el cuadro de dialogo
asociado a Estadisticos> Ajuste de modelos> Regresion lineal..., le podriamos haber puesto otro nombre
al modelo). Lo importante es que con ese modelo podemos crear en nuestro fichero la columna de valores
ajustados y la columna de los errores (residuos) del modelo. Para ello, vamos a Modelos> Aiadir las
estadisticas de las observaciones a los datos... y dejamos activadas las casillas correspondientes a “Valores
ajustados” y “Residuos”. Tras aceptar, al visualizar los datos con el editor veremos que se han afiadido dos
nuevas variables.
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La segunda de las variables (fitted.RegModell.1) son los valores ajustados por la recta calculada en el
apartado 4, esto es: Alturapredicha=0.93545-Alturadeclarada+12.95340. Si queremos, podemos cambiarle el
nombre en el editor y llamarle “Alturapredicha”. La primera de las variables (residual. RegModel.1) son los
errores del modelo, esto es: Altura-Alturapredicha. Podemos cambiarle también el nombre y llamarle
“Error”. Si tras hacer los cambios visualizamos el conjunto de datos, éste tiene el siguiente aspecto:
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Por ejemplo, el primer individuo declaré que media 180 cm (alturadeclarada). Segiin nuestro modelo,
se calcula que mide 181.3340 (alturapredicha). En realidad esta persona mide 182 (altura), por lo que hemos
cometido un error de 0.666 cm.

Ejercicio (continuacion del anterior): Si vas a una farmacia, o te mides en casa, podras calcular tu
altura (tu dato para la variable altura). Altura-Alturapredicha, seria tu error de prediccion.

6. Analisis de residuos.

Conviene representar graficamente mediante un diagrama de dispersion (Graficas> Diagrama de
dispersion) los valores de los residuos (seria la Y del diagrama) frente a los valores ajustados (seria la X del
diagrama). Lo ideal es que dichos residuos formasen una ‘nube de puntos’ (esto es, correlacion cercana a 0),
pues esto significaria que mediante nuestro modelo hemos eliminado toda la asociacién en nuestros datos.
Esta representacion grafica también sirve para ver si existen observaciones atipicas que podrian haber
llegado a distorsionar nuestros resultados.
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Vemos que la grafica resulta bastante satisfactoria. Al igual que antes, si en la pestafia “Opciones”
hemos activado “Identificar observaciones” automaticamente, notamos que el error mas extremo se produce
para el dato 83 (con una equivocacioén de casi -8 centimetros). Como se ha comentado con anterioridad,
dicho dato no se separa excesivamente de la nube de puntos.

Nota: En el caso de regresion lineal, el grafico de los residuos frente a la variable explicativa proporcionaria
la misma informacion. Pero con vistas a modelos mas generales, es mejor colocar en el eje de las X los
valores ajustados.

7. (Merece la pena separar la poblacion segun los niveles de un factor?.

Para observar si merece la pena el estudio para los diferentes niveles de un factor (por ejemplo, para
hombres y mujeres por separado), en el cuadro de dialogo asociado a Graficas> Diagrama de dispersion,
se seleccionaria la variable sexo pulsando el boton “Grafica por grupos”. De esta manera, se ajustarian
rectas diferentes para hombres y mujeres. Obtenemos el siguiente resultado, en el que se observa como no
existe practicamente diferencia entre las dos rectas. Las opciones elegidas en la pestafia “Opciones” has sido
“Linea de minimos cuadrados” y “No identificar” observaciones.
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Nota 1: En este caso la diferencia no parece sustancial, pero en algunas ocasiones, el realizar analisis
separados por grupos heterogéneos puede mejorar apreciablemente los resultados de la regresion.

Nota 2: Aun cuando en el diagrama de dispersion las rectas pueden dibujarse separadas para sexos, si
se quisieran calcular coeficientes de correlacion y rectas de regresion por separado para cada sexo,
tendriamos que utilizar la opcion Datos> Conjunto de datos activo> Filtrar el conjunto de datos activo,
tal y como se hizo en la primera practica. De esta forma, tendriamos separados los datos correspondientes a
los hombres y a las mujeres en dos ficheros distintos (ficheros Davismasc y Davisfem de la practica 1).

Otra forma seria seleccionar el subconjunto deseado en el cuadro de didlogo de “Regresion lineal”,
como explicamos mas arriba. Pero asi tendriamos el inconveniente de que no podriamos luego pedir valores
ajustados y errores en “Afadir estadisticas de las observaciones a los datos”.

8. Analisis de observaciones influyentes.

En el analisis de residuos de los datos anteriores, hemos observado un dato algo extremo (un chico que
declaraba una altura ‘normal’, pero con un error de prediccion de -8 cm). Normalmente, dicho dato no
afectara mucho al computo global de la recta de regresion, salvo en casos de un error disparatado (de hecho,
puedes repetir los célculos eliminando a ese chico del fichero de datos, y observarias que la recta y el R? no
experimentan muchos cambios). Pero a veces son peligrosos datos con un X extremo que tienen un valor Y
que no sigue la pauta de los demas datos.

Para ver un ejemplo, abrimos el fichero tabaco.rda. Este fichero lo utilizamos en la practica 1, y
contiene datos relativos al consumo de alcohol y tabaco en condados de Gran Bretafia. Se cree que el
consumo de tabaco es un posible predictor para el consumo de alcohol.

- Dibuja el diagrama de dispersion de alcohol (Y) frente a tabaco (X), junto con su recta de ajuste
(¢observas algo?)

- Calcula la recta de regresion. Comprueba que el R? no es nada bueno. Teniendo tan pocas
observaciones, una de las posibles causas podria ser un ‘residuo’ extremo. Obtén los residuos del modelo
(cuando vayas a ‘Afadir las estadisticas de las observaciones a los datos’, pide también que saque las
‘Distancias de Cook’, luego diremos para qué sirve). ;Notas algiin dato extremo en el analisis de
residuos?

- Vuelve a realizar el analisis eliminando el dato mas extremo del fichero (explicamos cémo eliminar
datos en la practica 2). Observa como cambia la recta de regresion, a la par que mejora el R2

Nota 1: El problema estaba en el dato de Irlanda del Norte. Su consumo de tabaco es de los mas altos
(X extrema), mientras que su consumo de alcohol es de los mas bajos (Y que no sigue la pauta del resto de
los condados). Al eliminar ese dato, la regresion ha mejorado sustancialmente (la situacion se agrava por el
pequefio niimero de datos que tenemos).

Nota 2: Una herramienta para observar el efecto de observaciones influyentes, aparte del grafico de
residuos, es la variable ‘distancias de Cook’. Esta variable mide la diferencia entre los parametros del
modelo que se obtiene incluyendo la observacion i-€sima y sin incluirla. En general, se deberia ‘sospechar’
de observaciones cuya distancia de Cook fuese superior a la unidad.

0. Matriz de diagramas de dispersion.

Cuando se tiene un gran nimero de variables, suele resultar de utilidad representarlas por parejas, para
ver relaciones de causalidad mas o menos fuertes entre ellas. Ello se puede hacer mediante la opcion:
Graficas> Matriz de diagramas de dispersion. En el cuadro de didlogo que aparece, las variables que
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queramos estudiar se eligen con el raton y la tecla <Ctrl>. Si en la pestaiia “Opciones” activamos
“Histogramas”, “Lineas de minimos cuadrados” y “Lineas suavizadas”, se obtendra el grafico que figura a
continuacion.

En el grafico, podemos apreciar las parejas de variables con comportamientos mas cercanos a la
linealidad. Altura frente a Altura declarada (y su analoga Peso-Peso declarado) presentan una relacion lineal
muy fuerte. También se observa que hay relacion lineal entre altura y peso, aunque no tan pronunciada como
en los casos anteriores.

r ™
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10. Alternativas al ajuste lineal.

Hasta ahora, hemos considerado observaciones bidimensionales (Xi, yi), y tratado de explicar la Y en
funcidén de la X, considerando que los datos ‘siguen’ una linea recta. Es lo mas habitual, pero no siempre un
modelo lineal explica bien la realidad. Un modelo general de ajuste trata de explicar la variable Y a través de
una funcién de la variable X, es decir, Y*=f(X).

En el modelo lineal se considera f(X) = a + bX, pero se podrian considera otros modelos, tales como:
- Una pardbola: Y* = f(X) = a + bX +cX?

- Una funcién exponencial: Y* = f(X) =a b*
- Una funcidn potencial: Y*=f(X)=a X°

B0 100 120

60

40



- Una hipérbola: Y* =f(X)=a + b/X

Como en la recta de regresion, los parametros del modelo se ‘elegirian’ (ajustarian) por el método de
minimos cuadrados. Todos los modelos indicados arriba, tras una transformacion adecuada, se podrian
estudiar mediante un modelo lineal (véase nota al final).

Ejemplo: Abre el fichero virus.rda. En este fichero tenemos unos datos de laboratorio referentes a la
reproduccion de un virus en un cultivo. La variable “tiempo” representa el tiempo que lleva ese cultivo, la
variable “virus” el nimero de virus presentes en el cultivo y la variable “cultivo” el tipo de cultivo (acido,
basico, neutro). Queremos predecir el niumero de virus en funcidon del tiempo, pero centrandonos en el
cultivo acido.

- En primer lugar, realizamos un filtrado de datos, para quedarnos con los correspondientes al cultivo
acido.
- En segundo lugar, dibujamos la grafica de dispersion.

Podemos observar (hemos dibujado
la recta de ajuste y la linea
suavizada) que los datos se
‘comban’ y que la recta no es un
modelo del todo satisfactorio. En
este caso, por su forma, pareceria
mds apropiado un ajuste parabolico.

VIRUS

TIEMPO

Para realizar el ajuste parabdlico, iremos a Estadisticos> Ajuste de modelos> Modelo lineal y
completaremos el cuadro de didlogo que aparece de la siguiente forma.
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En “Férmula de modelo” se coloca a la izquierda la variable Y (virus). Se podria indicar una
transformacion (por ejemplo, log(virus) indicaria el logaritmo del virus).

A la derecha, la funcion de X que se quiere utilizar. Se utiliza + para indicar cada uno de los
términos lineales del modelo.

I(TIEMPO”2) indica que queremos incluir la potencia de grado 2 de la variable tiempo en el modelo
(el término independiente se incluye por defecto, no hace falta ponerlo).

Los resultados que se obtendrian serian los siguientes:

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 115.552345  4.917038 23.500 <2e-16 ***
TIEMPO  -2.901809 0.455127 -6.376 7.25e-08 ***
I(TIEMPO*2) 0.101647  0.008731 11.642 1.89¢-15 ***

Signif. codes: 0 "™***' (0.001 **'0.01 *' 0.05"'0.1""'1

Residual standard error: 11.73 on 47 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9179, Adjusted R-squared: 0.9144
F-statistic: 262.8 on 2 and 47 DF, p-value: <2.2e-16

El programa nos devuelve los coeficientes del modelo, esto es, tendriamos Viruspredicho =
115.552345 -2.901809 * TIEMPO + 0.101647* TIEMPO"2. El R?, como en el ajuste lineal, nos daria una
medida de la bondad del ajuste. Un R? proximo a 1 indicaria un buen ajuste.

Notas:

El modelo se elegiria segiin la forma de la nube de datos. En caso de duda, se pueden estimar
diferentes modelos y comparar su R?.

Precaucion: El modelo cuadratico siempre ajustara mejor que el modelo lineal (es mas general). Sin
embargo, s6lo es recomendable cuando la forma grafica de los datos indiquen una desviacion de la
linealidad y cuando el R? aumente de modo apreciable con respecto al R? del modelo lineal. Para
terminar, es necesario realizar también un analisis de residuos frente a valores ajustados.
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- Transformaciones para conseguir linealidad: Se puede observar que, mediante una transformacion

apropiada, los modelos indicados al principio se convertirian en modelos lineales. Por ejemplo, si en
el modelo exponencial tomamos logaritmos, tendriamos:

log(Y*) =1log(a) + X log(b)

Mediante dicha transformacion, pasariamos al modelo lineal que ya conocemos (esto es, si
quisiéramos utilizar este ajuste con nuestros virus, en formula del modelo pondriamos a la izquierda
log(VIRUS) y a la derecha TIEMPO). En el modelo hiperbodlico, el modelo lineal se consigue
definiendo X’ = 1/X, con lo que tendriamos el Y* =a + b X’ (en la formula del modelo, pondriamos
a la izquierda VIRUS y a la derecha I(TIEMPO*(-1))).

Las transformaciones anteriores se podrian realizar sobre el fichero de datos, y luego utilizar la
opcion de Regresion Lineal con las variables transformadas.

Ejercicio: Considera otro de los posibles tipos de cultivo (basico o neutro). Indica si seria conveniente

un ajuste lineal. Realiza el ajuste lineal y el ajuste cuadratico y comenta si merece la pena este ultimo.

11.

12.

1))

Actividad propuesta para entrega voluntaria.

Elige un conjunto de datos que quieras estudiar (o, alternativamente, utiliza algun fichero de datos de los
manejados en clase). De los datos elegidos, toma dos variables de tipo continuo que pienses que puedan
estar relacionadas y realiza un ajuste lineal. En concreto:

- Indica cual eliges como X, cual como Y, y por qué.

- Realiza un breve resumen descriptivo de la variable Y.

- Comprueba si el ajuste lineal es apropiado.

- Realiza el ajuste y calcula las predicciones para dos valores concretos de la variable X: uno dentro
del rango de datos y otro fuera de ellos.

- Realiza un analisis de residuos y de valores influyentes.

- Indica si parece necesario un modelo diferente al lineal.

- Piensa en una variable cualitativa que pueda influir en los resultados de la regresion. Comprueba si
mereceria la pena realizar el analisis por grupos.

Ejercicios propuestos.

Se quiere analizar si existe alguna relacion lineal entre la altura y el peso de las personas. Usando los
datos que se encuentran en el fichero Davis2.rda contesta a las siguientes cuestiones.

- A través del diagrama de dispersion, el coeficiente de correlacion, el coeficiente de determinacion y
la recta de regresion, jseria razonable hablar de una relacion lineal entre las dos variables?

- ¢/Qué prevision darias para el peso de una persona, sabiendo que su altura es 175 cm?

- Realiza el mismo estudio anterior solo para las chicas y haz la prevision del nuevo peso suponiendo
que una nueva chica mide 175 cm.

- Realiza el mismo estudio anterior sélo para los chicos y haz la prevision del nuevo peso suponiendo
que un nuevo chico mide 175 cm.

- ¢Qué diferencias observas entre los tres estudios?
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