CURSO BASICO DE MATEMATICAS PARA ESTUDIANTES DE ECONOMICAS Y EMPRESARIALES
Unidad diddctica 6. Matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Autoras: Gloria Jarne, Esperanza Minguillon, Trinidad Zabal

EJERCICIOS RESUELTOS DE DETERMINANTES

1. Calcular los siguientes determinantes:

81 0
-5 13
a) ) - b) |3 -1 -1
4 -3 13 -4
Solucién
a) ‘ '45 13 ) = (-5)(-3) - 4.13 = 15 - 52 = -37
81 0
b) [ 3 -1 -1 | =8(-1)(-4) + 1(-1)1 + 0 -0 - 1.3(-4) - 8.3(-1) =32 -1 + 12 + 24 = 67
1 3 -4
107
2. DadalamatrizA=| 0 1 3 |, calcular:
401

a) El menor complementario del elemento a;
b) El adjunto del elemento a3,

Solucién
a) Para calcular el menor complementario del elemento a;, se escribe el determinante de la matriz
- ) ) 07
eliminando la segunda fila y la primera columna, 01| = 0
17
b) Az = ('1)3+2 03|~ -3
2 3 -1
1
3. Calcular | O > -1 a) Por la regla de Sarrus b) Desarrollando por la segunda
21 4
columna
Solucién
2 3 -1
1 1 1
al| 0 > -1 =2§4+3(-1)(-2)+0—(-1)5(-2)-0-(-2)=4+6—1+2=11
21 4
2 3 -1
1 1
b) 05'1 :3A12+EA22+1A32
21 4
-1
Calculamos cada uno de los adjuntos: Ay = (-1)1*? _02 4 ‘ =-(0-2)=2
2 -1 2 -1
Ay = (‘1)2+2 -2 4 =8-2=6 Az = ('1)3+2 0 -1 =-(-2)=2

Y sustituimos en el desarrollo del determinante:

© Proyecto de innovacién ARAGON TRES 1




CURSO BASICO DE MATEMATICAS PARA ESTUDIANTES DE ECONOMICAS Y EMPRESARIALES
Unidad diddctica 6. Matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Autoras: Gloria Jarne, Esperanza Minguillon, Trinidad Zabal

2 3 -1

1 1 1

02'1 :3A12+§A22+1A32:3.2+§6+2:6+3+2:11
-2 1 4

4. Escribir las propiedades de los determinantes que nos permiten asegurar que son ciertas las
siguientes igualdades:

1420 4 10 4 2 0 41 -3 4 2 2
a)5120=110 b)| 120 |=1221 c)|00O0|=0
-3 10 -1 -3 5 -1 -31 -1 00 -1 -31 -1
4 2 2 -31 -1 4 -3 2 4 20 8
dH|-307|=-|-307 e)| 4 32 |=0 H|4 20 -1| =0
-31 -1 4 2 2 -3 1 -1 -3 -15 -1
Solucién

a) “Si en una matriz se multiplica una fila (columna) por un nimero real, el determinante de la
matriz resultante es igual al determinante de la matriz inicial multiplicado por dicho nimero”.

Se observa que en este caso la segunda columna de la matriz inicial se multiplica por 1/2 para
obtener la segunda columna de la otra matriz.

n t ”
b) “[At= |A
c) “El determinante de una matriz con una fila (columna) cuyos elementos son ceros es nulo”.

d) “Si en una matriz se intercambian entre si dos filas (columnas) el determinante cambia de
signo”.

Se observa que se han intercambiado F; y Fs.
e) “El determinante de una matriz con dos filas (columnas) iguales es nulo”.
Se observa que F; = Fs.
) “El determinante de una matriz con dos filas (columnas) proporcionales es nulo”.

Se observa que C, = 5 C;.

5. Decir si las siguientes matrices son regulares y en caso afirmativo calcular su inversa mediante
adjuntos.

4 2 -3 0 1 3 2 1 -1
a)A=(10_1) b)A=| 6 -3 0 c)A=-1 0 1
-2 3 6 6 -1 2

Solucién

a) Al ser una matriz 203 no es cuadrada y, por lo tanto no tiene inversa

0 1 3
b)| 6 30| =0+54+0-184+0-36-0=0
-2 3 6

Al ser el determinante igual a cero la matriz no tiene inversa.
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2 1 -1
c)[-1 0 1 | =0+46-1-0+2+2=9%0
6 -1 2

Al ser el determinante distinto de cero la matriz tiene inversa. Para calcular A, en primer lugar
hallaremos los adjuntos de todos los elementos.

01 -11
A = (-1)* 12| =1 Az = (-1)™*? 6 2| = -(-2-6)=8
-1 0 1 -1
Az = (-1)'* 6 -1 =1 Ay = (-1)** 1 2 ‘ =-(2-1)=-1
A22 = ('1)2+2 é _21 =4 + 6 = 10 A23 = ('1)2+3 é _11 ‘ = '('2 = 6) = 8
1-1 2 -1
Az = ('1)3+1 01 =1 Az = ('1)3+2 -1 1 ‘ =-(2-1)=-1
21
Asz = (-1)°"%| ol =1
1 8 1
La matriz adjunta de A es Adj(A) =| -1 10 8 |y la matriz inversa de A es
1 -1
/111
9 9 9
a_ v L[ 10 1| 80t
ATSTar AR =9 |20 )5 979 79
18 1
\9 9 9
121
6. Mediante adjuntos, calcular la matriz inversa de A = 0 a a |, para aquellos valores del
203

parametro real a que sea posible.

Solucién

Calculamos el determinante de A para hallar los valores del parametro a que hacen que la matriz
sea regular.

121
0 aa
203

Como la ecuaciéon 5a = 0 tiene por solucién a = 0, esta matriz tiene matriz inversa para valores de
a distintos de 0. Para estos valores de a, los adjuntos son:

= 3a + 4a - 2a = 5a, si el determinante es cero, la matriz no sera regular

A= (1) g 3] =3a A = (-1)1+? g 3 ‘ = -(-2a) = 2a
Ags = (-1)1+3 g 0| =-2a Aoy = (-1)%* g é ‘ - -6

Az = (-1)**? ; é =3-2=1 Az = (-1)** ; S ‘ =-(-4) =

As; = (-1)3* z ; =2a-a=a As; = (-1)3*? L ; ‘ =-a
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12
Asz = (-1)** 0 a ‘ =a
3 -6 1
5 5a 5
3a 2a -2a 3a -6 a a
d- — _6 1 4 -1 1 d t l 2 1 - _ g l i
Por tanto, Adj(A) = y A =Tal (Adj(A))" = 5a a a|= 5 5a §
a -a a -2a 4 a
2 4 1
5 5a 5
7. Calcular, mediante menores, el rango de las siguientes matrices:
31 -2 1 4 -5
2 -5 35 -1 5 -1 3
a)A=(-410) b)A=(610-2) C)A=('215J dDA=113 -11 19
4 31
5 -1 2
Solucidén
2 -5
a) A= (-4 10)
El menor de orden 1 considerando F; y C; es | 2| 0, por tanto, rg A > 1.
. . 2 -5
Orlando el anterior menor con F, y C, se tiene ‘ 4 10 ) = 20 - 20 = 0, por tanto, y al no haber

mas menores de orden 2, se concluye que rg A = 1.

35 -1
b) A = (6 10 -2)
Buscamos un menor de orden 2 no nulo.

Considerando F;F, y C;C,, (3; 150 ‘ =30-30=0.
Considerando F;F, y C;C3;, (3; :; ) =-6+6=0.
Considerando F;F, y C,C3;, 150 :; ‘ =-10+ 10 = 0.

Al no existir ninglin menor de orden 2 distinto de cero se tiene que rg A < 1 y al no ser A la matriz
nula, rg A = 1.

3 1-2
C)A:(-Z 1 Sj

4 3 1
1
El menor de orden 2 considerando F;F, y C;C, es ‘ _32 1 ‘ =3+2=5=0.
31-2
Al ser distinto de cero lo orlamos conF3y Cs: | -2 1 5 | =3+20+12+8+2-45=0
4 3 1

Como este menor es nulo y no existen mas menores de orden 3, se tiene rg A = 2,
1 4 -5
5 -1 3

DA=|13-11 19
5 -1 2

Como A es una matriz de orden 4x3, no existen menores de orden 4 y, por tanto, rg A < 3.

. 14
El menor de orden 2 considerando F;F, y C;C; es ‘ 5 -1 ’ =-1-20=-21%0
Al ser este menor de orden 2 distinto de cero, buscamos un menor de orden 3 no nulo.

© Proyecto de innovacién ARAGON TRES 4



CURSO BASICO DE MATEMATICAS PARA ESTUDIANTES DE ECONOMICAS Y EMPRESARIALES
Unidad diddctica 6. Matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Autoras: Gloria Jarne, Esperanza Minguillon, Trinidad Zabal

1 4 -5
OrlandoconFz3yCs: | 5 -1 3 | =-19+ 156 + 275-65-380+33=0
13 -11 19
Al ser igual a cero volvemos a orlar el menor de orden 2 no nulo, esta vez, con F; y Cs:
1 4 -5
5-1 3 | =-2+60+25-25-40+3=21=%0
5 -1 2

Por tanto, rg A = 3.

8. Calcular, mediante menores, el rango de las siguientes matrices segun los valores del parametro

a 2 a3 1 141
reala.a)A=(3_1) b)A=(3a_1) C) A= ?gg

Solucién

a 2 .
a) Para saber si rango de A = (3 _1) es 1 o 2 es necesario calcular los valores del parametro a
para los que el determinante de A (Unico menor de orden 2 que existe) es nulo.
a 2
‘3_1 =_a_6=0:>a.=_6

Sia=-6entonces|A| =0y portantorg A < 2, es decir, rg A = 1.
Sia=#-6entonces |A| =0y portantorg A = 2.

1
b) Elegimos en la matriz A = (g Z _1) un menor de orden 1 no nulo, por ejemplo el formado

por F,y Cy : [3[=3=0.
LoorIamosconFlyCZ:)gg‘ =a’-9=0=a=3,-3.

e Sia=3ya=-3, entonces rg A = 2, ya que existe un menor de orden 2 no nulo.

e Sia = 3 0a = -3, seqguimos buscando un menor de orden 2 no nulo, para ello, orlamos el menor
de orden 1 no nulo con F; y C3 (Unicas fila y columna restantes):

‘2-11 =-a-3

3, este ultimo menor es -6 = 0 y, por tanto, rg A = 2.
-3, este ultimo menor es cero y, por tanto, rg A = 1.

En consecuencia: Si a

Sia
141
C) A=|a 2 4
123
En los casos en los que la matriz es cuadrada es conveniente calcular el determinante para saber si

el rango coincide o no con el orden de la matriz, es decir, para saber si el rango es el maximo
posible.

A= =6+16+2a-2-12a-8=-10a + 12

NN D
> WhR

= =

. , 6
La ecuacion | A| = -10a + 12 = 0, tiene por solucion a =§ , por tanto:

6
o Si a;tg se tienerg A = 3.
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e Sia =— entonces rg A < 3. Como en la matriz A existen menores de orden 2 no nulos, por

Ul o

4 1)=16—2=14;«/&O,setienequergA=2.

ejemplo, considerando F;F; y C,C3, ‘ 2 4
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